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ÓÄÊ 512 ÂÅ�ÁÀËÜÍÛÅ ÊÀÒÅ�Î�ÈÈÈ ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ ÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÛÕ ÀË�ÅÁ�Ñ.Í. ÒðîíèíÀííîòàöèÿÎõàðàêòåðèçîâàíû ìíîãîîáðàçèÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûåìíîãîîáðàçèÿì àëãåáð íàä îïåðàäàìè íàä ïðîèçâîëüíûìè âåðáàëüíûìè êàòåãîðèÿìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðáàëüíàÿ êàòåãîðèÿ, îïåðàäà, ìíîãîîáðàçèå àëãåáð, ðàöèîíàëü-íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ñâîáîäíàÿ àëãåáðà, ñâîáîäíàÿ îïåðàäà.ÂâåäåíèåÎñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîãîèç äâóõ ðåçóëüòàòîâ, àíîíñèðîâàííûõ â [1℄. Äîêàçàòåëüñòâî äðóãîãî ðåçóëüòàòàáûëî îïóáëèêîâàíî â [2℄. Çàäåðæêà ñ ïóáëèêàöèåé áûëà âûçâàíà ðÿäîì îáñòîÿ-òåëüñòâ, â òîì ÷èñëå òåì, ÷òî íåêîòîðûå ïóíêòû äîêàçàòåëüñòâà, êàçàâøèåñÿ ñíà-÷àëà ïî÷òè î÷åâèäíûìè, ïîòðåáîâàëè áîëåå òùàòåëüíîé ïðîðàáîòêè, è â êîíöåêîíöîâ ïðåâðàòèëèñü â óòâåðæäåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.×àñòíûì ñëó÷àåì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, ñîäåðæàùåãîñÿ â � 5, ìîæíî ñ÷èòàòü ðå-çóëüòàòû ðàáîòû [3℄ è [2, � 1℄.Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû íåîáõîäèìû íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèèîïåðàä íàä âåðáàëüíûìè êàòåãîðèÿìè. Èõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ àâòîðà [2�4℄ (ñì.òàêæå [5℄). Îñíîâû òðàäèöèîííîé òåîðèè îïåðàä (ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàä, èëè Σ-îïåðàä) ñîäåðæàòñÿ â êíèãàõ è îáçîðàõ [6�12℄.Êðàòêî îïèøåì ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â � 1 ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ îâåðáàëüíûõ êàòåãîðèÿõ è äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, îòñóò-ñòâóþùèå â óïîìèíàâøèõñÿ âûøå ðàáîòàõ àâòîðà. Â � 2 îïèñûâàþòñÿ ñâîáîäíûåàëãåáðû â ìíîãîîáðàçèÿõ àëãåáð íàä îáîáùåííûìè îïåðàäàìè � îïåðàäàìè íàäâåðáàëüíûìè êàòåãîðèÿìè. Â � 3 ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ïî ïðîèçâîëüíîé âåðáàëüíîéêàòåãîðèè W ìîæíî ïîñòðîèòü W -îïåðàäó. Èñïîëüçîâàííûé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ äàëå-êî èäóùèì îáîáùåíèåì êîíñòðóêöèè èç ðàáîòû [13℄. Â � 4 ðåçóëüòàò � 3 ïðèìåíÿåòñÿäëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâîáîäíûõ W -îïåðàä. Íàêîíåö, â � 5 äàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîãî-îáðàçèé àëãåáð íàä W -îïåðàäàìè, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ðàöèîíàëüíîéýêâèâàëåíòíîñòè, â òåðìèíàõ âûäåëåííûõ îïåðàöèé è òîæäåñòâ.Îòìåòèì, ÷òî âñå èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîíÿòèÿ è ïîëó÷åííûå ðå-çóëüòàòû îáëàäàþò ìíîãîñîðòíûìè (ìóëüòèêàòåãîðíûìè) àíàëîãàìè. Ââèäó íåäî-ñòàòêà ìåñòà ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà íå ïðèâîäÿòñÿ.Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ìíîãîñîðòíûõ âåðáàëüíûõ êàòåãîðèÿõ è ìíîãîñîðòíûõ îïå-ðàäàõ íàä íèìè (ìóëüòèêàòåãîðèÿõ) ìîæíî íàéòè â [4℄ è [5℄.1. Âåðáàëüíûå êàòåãîðèèÏðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [3℄.Ïóñòü n ≥ 0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âñþäó â äàëüíåéøåì [n] îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
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{0, 1, . . . , n} . Îáîçíà÷èì ÷åðåç FSet ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñ îáúåêòà-ìè [n] , n ≥ 0 , ìîð�èçìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òàêèå îòîáðàæåíèÿ f : [n] → [m] ,÷òî f(0) = 0 , è f−1(0) = {0} . Êàòåãîðèÿ FSet îáëàäàåò êîíå÷íûìè êîïðîèçâå-äåíèÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñòåñòâåííûé èçîìîð�èçì
[n] ⊔ [m] → [n+m] îòîáðàæàåò i ∈ [n] â i ∈ [n+m] , j ∈ [m], j > 0 � â n+ j ∈ [n+
+ m] . Ïîýòîìó åñëè äàíû f : [n] → [m] , g : [p] → [q] , òî f ⊔ g : [n + p] → [m + q]äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: (f ⊔g)(i) = f(i) ïðè 0 ≤ i ≤ n , (f ⊔g)(j) = m+g(j)ïðè 1 ≤ j ≤ p .�àçáèåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà m ÷àñòåé â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò íà-çûâàòüñÿ íåóáûâàþùåå îòîáðàæåíèå âèäà α : [n] → [m] , ÿâëÿþùååñÿ ìîð�èçìîì
FSet . ×åðåç P îáîçíà÷èì êàòåãîðèþ ñ îáúåêòàìè [n] , è ìíîæåñòâàìè ìîð�èçìîâ
P (n,m) = P ([n], [m]) , ñîñòîÿùèìè èç âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé n íà m ÷àñòåé.Äëÿ α ∈ P (n,m) è äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m ïîëîæèì ni = |α−1(i)| . Òîãäà α ìîæíîîòîæäåñòâèòü ñ óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (n1, . . . , nm) öåëûõ íåîòðè-öàòåëüíûõ ÷èñåë äëèíû m òàêîé, ÷òî n1 + . . .+ nm = n . Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âûáîðòåðìèíà. Åñëè β ∈ P (n,m) , α ∈ P (m, k) , α = (m1, . . . ,mk) , òî β ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå (n1,1, . . . , n1,m1 , . . . , nk,1, . . . , nk,mk

) . Òåïåðü êîìïîçèöèþ αβ ìîæíî îïèñàòüêàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (
m1∑
i=1

n1,i, . . . ,
mk∑
i=1

nk,i) . Åñëè α ∈ P (n,m) , β ∈ P (k, l) ,òî
α ⊔ β ∈ P (n+ k,m+ l) (õîòÿ [n+m] íå åñòü êîïðîèçâåäåíèå [n] è [m] â P ).Â êàòåãîðèè FSet ñóùåñòâóþò òàêæå ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ. Íàì ïîíàäî-áèòñÿ èõ ÿâíûé âèä â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùèõ òåðìèíàõ è îáîçíà÷åíèÿõ. Ïóñòü a è b � íàòóðàëüíûå÷èñëà. Ïðè a ≤ b ïîëîæèì [a, b] = {a, a+ 1, . . . , b} , ïðè a > b ïîëàãàåì [a, b] = ∅ .Ìíîæåñòâà âèäà [a, b] áóäóò íàçûâàòüñÿ îòðåçêàìè.Ïóñòü α ∈ P (n,m) , f : [k] → [m] � ìîð�èçì èç FSet . �àññìîòðèì ðàññëîåííîåïðîèçâåäåíèå (äåêàðòîâ êâàäðàò) âèäà:

[n] × [m][k]
π2−−−−→ [k]

π1

y f

y

[n]
α

−−−−→ [m]

(1)Ëåììà 1 [3℄. Â êàòåãîðèè FSet ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå (1) óñòðîåíî ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü α = (n1, . . . , nm) . Ïîëàãàåì [n]×[m][k] = [nf(1) + · · · +
+ nf(k)] . Ïðè ýòîì π2 ñòàíîâèòñÿ íåóáûâàþùèì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå ìîæ-íî çàïèñàòü êàê (nf(1), . . . , nf(k)) . Ïðîåêöèÿ π1 îïèñûâàåòñÿ òàê: åå îãðàíè÷åíèåíà êàæäûé îòðåçîê [nf(1) + · · ·+ nf(j−1) + 1, nf(1) + · · ·+nf(j)] åñòü íåóáûâàþùàÿáèåêöèÿ íà îòðåçîê [n1 + · · · + nf(j)−1 + 1, n1 + · · · + nf(j)] , è π1(0) = 0 .Â ñëó÷àå, êîãäà nf(j) = 0 , èç ñ�îðìóëèðîâàííîãî âûøå ñîãëàøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òîîáà îòðåçêà ïóñòû. Â îáùåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î êîíå÷íûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõìíîæåñòâàõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç nf(j) ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå
nf(1) + · · · + nf(j) íàäî ïîíèìàòü êàê ∑j

i=1 nf(i) , à n1 + · · · + nf(j) êàê ∑f(j)
i=1 ni .Îòìåòèì, ÷òî ïðè j = 1 èìåþòñÿ â âèäó îòðåçêè [1, nf(1)] è [n1 + · · · + nf(1)−1 +

+ 1, n1 + · · · + nf(1)] .Ïðîåêöèþ π2 = (nf(1), . . . , nf(k)) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç αf , à ïðîåêöèþ π1 �÷åðåç f∗α . Çàìåòèì, ÷òî f∗α åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîäúåì α âäîëü f (ìû ñëåäóåìçäåñü òåðìèíîëîãèè è îáîçíà÷åíèÿì èç [14℄). Ìíîæåñòâî [nf(1) + · · ·+nf(k)] ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ �óíêòîðà çàìåíû áàçû, òî åñòü êàê f∗[n] .Îïðåäåëåíèå 1. �àññìîòðèì ïîäêàòåãîðèþ W ⊆ FSet ñî âñåìè òåìè æå îáú-åêòàìè [n] , ìîð�èçìû êîòîðîé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:



ÂÅ�ÁÀËÜÍÛÅ ÊÀÒÅ�Î�ÈÈ È ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ 1271) Åñëè f, g ∈ Mor(W ) , òî f ⊔ g ∈ Mor(W ) ;2) Åñëè f : [k] → [m] åñòü ìîð�èçì èç W , òî äëÿ ëþáîãî α ∈ P (n,m) èìååòìåñòî âêëþ÷åíèå f∗α ∈ W (f∗[n], [n]) .Êàòåãîðèþ W ñ óêàçàííûìè âûøå äâóìÿ ñâîéñòâàìè áóäåì íàçûâàòü âåðáàëü-íîé.Óêàæåì íåñêîëüêî î÷åâèäíûõ ïðèìåðîâ âåðáàëüíûõ ïîäêàòåãîðèé.1. Òðèâèàëüíàÿ êàòåãîðèÿ WId , ìîð�èçìû êîòîðîé � òîæäåñòâåííûå îòîáðà-æåíèÿ âèäà [n] → [n] äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . .2. Êàòåãîðèÿ Σ , â êîòîðîé Σ(n,m) ïóñòî ïðè n 6= m , à Σ(n, n) = Σn � ãðóïïàïîäñòàíîâîê n-é ñòåïåíè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â Σ íå ñîäåðæèòñÿ íè îäíà âåð-áàëüíàÿ êàòåãîðèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì WId .3. Êàòåãîðèÿ Mon , ìîð�èçìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ìîíîìîð�èçìû (èíú-åêöèè) èç FSet . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Mon íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîé âåðáàëüíîéêàòåãîðèè, îòëè÷íîé îò FSet .4. Êàòåãîðèÿ Epi , ìîð�èçìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ýïèìîð�èçìû (òî åñòüñþðúåêöèè) èç FSet . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è Epi íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîé âåð-áàëüíîé êàòåãîðèè, îòëè÷íîé îò FSet .5. Íàêîíåö, âñÿ êàòåãîðèÿ FSet òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðáàëüíîé.Ëåììà 2. Åñëè {Wi|i ∈ I} � ëþáîå ñåìåéñòâî âåðáàëüíûõ êàòåãîðèé,òî âåðáàëüíîé ÿâëÿåòñÿ è êàòåãîðèÿ ⋂
i∈I

Wi , êëàññ ìîð�èçìîâ êîòîðîé åñòü
⋂
i∈I

Mor(Wi) . Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, ìíîæåñòâî âñåõ âåðáàëüíûõ êàòåãîðèé ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé ñ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì WId è ìàêñèìàëüíûì ýëå-ìåíòîì FSet .Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåòêà âñåõ âåðáàëüíûõ ïîäêàòåãîðèé êàòåãîðèè FSetíå ìåíåå ÷åì ñ÷åòíà.Òàê êàê â êàòåãîðèè FSet èçîìîð�íûå îáúåêòû ñîâïàäàþò, òî â äèàãðàììå (1)âñåãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî [n] × [m][k] = [nf(1) + · · · + nf(k)] . Ñ ó÷åòîì ýòîãîäîïîëíèì ëåììó 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ëåììà 3. Åñëè â äèàãðàììå (1) ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðîåêöèÿ π2 áûëà íåóáû-âàþùèì îòîáðàæåíèåì, à îãðàíè÷åíèå ïðîåêöèè π1 íà êàæäûé îòðåçîê [nf(1) +
+ · · · + nf(i−1), nf(1) + · · · + nf(i−1) + nf(i)] åñòü íåóáûâàþùàÿ èíúåêöèÿ, òî π2 =
= αf : [nf(1) + · · · + nf(k)] → [k] , à ìîð�èçì π1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç ýòèõóñëîâèé êàê ââåäåííîå âûøå îòîáðàæåíèå f∗α .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó ïîëàãàåì [n]×[m][k] = [nf(1)+· · ·+nf(k)] . Èç îïðåäåëå-íèÿ ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ϕ : [nf(1) + · · · + nf(k)] → [nf(1) + · · · + nf(k)] ñî ñâîéñòâàìè: π1ϕ = f∗α , π2ϕ = fα .Äîñòàòî÷íî áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ϕ � òîæäåñòâåí-íîå îòîáðàæåíèå. Ïîëîæèì ki = nf(1) + · · ·+nf(i−1) . Òîãäà èç π2ϕ = fα è óñëîâèÿíåóáûâíèÿ π2 ñëåäóåò π−1

2 (i) = [ki + 1, ki+1] äëÿ êàæäîãî i , 1 ≤ i ≤ k , ïðè-÷åì ϕ([ki + 1, ki+1]) = [ki + 1, ki+1] . Òåïåðü èç π1ϕ = f∗α , óñëîâèÿ íåóáûâàíèÿîãðàíè÷åíèÿ π1 íà [ki + 1, ki+1] , èíúåêòèâíîñòè ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ è èç àíàëîãè÷-íûõ ñâîéñòâ f∗α ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå ϕ íà [ki + 1, ki+1] åñòü òîæäåñòâåííîåîòîáðàæåíèå äëÿ êàæäîãî i . Ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ âñåãî ϕ .



128 Ñ.Í. Ò�ÎÍÈÍÑëåäñòâèå 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
(fg)∗α = (f∗α)(g∗(αf)) f∗(αβ) = (f∗α)∗β

(αβ)f = (αf)(β(f∗α)) α(fg) = (αf)gÄîêàçàòåëüñòâî. Âíåøíèé êîíòóð äèàãðàììû
(f∗α)∗[r]

β(f∗α)
−−−−→ f∗[n]

αf
−−−−→ [k]

(f∗α)∗β

y f∗α

y f

y

[r]
β

−−−−→ [n]
α

−−−−→ [m]äîëæåí ñîâïàäàòü ñ äèàãðàììîé
f∗[r]

(αβ)f
−−−−→ [k]

f∗(αβ)

y f

y

[r]
αβ

−−−−→ [m]Ýòî ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, èç òîãî, ÷òî âíåøíèé êîíòóð äèàãðàììû, êàæäûé êâàä-ðàò êîòîðîé åñòü äèàãðàììà ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñàì ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîéðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à âî-âòîðûõ, èç ëåììû 3. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ èäðóãèå ðàâåíñòâà. 2. Ñâîáîäíûå àëãåáðû íàä îïåðàäàìèÏðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ðåçóëüòàòû èç [2℄.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü W � âåðáàëüíàÿ êàòåãîðèÿ. �àññìîòðèì êîâàðèàíò-íûé �óíêòîð G èç êàòåãîðèè W op â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ. Áóäåì ïèñàòü G(n) âìå-ñòî G([n]) , [n] ∈ Ob(W ) , è fx âìåñòî G(f)(x) , ãäå f ∈W op([m], [n]) = W ([n], [m]) ,
x ∈ G(n) . �ðàäóèðîâàííîé W -ïîëóãðóïïîé áóäåì íàçûâàòü �óíêòîð, îáëàäàþùèéñëåäóþùèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè:1) äëÿ ëþáûõ [n], [m] ∈ Ob(W ) îïðåäåëåíû îïåðàöèè G(n)×G(m) → G(n+m) ,
(x, y) 7→ x · y , òàêèå, ÷òî x · (y · z) = (x · y) · z äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ x ∈ G(n), y ∈
∈ G(m), z ∈ G(k) ;2) åñëè äàíû f ∈ W op([n′], [n]) , g ∈W op([m′], [m]) , òî (fx) · (gy) = (f × g)(x · y)(çàìåòèì, ÷òî çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðîèçâåäåíèå â W op , ñîîòâåòñòâóþùåå êîïðîèç-âåäåíèþ â W );3) åñëè äàíû gj ∈ G(nj), j = 1, 2, . . . ,m , è α = (n1, . . . , nm) � ðàçáèåíèå, òî äëÿëþáîãî f ∈W op([m], [k]) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (f∗α)(g1 · . . . ·gm) = gf(1) · . . . ·gf(k) .Îïðåäåëèì òàêæå ãîìîìîð�èçì h : G1 → G2 ãðàäóèðîâàííûõ W -ïîëó-ãðóïï êàê åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå �óíêòîðîâ (ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé hn :
G1(n) → G2(n)) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ G(n) , y ∈ G(m) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
hn+m(x · y) = hn(x) · hm(y) .Ïðèìåð 1. Çà�èêñèðóåì ìíîæåñòâî X . Òîãäà ñîîòâåòñòâèå [n] 7→ Xn åñòü ãðà-äóèðîâàííàÿ FSet-ïîëóãðóïïà â ñìûñëå òîëüêî ÷òî äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Ôóíêòîð
[n] 7→ Xn êàê êîíòðàâàðèàíòíûé �óíêòîð íà FSet äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè äàíî îòîáðàæåíèå f : [n] → [m] , òî îòîáðàæåíèå Xf : Xm → Xn ñîïîñòàâ-ëÿåò ñòðîêå x = (x1, . . . , xm) ∈ Xm ñòðîêó xf = (xf(1), . . . , xf(n)) . Ïðåâðàùàÿýòîò �óíêòîð â êîâàðèàíòíûé �óíêòîð èç W op , áóäåì çàïèñûâàòü ðåçóëüòàò ðàñ-ñìîòðåííîãî òîëüêî ÷òî îòîáðàæåíèÿ êàê fx . Óìíîæåíèå Xn × Xm → Xn+m �



ÂÅ�ÁÀËÜÍÛÅ ÊÀÒÅ�Î�ÈÈ È ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ 129ýòî ïðèïèñûâàíèå ñòðîê äðóã ê äðóãó. Âñå ñâîéñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ãðàäóèðî-âàííîé FSet-ïîëóãðóïïû ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Êîìïîíåíòû ãðàäóèðî-âàííîé FSet-ïîëóãðóïïû, ïîñòðîåííîé â ýòîì ïðèìåðå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
T n(X) , èìåÿ â âèäó àíàëîãèþ ñ òåíçîðíûìè ñòåïåíÿìè ìîäóëÿ. Òàêèì îáðàçîì,
T n(X) = Xn . Âñÿ ãðàäóèðîâàííàÿ ïîëóãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T (X) .Òåîðåìà 1. [2℄ Ïóñòü R � íåêîòîðàÿ W -îïåðàäà, G � ãðàäóèðîâàííàÿ W -ïîëóãðóïïà.

1) �àññìîòðèì ìíîæåñòâî RG =
∞⊔

n=0
R(n) × G(n) . Íà íåì åñòåñòâåííûìîáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó àëãåáðû íàä R êàê íåñèììåòðè÷åñêîéîïåðàäîé (â íàøåé òåðìèíîëîãèè � WId-îïåðàäîé).

2) �àññìîòðèì êîíãðóýíöèþ Θ â àëãåáðå RG , ïîðîæäåííóþ âñåìè ýêâèâà-ëåíòíîñòÿìè âèäà (fx, g) ≡ (x, fg) , ãäå f ∈ W ([n], [m]) , x ∈ R(n) , g ∈ G(m) .Òîãäà �àêòîðàëãåáðà RWG = RG/Θ îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé àëãåáðûíàä W -îïåðàäîé R .
3) Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèå G 7→ RWG ñòàíîâèòñÿ �óíêòîðîì èç êàòåãîðèèãðàäóèðîâàííûõ W -ïîëóãðóïï â êàòåãîðèþ Alg(RW ) àëãåáð íàä W -îïåðàäîé R .Çàìå÷àíèå 1. Îïèñàííàÿ â ýòîé òåîðåìå êîíñòðóêöèÿ àëãåáðû RWG åñòü íå÷òî èíîå, êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå �óíêòîðîâ R è G â ñìûñëå [15℄, [16, ChapterVII, � 2℄. Ìû èñïîëüçóåì óïðîùåííóþ çàïèñü: RG (èëè RWG) âìåñòî R⊗G (èëè

R ⊗W G) ââèäó òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñïåöè�è÷åñêèé ÷àñòíûéñëó÷àé.Òåîðåìà 2 [2, Òåîðåìà 1.4℄. Ïóñòü R � íåêîòîðàÿ W -îïåðàäà, X � ìíî-æåñòâî. Òîãäà RWT (X) åñòü ñâîáîäíàÿ àëãåáðà ñ áàçèñîì X â ìíîãîîáðàçèè
Alg(RW ) àëãåáð íàä R .Â äàëüíåéøåì ñâîáîäíóþ àëãåáðó ñ áàçèñîì X â ìíîãîîáðàçèè Alg(RW ) ìûáóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç FrR,W (X) .Ïðèâåäåì åùå íåêîòîðûå îáùèå �àêòû î òîæäåñòâàõ è ñâîáîäíûõ àëãåáðàõ âïðîèçâîëüíûõ Ω-àëãåáðàõ. Îíè ïîòðåáóþòñÿ íàì â � 4.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé A ∈ Alg(Ω) ïîëîæèì ΘA(X) = {(t1, t2)|t1, t2 ∈ FrΩ(X),
h(t1) = h(t2) äëÿ ëþáîãî ãîìîìîð�èçìà h : FrΩ(X) → A} . Ýòî êîíãðóýíöèÿíà FrΩ(X) , òî åñòü Ω-ïîäàëãåáðà àëãåáðû FrΩ(X) × FrΩ(X) , ÿâëÿþùàÿñÿ îò-íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Êîíãðóýíöèÿ ΘA(X) âïîëíå èíâàðèàíòíà, òî åñòüåñëè h : FrΩ(X) → FrΩ(X) � êàêîé óãîäíî ýíäîìîð�èçì è (t1, t2) ∈ ΘA(X) , òî
(h(t1), h(t2)) ∈ ΘA(X) . Áîëåå òîãî, åñëè h � ãîìîìîð�èçì èç FrΩ(X) â FrΩ(X)è (t1, t2) ∈ ΘA(X) , òî (h(t1), h(t2)) ∈ ΘA(Y ) . Ýëåìåíòû ΘA(X) åñòåñòâåííî íà-çâàòü òîæäåñòâàìè A â àë�àâèòå X . Îáðàòíî, ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ñåìåéñòâî
Ξ ïàð ýëåìåíòîâ (z1,i, z2,i) ∈ FrΩ(Xi) × FrΩ(Xi) , i ∈ I . Îïðåäåëèì V ar(Ξ) êàêïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè Alg(Ω) , îáúåêòû êîòîðîé � âñå òå àëãåáðû, äëÿêîòîðûõ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ξ ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè. Íàì áóäåò óäîáíî ïðèíÿòüòàêîå îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Ω-àëãåáð: ýòî íåïóñòàÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòå-ãîðèè Alg(Ω) , çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäàëãåáð, ãîìîìîð�íûõ îáðàçîâ,è ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Íåïóñòàÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ M êàòåãî-ðèè Alg(Ω) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ω-àëãåáð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M =
= V ar(Ξ) äëÿ íåêîòîðîãî Ξ (òåîðåìà Áèðêãî�à). Ïîëîæèì ΘM (X) =

⋂
A∈M

ΘA(X) .Ýòî âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ êîíãðóýíöèÿ íà ñâîáîäíîé àëãåáðå FrΩ(X) . Ñîîòâåòñòâèå
X 7→ ΘM (X) ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðîì, è áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî ãîìîìîð�èçìà h èç
FrΩ(X) â FrΩ(X) åñëè (t1, t2) ∈ ΘM (X) , òî (h(t1), h(t2)) ∈ ΘM (Y ) .



130 Ñ.Í. Ò�ÎÍÈÍÑâîáîäíàÿ àëãåáðà FrM (X) ìíîãîîáðàçèÿ M ñ áàçèñîì X � ýòî �àêòîðàë-ãåáðà FrΩ(X)/ΘM (X) . Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå V ar(Ξ)äëÿ íåêîòîðîãî Ξ ⊆ FrΩ(X) × FrZ,Ω(X) , ïðè÷åì ìíîæåñòâî X ìîæíî âûáðàòüñ÷åòíûì. Äëÿ òàêîãî X çàäàíèå FrM (X) (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ΘM (X)) ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåò ìíîãîîáðàçèå M .3. Îïåðàäû, ñòðîÿùèåñÿ ïî âåðáàëüíûì êàòåãîðèÿìÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïî êàæäîé âåðáàëüíîé êàòåãîðèè åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü W -îïåðàäó. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áóäåò òàêæåèñïîëüçîâàí â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâîáîäíûõ W -îïåðàä.Ïóñòü W � ïðîèçâîëüíàÿ âåðáàëüíàÿ êàòåãîðèÿ. Äëÿ êàæäîãî m ≥ 0 ïîëîæèì
OW (m) =

∐

k≥0

W ([k], [m]).Òåîðåìà 3. Ñåìåéñòâî OW = {OW (n)|n ≥ 0} îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóê-òóðîé W -îïåðàäû.Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì, êàê óñòðîåíà îïåðàäíàÿ êîìïîçèöèÿ â OW .Ïóñòü f ∈ OW (m) , gi ∈ OW (ni) , 1 ≤ i ≤ m . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàíû ìîð�èçìûêàòåãîðèè W âèäà: f : [k] → [m] , gi : [li] → [ni] . Ïîëîæèì α = (n1, . . . , nm) ∈
∈ P (n1 + · · · + nm,m) . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

fg1 . . . gm = (f∗α)(gf(1) ⊔ · · · ⊔ gf(k)). (2)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âåðáàëüíîé êàòåãîðèè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) ïîëó-÷àåòñÿ ìîð�èçì êàòåãîðèè W , èìåþùèé âèä [lf(1) + · · · + lf(k)] → [n1 + · · · + nm] ,òî åñòü ýëåìåíò OW (n1 + · · · + nm) . Åäèíèöà îïåðàäû OW � ýòî òîæäåñòâåííûéìîð�èçì èç W ([1], [1]) ⊆ OW (1) .Ñòðóêòóðà W -îïåðàäû çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü w ∈ OW (m) , òîåñòü �àêòè÷åñêè w : [k] → [m] � ìîð�èçì êàòåãîðèè W . �àññìîòðèì ìîð�èçìêàòåãîðèè W âèäà f : [m] → [n] . Òîãäà ñóïåðïîçèöèÿ f · w áóäåò ìîð�èçìîì
[k] → [n] , òî åñòü ýëåìåíòîì OW (n) . Îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè â ïðåäû-äóùèõ ðàáîòàõ àâòîðà îáîçíà÷åíèÿìè (ñì. [2℄) ìû äîëæíû ïðåâðàòèòü ñîîòâåòñòâèå
[n] → OW (n) â êîíòðàâàðèàíòíûé �óíêòîð íà êàòåãîðèè W op , äâîéñòâåííîé ê êà-òåãîðèè W . À ýòî çíà÷èò, ÷òî ¾óìíîæåíèå¿ f íà w äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ ñïðàâà.Òàêèì îáðàçîì,

wf = f · w, (3)ïðè÷åì â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà f ïîíèìàåòñÿ êàê ìîð�èçì êàòåãîðèè W op .Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ W -îïåðàäà, èñïîëüçóåòòîæäåñòâà, ñ�îðìóëèðîâàííûå â ñëåäñòâèè 1, è åùå ðÿä ïîäîáíûì èì òîæäåñòâ,êîòîðûå áóäóò óñòàíîâëåíû â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.Íà÷íåì ñ àññîöèàòèâíîñòè êîìïîçèöèè (2). Ïóñòü äàíû ìîð�èçìû W âèäà f :
[k] → [m] , gi : [li] → [ni] , hi,j : [vi,j ] → [ui,j ] , 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ ni . Ýòî îçíà÷àåò,÷òî f ∈ OW (m) , gi ∈ OW (ni) , hi,j ∈ OW (ui,j) . Ïîëîæèì α = (n1, . . . , nm) ∈
∈ P (n1+ · · ·+nm,m) , βi = (ui,1, . . . , ui,ni

) ∈ P (ui,1+ · · ·+ui,ni
, ni) , β = β1⊔· · ·⊔βm ,

hi = hi,1 . . . hi,ni
. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(fg1 . . . gm)h1 . . . hm = f(g1h1) . . . (gmhm). (4)Âû÷èñëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (4). Ïóñòü r = fg1 . . . gm . Ñîãëàñíî (2) ïðàâàÿ÷àñòü ðàâíà (r∗β)h , ãäå ÿâíûé âèä h áóäåò óòî÷íåí íèæå. ßâíûé âèä r òàêîâ:
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r = pq , ãäå p = f∗α , q = gf(1) ⊔ · · · ⊔ gf(k) . Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 (pq)∗β =
= (p∗β)(q∗(βp)) . Äàëåå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 p∗β = (f∗α)∗β = f∗(αβ) . Ïóñòü
γ = αβ , ýòî � ðàçáèåíèå, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (

n1∑
j=1

u1,j, . . . ,
nm∑
j=1

um,j) .Äàëåå, βp = βf(1) ⊔ · · · ⊔ βf(k) . Òàêèì îáðàçîì, q∗(βp) = (gf(1) ⊔ · · · ⊔ gf(k))
∗(βf(1) ⊔

· · · ⊔ βf(k)) . Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî òîæäåñòâî
(gf(1) ⊔ · · · ⊔ gf(k))

∗(βf(1) ⊔ · · · ⊔ βf(k)) = ((gf(1))
∗βf(1)) ⊔ · · · ⊔ ((gf(k))

∗βf(k)),ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ êîïðîèçâåäåíèå (òî åñòüíåñâÿçíîå ïîêîìïîíåíòíîå îáúåäèíåíèå) äåêàðòîâûõ êâàäðàòîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ äå-êàðòîâûì êâàäðàòîì, à âûðàæåíèÿ (gf(i))
∗βf(i) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äåêàðòî-âûõ êâàäðàòîâ âèäà (1), è ñîãëàñíî ëåììå 3 èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü ïðîåêöèéïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûìîáðàçîì.Äàëåå, ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåííîå ñîãëàñíî (2)îòîáðàæåíèå h òàêîâî:

h = hf(1),gf(1)(1) ⊔ · · · ⊔ hf(1),gf(1)(lf(1)) ⊔ · · · ⊔ hf(k),gf(k)(1) ⊔ · · · ⊔ hf(k),gf(k)(lf(k)).Ñîáèðàÿ âñå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé âìåñòå, ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (4) ðàâíà
(f∗γ)(d1 ⊔ · · · ⊔ dk). (5)Çäåñü di = ((gf(i))

∗βf(i))(hf(i),gf(i)(1) ⊔ · · · ⊔ hf(i),gf(i)(lf(i))) ïðè âñåõ i , 1 ≤ i ≤ k .Çàéìåìñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (4). Ïî îïðåäåëåíèþ (2)
ci = gihi,1 . . . hi,ni

= ((gi)
∗βi)(hi,gi(1) ⊔ · · · ⊔ hi,gi(li)))).Ýòî � îòîáðàæåíèå èç [vi,gi(1) + · · · + vi,gi(li)] â [ui,1) + · · · + ui,ni

] . Ïîýòîìó òîðàçáèåíèå, êîòîðîå âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ïðèìåíåíèÿ (2) ê ïðàâîé ÷àñòè (4), åñòü
(u1,1) + · · · + u1,n1 , . . . , um,1) + · · · + um,nm

) . Ýòî íå ÷òî èíîå, êàê óæå ïîÿâèâøååñÿðàíåå ðàçáèåíèå γ = αβ . Îòñþäà
fc1 . . . cm = (f∗γ)(cf(1) ⊔ · · · ⊔ cf(k))Âñïîìèíàÿ âûïèñàííûé âûøå ÿâíûé âèä ci , óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîëó÷èëîñü òî æåñàìîå âûðàæåíèå, ÷òî è (5). Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàäíîé êîìïîçèöèè òåì ñàìûìäîêàçàíà. Ñâîéñòâà îïåðàäíîé åäèíèöû � òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ [1] → [1] �ïðîâåðÿþòñÿ î÷åíü ëåãêî.Ïåðåéäåì ê ñâîéñòâàì, îïðåäåëÿþùèì OW êàê W -îïåðàäó. Äëÿ óäîáñòâà ðàç-ëè÷åíèÿ ýëåìåíòîâ OW è ìîð�èçìîâ W íåñêîëüêî èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

ξ : [k] → [m] (ìîð�èçì èç W ) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíò OW (m) , è àíàëîãè÷-íî ωi : [si] → [li] (òàêæå ìîð�èçìû W ) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû OW (li) ,
1 ≤ i ≤ m . �àññìîòðèì òàêæå fi : [li] → [ni] � ìîð�èçìû W , êîòîðûå ïîíèìàþòñÿòîëüêî êàê ìîð�èçìû W . Îáîçíà÷èì ÷åðåç α ðàçáèåíèå (n1, . . . nm) è ÷åðåç βðàçáèåíèå (l1, . . . , lm) . Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ðàâåíñòâî:

ξ(ω1f1) . . . (ωmfm) = (ξω1 . . . ωm)(f1 ⊔ · · · ⊔ fm). (6)Çäåñü âûðàæåíèÿ âèäà ωifi ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå (3), òî åñòü ωifi = fi · ωi �ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé [si] → [li] → [ni] . Àíàëîãè÷íî íàäî ïîíèìàòü è ïðàâóþ÷àñòü (6). Ñäåëàâ âñå çàìåíû ñîãëàñíî (3), ïîëó÷èì â ëåâîé ÷àñòè (6)
ξ(ω1f1) . . . (ωmfm) = (ξ∗α)((fξ(1) · ωξ(1)) ⊔ · · · ⊔ (fξ(m) · ωξ(m))) =

= (ξ∗α)(fξ(1) ⊔ · · · ⊔ fξ(m))(ωξ(1)) ⊔ · · · ⊔ ωξ(m)).
(7)



132 Ñ.Í. Ò�ÎÍÈÍÂòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû ýòîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ � îáû÷íûå ìîð�èçìû W ñ îáû÷íû-ìè ñóïåðïîçèöèÿìè (òî åñòü íå íàäî íè÷åãî ïåðåâîðà÷èâàòü). Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿíåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìûì òîæäåñòâîì:
(ξ∗α)(fξ(1) ⊔ · · · ⊔ fξ(m)) = (f1 ⊔ · · · ⊔ fm)(ξ∗β).Ñ ó÷åòîì ýòîãî òîæäåñòâà (à òàêæå (3)) áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå ïðîäîëæåíèå ðà-âåíñòâà (7):

ξ(ω1f1) . . . (ωmfm) = (f1 ⊔ · · · ⊔ fm)(ξ∗β)(ωξ(1)) ⊔ · · · ⊔ ωξ(m)) =

= (f1 ⊔ · · · ⊔ fm) · (ξω1 . . . ωm) = (ξω1 . . . ωm)(f1 ⊔ · · · ⊔ fm).Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (6) äîêàçàíî. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, êîòîðîå íåîáõî-äèìî óñòàíîâèòü, âûãëÿäèò òàê:
(ξf)ω1 . . . ωm = (ξωf(1) . . . ωf(k))(f

∗α).Çäåñü ξ : [l] → [k] � ýëåìåíò OW (k) , f : [k] → [m] � ìîð�èçì W , ωi : [si] → [ni] �ýëåìåíòû OW (ni) , 1 ≤ i ≤ m , α = (n1, . . . , nm) , âûðàæåíèÿ âèäà ξf ïîíèìàþòñÿêàê ξf = f · ξ . Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
(ξf)ω1 . . . ωm = ((f · ξ)∗α)(ωf(ξ(1)) ⊔ · · · ⊔ ωf(ξ(l))) =

= (f∗α) · (ξ∗(αf)) · (ωf(ξ(1)) ⊔ · · · ⊔ ωf(ξ(l))) =

= f∗α) · (ξωf(1) . . . ωf(k)) = (ξωf(1) . . . ωf(k))(f
∗α).Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè W = Σ , òî ïîëó÷àåòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿîïåðàäà ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï, åñëè W = WId , òî ïîëó÷àåòñÿ òàêæå èçâåñòíàÿîïåðàäà, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé � îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Â îñòàëüíûõ ñëó-÷àÿõ, ïî-âèäèìîìó, ïîëó÷àþòñÿ íîâûå îïåðàäû.4. Ñâîáîäíûå îïåðàäûÏóñòü Ω = {Ωn|n = 0, 1, . . .} � íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü èç-âåñòíîé ñòàíäàðòíóþ êîíñòðóêöèþ àëãåáðû Ω-ñëîâ ñ áàçèñîì X , òî åñòü ñâîáîä-íîé àëãåáðû FrΩ(X) â ìíîãîîáðàçèè Alg(Ω) âñåõ Ω-àëãåáð. Áóäåì ïðåäïîëàãàòüòàêæå èçâåñòíûì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî Ω-ñëîâ. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî ñëî-âà z ∈ FrΩ(X) âçÿòû âñå ñëîâà èç Ω , âõîäÿùèå â çàïèñü z , è èç íèõ ñîñòàâëåíîñëîâî w , ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñèìâîëîâ â êîòîðîì òîò æå ñàìûé, ÷òî è èõ âõî-æäåíèé â ñëîâî z . Åñëè ýòî ñëîâî îêàæåòñÿ ïóñòûì, òî îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ε .Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (òî åñòü ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ñëå-äîâàíèÿ) èç âõîäÿùèõ â çàïèñü w ñèìâîëîâ èç ìíîæåñòâà X ñîñòàâëåíî ñëîâî x .Òîãäà ïî ïàðå ñëîâ (w, x) ñëîâî z âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ýòî ëåãêî ñëåäó-åò èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ω-ñëîâ âèäå ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ (íàáðîñîê òàêîãîïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìíîãîñîðòíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî íàéòè â [6, ãë. 2℄). Ñèìâîë ωíàçîâåì Ω-êîìïîíåíòîé ñëîâà z , à ñëîâî x � X -êîìïîíåíòîé z . Òàêèì îáðà-çîì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñëîâà z àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá çàïèñè â âèäå wx .Ìû áóäåì (ÿâíî èëè íåÿâíî) ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé âîçìîæíîñòüþ.Ïóñòü ìíîæåñòâî FOΩ(n) ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ z ∈ FrΩ(x1, . . . , xn) , â êî-òîðûõ ïîñëå îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû x = x1 . . . xn . Â ýòîì ñëó÷àå ñëîâî z îä-íîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñëîâó w â àë�àâèòå Ω . Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü



ÂÅ�ÁÀËÜÍÛÅ ÊÀÒÅ�Î�ÈÈ È ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ 133âèäà z = z(x1, . . . , xn) = z(x) , ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü äåëàòü ïîäñòàíîâêè âìå-ñòî ¾ïåðåìåííûõ¿ x1, . . . , xn äðóãèõ Ω-ñëîâ. Ïóñòü a = a(x1, . . . , xm) ∈ FOΩ(m) ,
bi = bi(x1, . . . , xni

) ∈ FOΩ(ni) , 1 ≤ i ≤ n . Ïîëîæèì
ab1 . . . bm = ab1 . . . bm(x1, . . . , xn1 , . . . , xn1+···+nm−1+1, . . . , xn1+···+nm−1+nm

) =

= a(b1(x1, . . . , xn1), . . . , bm(xn1+···+nm−1+1, . . . , xn1+···+nm−1+nm
)). (8)Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàò ýòîé îïåðàöèè ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó FOΩ(n1 +

+ · · · + nm)Òåîðåìà 4. Îïðåäåëåííîå âûøå ñåìåéñòâî FOΩ = {FOΩ(m)|m = 0, 1, . . .}ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè (8) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé WId-îïåðàäîé ñ áàçèñîì Ω .Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî FOΩ ÿâëÿåòñÿ WId-îïåðàäîé, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿñ ïîìîùüþ (8). �îëü åäèíèöû èãðàåò ýëåìåíò x1 ∈ FOΩ(1) ⊂ FrΩ(x1) . Ýòîò ýëå-ìåíò ïðè îïèñàííîì âûøå ðàçäåëåíèè Ω-ñëîâ íà Ω-êîìïîíåíòû è íà X -êîìïî-íåíòû ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ε . �àññìîòðèì äëÿ êàæäîãî n îòîáðàæåíèå ξn : Ωn →
→ FOΩ(n) , ñîïîñòàâëÿþùåå ýëåìåíòó ñèãíàòóðû ω ñëîâî ωx1 . . . xn . Ïîêàæåì,÷òî äëÿ êàæäîé WId-îïåðàäû R è ëþáîãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé χn : Ωn →
→ R(n) , n = 0, 1, 2, . . ., ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ãîìîìîð�èçì îïåðàä
ψ : FOΩ → R òàêîé, ÷òî ψξ = χ (òî åñòü ψnχn = ξn äëÿ êàæäîãî n).�àññìîòðèì ñâîáîäíûå â Alg(R) àëãåáðû

FrR(x1, . . . , xn) =

∞∐

k=0

R(k) × {x1, . . . , xn}
k.Ýëåìåíòû r ∈ R(n) ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ýëåìåíòàìè

rx1 . . . xn = (r, x1 . . . xn) ∈ R(n) × {x1, . . . , xn}
n ⊆ FrR(x1, . . . , xn),òàê ÷òî R(n) ⊂ FrR(x1, . . . , xn) . Ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé χn : Ωn → R(n) âìåñòåñ îòîáðàæåíèÿìè âèäà

FrR(x1, . . . , xn) ×An → A, (u(x1, . . . , xn), a1, . . . , an) 7→ u(a1, . . . , an),ãäå A åñòü R -àëãåáðà, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà êàæäîé R -àëãåáðå ñòðóêòóðó
Ω-àëãåáðû. Èñïîëüçóÿ âêëþ÷åíèÿ {x1, . . . , xn} ⊂ FrΩ(x1, . . . .xn) è {x1, . . . , xn} ⊂
⊂ FrR(x1, . . . .xn) , ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ãîìîìîð�èçìû Ω-àëãåáð
FrΩ(x1, . . . .xn) → FrR(x1, . . . .xn) . Îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ ãîìîìîð�èçìîâ íà FOΩ(n)è áóäóò èñêîìûìè êîìïîíåíòàìè ψn ãîìîìîð�èçìà îïåðàä FOΩ → R , óäîâëåòâî-ðÿþùåãî òðåáóåìûì óñëîâèÿì.Â ñëåäóþùåé òåîðåìå (è â � 5) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèå ðàöèîíàëüíîéýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîáðàçèé, ââåäåííîå â [17℄. Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ìîæíîíàéòè â [18, ãë. 1℄.Èçâåòñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàäó EA ,ïîëàãàÿ êîìïîíåíòó EA(n) ðàâíîé ìíîæåñòâó âñåõ îòîáðàæåíèé èç An â A .Ýòî FSet-îïåðàäà (à çíà÷èò, åå ìîæíî ñ÷èòàòü îïåðàäîé íàä ëþáîé âåðáàëü-íîé êàòåãîðèåé W ). Ïóñòü R � íåêîòîðàÿ W -îïåðàäà. Õîðîøî èçâåñòíî (è ëåã-êî ïîêàçûâàåòñÿ), ÷òî çàäàíèå íà A ñòðóêòóðû R -àëãåáðû ðàâíîñèëüíî çàäàíèþãîìîìîð�èçìà W -îïåðàä R → EA .Ëåììà 4. Ìíîãîîáðàçèÿ Alg(FOΩ) è Alg(Ω) ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû.Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñâîáîäíûå FOΩ -àëãåáðû è ñâîáîäíûå Ω-àëãåáðû.



134 Ñ.Í. Ò�ÎÍÈÍÄîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî çàäàíèå íà àëãåáðå A ñòðóêòóðû Ω-àëãåáðû ðàâ-íîñèëüíî çàäàíèþ äëÿ âñåõ n > 0 îòîáðàæåíèé Ωn → EA(n) . Íî ïî îïðåäå-ëåíèþ ñâîáîäíîé WId-îïåðàäû ñ áàçèñîì Ω ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî çàäàíãîìîìîð�èçì W -îïåðàä FOΩ → EA . Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àëãåáðàìè èç Alg(Ω) è èç Alg(FOΩ) . Ïðîâåðêàòîãî, ÷òî ýòî èçîìîð�èçì êàòåãîðèé ñ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè, íå ïðåäñòàâëÿåòçàòðóäíåíèé. Óòâåðæäåíèå îá îòîæäåñòâëåíèè ñâîáîäíûõ àëãåáð ñëåäóåò èç [18,òåîðåìà 1.2.1, ñ. 27℄.Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû áóäåò èãðàòü â äàëüíåéøåì âàæíóþ òåõ-íè÷åñêóþ ðîëü. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî ñâîáîäíîé àëãåáðû FrΩ(X) ìû âñåãäàìîæåì áðàòü àëãåáðó FrFOΩ
(X) , êîòîðàÿ, êàê óæå âûÿñíèëîñü â � 2, èìååò âèä

∞∐

n=0

FOΩ(n) ×Xn.Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò FrΩ(X) äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèåâ âèäå (w, (x1, . . . , xk)) , ãäå w ∈ FOΩ(k) , x1, . . . , xk ∈ X . Îáîçíà÷àÿ (x1, . . . , xk)÷åðåç x , áóäåì çàïèñûâàòü ýòîò ýëåìåíò â âèäå wx , îïóñêàÿ ñêîáêè è çàïÿòûå.Ïîñòðîèì òåïåðü ñâîáîäíûå îïåðàäû íàä ïðîèçâîëüíûìè âåðáàëüíûìè êàòå-ãîðèÿìè. Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ îäíîé îáùåé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü W � íåêîòîðàÿâåðáàëüíàÿ êàòåãîðèÿ, R � íåêîòîðàÿ WId-îïåðàäà. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî RW =
= {RW (n)|n = 0, 1, 2, . . .} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RW (n) =
∐

m60

R(m) ×W ([m], [n]).Îïåðàäíàÿ êîìïîçèöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
(w, f)(w1, g1) . . . (wm, gm) = (wwf(1) . . . wf(k), (f

∗α)(gf(1) ⊔ · · · ⊔ gf(k))).Çäåñü w ∈ FOΩ(k) , wi ∈ FOΩ(ki) , f ∈ W ([k], [m]) , gi ∈ W ([ki], [ni]) , 1 ≤ i ≤ m ,
α = (n1, . . . , nm) . Ñòðóêòóðà W -îïåðàäû çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(w, f)g = (w, gf).Çäåñü w ∈ FOΩ(k) , f ∈ W ([k], [n]) , g ∈ W ([n], [m]) , gf � ñóïåðïîçèöèÿ â W ⊆
⊆ TSet .Äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ηn : R(n) → RW (n) , ñîïîñòàâëÿþ-ùåå ýëåìåíòó a ∈ R(n) ýëåìåíò (a, id) ∈ R(n) ×W ([n], [n]) . ×åðåç η : R → RWîáîçíà÷èì âñå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ηn .Òåîðåìà 5. Îïðåäåëåííîå âûøå ñåìåéñòâî RW ÿâëÿåòñÿ W -îïåðàäîé, à ñå-ìåéñòâî η � ãîìîìîð�èçìîì WId-îïåðàä. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùååóíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî. Äëÿ ëþáîé W -îïåðàäû O è ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîð�èçìà
WId-îïåðàä ξ : R → O ñóùåñòâóåò, ïðèòîì òîëüêî îäèí, ãîìîìîð�èçì W -îïå-ðàä ρ : RW → O òàêîé, ÷òî ξ = ρη .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêà ñâîéñòâ îïåðàäû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïèðà-åòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Òî, ÷òî íå ñëåäóåò èç ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà,óñòàíàâëèâàåòñÿ ëåãêî. Î÷åâèäíî, ÷òî η åñòü ãîìîìî�èçì WId-îïåðàä. �îìîìîð-�èçì ρ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè (w, f) ∈ R(k)×W ([k], [n]) ⊆ RW (n) , òî
ρn(w, f) = ξk(w)f . Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ρ � ãîìîìîð�èçì W -îïåðàä, îïèðàåòñÿ íàòå æå òîæäåñòâà, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3. Åäèíñòâåííîñòü ρ î÷åâèäíà.Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ áåç çàòðóäíåíèé.
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1) Îïåðàäà FOΩW ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé W -îïåðàäîé ñ áàçèñîì Ω .
2) Äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 îòîáðàçèì FOΩW (n) â àëãåáðó FrΩ(x1, . . . , xn) , ñîïî-ñòàâëÿÿ ýëåìåíòó (w, f) ñëîâî wxf(1) . . . xf(k) , ãäå w ∈ FOΩ(k) , è f : [k] → [n] �ìîð�èçì èç W . Åñëè ñ÷èòàòü ìíîæåñòâà F (n) = FrΩ(x1, . . . , xn) êîìïîíåíòàìè

FSet-îïåðàäû F , ïîñòðîåííîé â [4℄ ïî ñåìåéñòâó âñåõ ñâîáîäíûõ àëãåáð ìíîãîîá-ðàçèÿ Alg(Ω) ñ êîíå÷íûìè áàçèñàìè {x1, . . . , xn} , è ðàññìîòðåòü ýòó îïåðàäó êàê
W -îïåðàäó (÷òî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ W ⊆ FSet), òî îïèñàííîå âûøå ñåìåéñòâîîòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìðî�èçìîì W -îïåðàä FOΩW → F .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîáîäíîñòü FOΩW åñòü �îðìàëüíîå ñëåäñòâèå óíèâåð-ñàëüíîãî ñâîéñòâà FOΩ â êëàññå WId-îïåðàä è ïðåäûäóùåé òåîðåìû.Îòîáðàçèì FOΩW (n) â F (n) = FrΩ(x1, . . . , xn) îïèñàííûì â ïóíêòå 2) ñïîñî-áîì:

(w, f) 7→ h(w, f) = wxf(1) . . . xf(k) = w(xf(1), . . . , xf(k)).Èíúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíà. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ñåìåé-ñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì W -îïåðàä. Ýòî îñóùåñòâëÿåò-ñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, èñïîëüçóþùåé ÿâíûé âèä îïåðàäíîé êîìïîçèöèè,îïèñàííîé â [3℄.Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîáîäíóþ W -îïåðàäó FOΩW ÷åðåç FOΩ,W .Òåîðåìà 7. Ìíîãîîáðàçèÿ Alg(FOΩ,W ) è Alg(Ω) ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû.Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñâîáîäíûå FOΩ,W -àëãåáðû è ñâîáîäíûå
Ω-àëãåáðû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ëåì-ìû 4. Îïåðàäó EA ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê W -îïåðàäó äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåð-áàëüíîé êàòåãîðèè W , è çàäàíèå ñòðóêòóðû R -àëãåáðû íàä W -îïåðàäîé R ðàâ-íîñèëüíî çàäàíèþ ãîìîìîð�èçìà W -îïåðàä R → EA . Åñëè R = FOΩ,W , òî ïîîïðåäåëåíèþ ñâîáîäíîé W -îïåðàäû ñ áàçèñîì Ω ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî çàäàíîîòîáðàæåíèå Ωn → EA(n) äëÿ âñåõ n . Òàê óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîåñîîòâåòñòâèå ìåæäó àëãåáðàìè èç Alg(Ω) è èç Alg(FOΩ,W ) . Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîíà ñàìîì äåëå ýòî èçîìîð�èçì êàòåãîðèé ñ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Óòâåðæäå-íèå îá îòîæäåñòâëåíèè ñâîáîäíûõ àëãåáð ñ ëþáûìè áàçèñàìè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì�àêòà ðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè [18, òåîðåìà 1.2.1, ñ. 27℄.Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíóþ Ω-àëãåáðó FrΩ(X) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñâîáîä-íîé FOΩ,W -àëãåáðîé ñ áàçèñîì X , êîòîðàÿ óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýòî �àê-òîðàëãåáðà àëãåáðû ∐

m>0

FOΩ,W (m) ×Xmïî êîíãðóýíöèè, ïîðîæäåííîé âñåìè ïàðàìè ((rf, x1 . . . xm), (r, xf(1) . . . xf(k))) .Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî r ∈ FOΩ,W (k) , f ∈ W ([k], [m]) . Êàê óæå îòìå÷àëîñüâ � 2, èç ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî FrFOΩ,W
(X) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèç-âåäåíèåì �óíêòîðîâ [n] 7→ FOΩ,W (n) (êîíòðàâàðèàíòíûé �óíêòîð W op → Set)è [n] 7→ Xn (êîâàðèàíòíûé �óíêòîð W op → Set).Êðîìå òîãî, èç îòîæäåñòâëåíèÿ FrΩ(X) è FrFOΩ,W

(X) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû
FrΩ(X) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå wx (îòîæäåñòâëÿÿ ïàðó (w, x) ñî ñòðîêîé wx),ãäå w ∈ FOΩ,W (m) , x = x1 . . . xm , ýëåìåíòû x1, . . . , xm ∈ X íå îáÿçàòåëüíî ðàç-ëè÷íû. Óòâåðæäàòü, ÷òî òàêàÿ çàïèñü â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè W åäèí-ñòâåííà, íåëüçÿ, íî åñëè w = (ω, f) , ãäå ω ∈ FOΩ(k) , f ∈ W (k,m) (òàêîå ïðåä-ñòàâëåíèå ïî òåîðåìå 5 îäíîçíà÷íî), òî wx = ω(xf) = ωxf(1) . . . xf(k) , è ïîñëåäíÿÿ�îðìà çàïèñè îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.
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V � êîíãðóýíöèÿ îïåðàäû. Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, òî

FrR(X) ∼= FrΩ(X)/V (X),ãäå V (X) � âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ êîíãðóýíöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü êàê ìíî-æåñòâî ïàð âèäà (u1x, u2x) , ãäå (u1, u2) ∈ V (k) äëÿ íåêîòîðîãî k , x = x1 . . . xk ,
x1, . . . , xk ∈ X (âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè).Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ òåîðåìû îçíà÷àþò, ÷òî èìååò ìåñòî äèàãðàììà,îïðåäåëÿþùàÿ R êàê êîóðàâíèòåëü:

V ⇉ FOΩ,W → R. (9)Âñå îáúåêòû ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè �óíêòîðàìè èç êàòå-ãîðèè W op â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ, à ñòðåëêè � åñòåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.Íàïîìíèì, ÷òî â � 2 áûë îïðåäåëåí êîâàðèàíòíûé �óíêòîð T (X) èç W op â êàòåãî-ðèþ ìíîæåñòâ, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó [n] 7→ Xn . Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèìñÿâ ñèòóàöèè, êîãäà îïðåäåëåíî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå �óíêòîðîâ [15℄, à ïîñêîëüêóòåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü �óíêòîð, îáëàäàþùèé ñîïðÿæåííûì ñïðàâà �óíêòî-ðîì (ñì. [15, òåîðåìà 1℄, [16, Chapter VII, � 2, Theorem 1℄), òî ïîñëå òåíçîðíîãî óìíî-æåíèÿ (9) íà T (X) ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ êîóðàâíèòåëü ïàðû ìîð�èçìîâ. Ïðè ýòîì, êàêóæå èçâåñòíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R⊗ T (X) = FrR(X) , FOΩ,W ⊗ T (X) = FrΩ(X) .×òî êàñàåòñÿ ñòðåëîê V ⇉ FOΩ,W , òî ýòî ñóïåðïîçèöèè âëîæåíèÿ V ⊆ FOΩ,W ×
×FOΩ,W è ïðîåêöèé FOΩ,W ×FOΩ,W → FOΩ,W . Ïîñëå òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà
T (X) ïîëó÷àþòñÿ ñòðåëêè V ⊗T (X) ⇉ FOΩ,W ⊗T (X) ∼= FrΩ(X) , ÷òî äàåò îòîáðà-æåíèå V ⊗ T (X) → FrΩ(X) × FrΩ(X) . Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç
V (X) . Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êîóðàâíèòåëü ïàðû ñòðåëîê V ⊗T (X) ⇉ FOΩ,W ⊗T (X)èçîìîð�åí êîóðàâíèòåëþ ïàðû ñòðåëîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü ñóïåðïîçèöèÿâëîæåíèÿ V (X) ⊆ FrΩ(X)×FrΩ(X) è îäíîé èç ïðîåêöèé íà ñîìíîæèòåëè: FrΩ(X)×
× FrΩ(X) → FrΩ(X) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî FrR(X) ∼= FrΩ(X)/V (X) .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñïîìèíàÿ ÿâíûé âèä òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ T (X) íàñòðåëêè V ⇉ FOΩ,W , à òàêæå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èçîìîð�èçìà FOΩ,W ⊗ T (X) =
= FrFOΩ,W

(X) ∼= FrΩ(X) , íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî V (X) ñîñòîèò èç âñåõ ïàð âèäà
(u1x, u2x) , ãäå (u1, u2) ∈ I(k) äëÿ íåêîòîðîãî k , è x = x1 . . . xk , ïðè÷åì x1, . . . , xkïðîáåãàþò âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç X .Ïîêàæåì, ÷òî êîíãðóýíöèÿ V (X) âïîëíå èíâàðèàíòíà. �àññìîòðèì ïðîèç-âîëüíûé ãîìîìîð�èçì Ω-àëãåáð h : FrΩ(X) → FrΩ(X) , è ïóñòü h(xj) = aj ,
1 ≤ j ≤ k . Ýëåìåíòû aj ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå aj = vjxj , ãäå vj ∈
∈ FOΩ,W (nj) , xj = xj,1 . . . xj,nj

, xj,l ∈ X . Òîãäà h(uix1 . . . xk) = uih(x1) . . . h(xk) =
= (uiv1 . . . vk)x1 . . . xk . ßñíî, ÷òî (u1v1 . . . vk, u2v1 . . . vk) ∈ V (n1 + · · · + nk) , è ïî-ýòîìó (h(u1x), h(u2x)) ∈ V (X) . Áîëåå òîãî, òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñ-ëè Y � äðóãîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áàçèñ ñâîáîäíîé àëãåáðû,è h : FrΩ(X) → FrΩ(Y ) � íåêîòîðûé ãîìîìîð�èçì Ω-àëãåáð, òî (h × h)(V (X)) ⊆
⊆ V (Y ) .�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïàðû âèäà (u1x, u2x) , ãäå u1, u2 ∈ FOΩ,W (n) , x =
= x1 . . . xn . Åñëè ui = (wi, fi) , ãäå wi ∈ FOΩ(mi) , fi ∈ W ([mi], [n]) . Êàê óæåîòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, êàæäûé ýëåìåíò uix ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
wi(xfi) = wixfi(1) . . . xfi(mi) , i = 1, 2 .Îïðåäåëåíèå 3. Ýëåìåíò èç FrΩ(X)2 áóäåò íàçûâàòüñÿ W -ïàðîé, åñëè îíèìååò âèä (w1(xf1), w2(xf2)) , ãäå wi ∈ FOΩ(mi) , fi ∈ W ([mi], [n]) , i = 1, 2 ,
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x = x1 . . . xn , è âñå x1, . . . , xn ∈ X ðàçëè÷íû. Â ñëó÷àå, åñëè W -ïàðà � òîæ-äåñòâî êàêîé-ëèáî àëãåáðû, èëè êàêîãî-òî ìíîãîîáðàçèÿ, áóäåì íàçûâàòü åå W -òîæäåñòâîì.Òåîðåìà 9. Ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì ìåæäó ðåøåòêîé êîíãðóýíöèé ñâîáîä-íîé W -îïåðàäû FOΩ,W è ïîäðåøåòêîé ðåøåòêè âïîëíå èíâàðèàíòíûõ êîíãðóýí-öèé ñâîáîäíîé Ω-àëãåáðû FrΩ(X) ñî ñ÷åòíûì áàçèñîì X , ñîñòîÿùåé èç êîíãðó-ýíöèé, ïîðîæäåííûõ W -ïàðàìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìûé èçîìîð�èçì � ýòî ñîîòâåòñòâèå V 7→ V (X) = Ṽ ,ïîñòðîåííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8. Îòìåòèì, ÷òî V (X) ïîðîæäàåòñÿ W -ïàðàìè, ïîñêîëüêó ëþáîé ýëåìåíò (u1x, u2x) ∈ V (X) , ãäå (u1, u2) ∈ V (k) , è x =
= xj1 . . . xjk

� ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà èç ýëåìåíòîâ X , ìîæíî ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîìïîäñòàíîâêè â W -ïàðó (u1x1 . . . xk, u2x1 . . . xk) ýëåìåíòîâ xji
âìåñòî ñîîòâåòñòâó-þùèõ xi . Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî V (X) ïîðîæäàåòñÿ W -ïàðàìè êàêâïîëíå èíâàðèàíòíàÿ êîíãðóýíöèÿ.Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå áóäåì ñòðîèòü, ïðåäïîëàãàÿ, êàê è â òåîðåìå 6, ÷òîêîìïîíåíòû FOΩ,W (k) ñâîáîäíîé W -îïåðàäû ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäìíîæåñòâàìè

FrΩ(x1, . . . , xk) , êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäàëãåáðàìè FrΩ(X) ,ãäå X =
⋃

k>0

{x1, . . . , xk} .Èòàê, ïóñòü äàíà âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ êîíãðóýíöèÿ U ⊆ FrΩ(X)×FrΩ(X) . �àñ-ñìîòðèì ìíîæåñòâî Pw âñåõ W -ïàð (ω(xf), µ(xg)) ∈ U , ãäå â x = xi1 . . . xin
âñå

xi1 , . . . , xin
ðàçëè÷íû, ω ∈ FOΩ(k) , µ ∈ FOΩ(l) , f ∈W ([k], [n]) , g ∈W ([l], [n]) äëÿíåêîòîðîãî n = 0, 1, 2, . . .. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ V = Û , V = {V (n) | n =

= 0, 1, . . .} , ïîëàãàÿ V (n) = {((ω, f), (µ, g)) ∈ FOΩ,W (n)2 | (ω(xf), µ(xg)) ∈
∈ Pw äëÿ íåêîòîðîãî x} . Ïîêàæåì, ÷òî V åñòü êîíãðóýíöèÿ â îïåðàäå FOΩ,W .Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî âûáîð x äëÿ ïàðû (ω, µ) ïðîèçâîëåí, â òîì ñìûñëå, ÷òîâìåñòî x = xi1 . . . xin

ìîæíî âçÿòü ëþáîå äðóãîå ñëîâî x′ = xj1 . . . xjn
ñ óñëîâè-åì, ÷òî âñå xj1 , . . . , xjn

� ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû X . Ýòî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòèêîíãðóýíöèè U : ñîîòâåòñòâèå xik
7→ xjk

, 1 ≤ k ≤ n , ïðîäîëæàåòñÿ äî ýíäîìîð�èç-ìà FrΩ(X) , à çàòåì äî ýíäîìîð�èçìà FrΩ(X) × FrΩ(X) , îòîáðàæàþùåãî U â U ,à ïàðó (ω(xf), µ(xg)) � â ïàðó (ω(x′f), µ(x′g)) . Î÷åâèäíî, ÷òî âñå V (n) áóäóò îòíî-øåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü ((ω, f), (µ, g)) ∈ V (m) , ((ωi, hi), (µi, ti)) ∈ V (ni) ,
1 ≤ i ≤ m . Ïîêàæåì, ÷òî ((ωω1 . . . ωm, fh1 . . . hm), (µµ1 . . . µm, gt1 . . . tm)) ∈ V (n1 +
+· · ·+nm) . Âûáåðåì x1, . . . , xm � ñëîâà â àë�àâèòå X òàê, ÷òî (ωi(xihi), µi(xiti)) ∈
∈ Pw , 1 ≤ i ≤ m , è â xi , xj íåò îáùèõ ñèìâîëîâ äëÿ âñåõ i 6= j . Ýòî ìîæíî ñäåëàòüââèäó ñ÷åòíîñòè X . Ïîñêîëüêó U � ïîäàëãåáðà FOΩ,W -àëãåáðû FrΩ(X)×FrΩ(X) ,òî äëÿ ëþáîãî (ω, f) ∈ FOΩ,W (m) è ëþáûõ (ωixi, µixi) ∈ Pw , 1 ≤ i ≤ m , ïîëó÷èìýëåìåíò èç U :

(ωf)((ω1, h1)x1, (µ1, t1)x1) . . . ((ωm, hm)xm, (µm, tm)xm) =

= (((ω, f)(ω1, f1) . . . (ωm, fm))x1 . . . xm, ((ω, f)(µ1, t1) . . . (µm, tm))x1 . . . xm) =

= ((ωωf(1) . . . ωf(k), (f
∗α)(hf(1) ⊔ · · · ⊔ hf(k)))x1 . . . xm,

(ωµf(1) . . . µf(k), (f
∗β)(tf(1) ⊔ · · · ⊔ tf(k)))x1 . . . xm) =

= ((ωωf(1) . . . ωf(k), fh1 . . . hm)x1 . . . xm, (ωµf(1) . . . µf(k), f t1 . . . tm)x1 . . . xm).Ââèäó âûáîðà xi ýòîò ýëåìåíò äîëæåí ïðèíàäëåæàòü Pw . Òàêèì îáðàçîì,
((ωωf(1) . . . ωf(k), fh1 . . . hm), (ωµf(1) . . . µf(k), f t1 . . . tm)) ∈ V (n1 + · · · + nm).Ïóñòü x = xs1 . . . xsk

� ñëîâî â àë�àâèòå X òàêîå, ÷òî âñå xsj
ðàçëè÷íû è xíå èìååò îáùèõ ñèìâîëîâ íè ñ îäíèì èç xi , 1 ≤ i ≤ m . Òîãäà ((ω, f)x, (µ, g)x) ∈

∈ Pw ⊂ U . �àññìîòðèì ýíäîìîð�èçì FrΩ(X) , îòîáðàæàþùèé xsj
â (µj , tj)xj ,
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1 ≤ j ≤ m . Òîãäà ((ω, f)x, (µ, g)x) îòîáðàæàåòñÿ â ýëåìåíò U , èìåþùèé âèä

(ω, f)((µ1, t1)x1) . . . ((µm, tm)xm), (µ, g)((µ1, t1)x1) . . . ((µm, tm)xm)) =

= ((ωµf(1) . . . µf(k), f t1 . . . tm)x1 . . . xm, (µµg(1) . . . µg(l), gt1 . . . tm)x1 . . . xm).Òàê êàê ïîëó÷åííûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò Pw , òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
((ωµf(1) . . . µf(k), f t1 . . . tm), (µµg(1) . . . µg(l), gt1 . . . tm)) ∈ V (n1 + · · · + nm).Íî ïîñêîëüêó V (n1 + · · ·+ nm) åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëó÷àåì òðåáó-åìîå âêëþ÷åíèå:
((ωωf(1) . . . ωf(k), fh1 . . . hm), (µµg(1) . . . µg(l), gt1 . . . tm)) ∈ V (n1 + · · · + nm)Èç èíâàðèàíòíîñòè êîíãðóýíöèè U ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå [n] → V (n)åñòü êîíòðàâàðèàíòíûé �óíêòîð èç W op â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ. Ïðîâåðèì ýòî.Åñëè ((ω, f), (µ, g)) ∈ V (m) , ãäå ω ∈ FOΩ(k) , f ∈ W ([k], [m]) , µ ∈ FOΩ(l) , g ∈

∈ W ([l], [m]) , òî äëÿ ñòðîêè x = x1 . . . xm ýëåìåíò
((ω, f)x, (µ, g)x) = (ωxf(1) . . . xf(k), µxg(1) . . . xg(k))ïðèíàäëåæèò Pw ⊂ U . Åñëè h ∈ W ([m], [n]) , òî ïîëàãàåì ((ω, f), (µ, g))h =

= ((ω, hf), (µ, hg)) . Ýëåìåíòû (ω, hf)x1 . . . xn è (µ, hg)x1 . . . xn ñóòü îáðàçû ýëå-ìåíòîâ (ω, f)x1 . . . xm è (µ, g)x1 . . . xm ñîîòâåòñòâåííî ïðè ýíäîìîð�èçìå FrΩ(X) ,îòîáðàæàþùåì xj â xh(j) , 1 ≤ j ≤ m (îñòàëüíûå èêñû îòîáðàæàþòñÿ ïðî-èçâîëüíûì îáðàçîì). Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïîëíîé èíâàðèàíòíîñòè U ïàðà
((ω, hf)x1 . . . xn, (µ, hg)x1 . . . xn) ïðèíàäëåæèò U . Òàê êàê ýòî W -ïàðà, òî ïî îïðå-äåëåíèþ V ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå ((ω, hf), (µ, hg)) ∈ V (n) . Ïîýòîìó V = Û åñòü
W -ïîäîïåðàäà W -îïåðàäû FOΩ,W × FOΩ,W .Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå U 7→ Û = V ñîõðàíÿåò âêëþ÷åíèÿ èïðîèçâîëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ.Ïîêàæåì âçàèìíóþ îáðàòíîñòü ñîîòâåòñòâèé U 7→ Û è V → Ṽ . Â îäíó ñòîðîíóýòî î÷åâèäíî: W -ïàðû èç Ṽ ïðèâîäÿò âíîâü ê îïåðàäå V . Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè
V = Û , òî U = Ṽ . Î÷åâèäíî, ÷òî Ṽ ⊆ U . ×òîáû ïîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, èñ-ïîëüçóåì óñëîâèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó U ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì Pw êàê âïîëíåèíâàðèàíòíàÿ êîíãðóýíöèÿ. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî U ⊆ FrΩ(X) × FrΩ(X)åñòü FOΩ,W -ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ðåçóëü-òàòàìè ïîäñòàíîâîê â ýëåìåíòû èç Pw ïðîèçâîëüíûõ Ω-ñëîâ âìåñòî ýëåìåíòîâìíîæåñòâà X , ïðè÷åì âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ â äàííûé ýëåìåíò Pw îäíîãî èòîãî æå x ∈ X ïîäñòàâëÿåòñÿ îäíî è òî æå ñëîâî. Ââèäó ýòîãî ïðîèçâîëüíûé ýëå-ìåíò (z1, z2) ∈ U ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (ω, f)(p′1, p

′′
1) . . . (p′m, p

′′
m) , ãäå ω ∈ FOΣ(k) ,

f ∈W ([k], [m]) , à êàæäàÿ ïàðà (p′i, p
′′
i ) ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîãî ýëåìåíòà Pw îïè-ñàííîé âûøå ïîäñòàíîâêîé. Âûïîëíèâ ýòó ïîäñòàíîâêó, è ïðîèçâåäÿ íåîáõîäèìûåïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé (p′i, p

′′
i ) åñòü ýëåìåíò ((q′i, h

′
i)xi, (q

′′
i , h

′′
i )xi) ,ãäå ((q′i, h

′
i), (q

′′
i , h

′′
i )) ∈ V = Û . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò U ìîæíîçàïèñàòü â âèäå:

(ω, f)((q′1, h
′
1)x1, (q

′′
1 , h

′′
1)x1) . . . ((q

′
m, h

′
m)xm, (q

′′
m, h

′′
m)xm) = (t1, t2). (10)Çäåñü

t1 = (ωq′f(1) . . . q
′
f(m), fh

′
1 . . . h

′
m)x1 . . . xm,

t2 = (ωq′′f(1) . . . q
′′
f(m), fh

′′
1 . . . h

′′
m)x1 . . . xm.



ÂÅ�ÁÀËÜÍÛÅ ÊÀÒÅ�Î�ÈÈ È ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ 139Ýëåìåíò (t1, t2) ïðèíàäëåæèò V . ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âûáåðåì äëÿêàæäîé ïàðû ((q′i, h
′
i), (q

′′
i , h

′′
i ) ñëîâî yi â àë�àâèòå X òàêèì îáðàçîì, ÷òî

((q′i, h
′
i)yi, (q

′′
i , h

′′
i )yi) ∈ Pw , ïðè÷åì â yi è yj íåò îáùèõ ñèìâîëîâ ïðè âñåõ i 6= j .Ïîñêîëüêó U ÿâëÿåòñÿ FOΩ,W -àëãåáðîé, êîìïîçèöèÿ

(ω, f)((q′1, h
′
1)y1, (q

′′
1 , h

′′
1)y1) . . . ((q

′
m, h

′
m)ym, (q

′′
m, h

′′
m)ym) =

= ((ωq′f(1) . . . q
′
f(m), fh

′
1 . . . h

′
m)y1 . . . ym, (ωq

′′
f(1) . . . q

′′
f(m), fh

′′
1 . . . h

′′
m)y1 . . . ym)ïðèíàäëåæèò U è, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò òàêæå è Pw . Âîçâðàùàÿñü ê ýëåìåíòó(10), çàêëþ÷àåì, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò Ṽ . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî âêëþ÷åíèå U ⊆

⊆ Ṽ , îòêóäà ñëåäóåò U = Ṽ =
˜̂
U .Èòàê, ïîëó÷åíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê, ìåæ-äó äâóìÿ ðåøåòêàìè, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå U 7→ Û ñîõðàíÿåò ïðîèçâîëüíûå ïåðå-ñå÷åíèÿ. Íî òàê êàê òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ýëåìåíòîâ U1 è U2 â ðàññìàòðèâàåìûõðåøåòêàõ åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ U òàêèõ, ÷òî U1, U2 ⊆ U , òî èìååò ìåñòî èçîìîð-�èçì ðåøåòîê.Ïóñòü R � íåêîòîðàÿ W -îïåðàäà. Âûáåðåì â íåé ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îá-ðàçóþùèõ Ω (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Ω ∩ R(n) = Ωn ). Òîãäà îïåðàäó R ìîæíî ñ÷èòàòü�àêòîðîïåðàäîé ñâîáîäíîé îïåðàäû F = FOΩ,W ñ áàçèñîì Ω ïî íåêîòîðîé êîí-ãðóýíöèè V .Òåîðåìà 10. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîãîîáðàçèå R-àëãåáð

Alg(RW ) ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî ìíîãîîáðàçèþ Ω-àëãåáð, îïðåäåëÿåìîìó ñå-ìåéñòâîì òîæäåñòâ âèäà (ω1, f1)x = (ω2, f2)x , ãäå ((ω1, f1), (ω2, f2)) ∈ V (n) ïðî-áåãàþò íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îáðàçóþùèõ êîíãðóýíöèè V , à â ñòðîêå x = x1 . . . xnâñå ïåðåìåííûå ðàçëè÷íû.Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î âïîëíå èíâàðèàíòíîé êîíãðóýíöèè Ṽ = V (X) èç òåî-ðåì 8 è 9.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ íà �àêòîðîïåðàäó π :
F → R , è ïóñòü V � åå ÿäðî. Èíûìè ñëîâàìè, V = {V (n)|n ≥ 0} , V (n) = {(z1, z2) ∈
∈ F (n)× F (n)|πn(z1) = πn(z2)} äëÿ âñåõ n . Ýòà ïðîåêöèÿ èíäóöèðóåò âïîëíå óíè-âàëåíòíûé �óíêòîð Alg(RW ) → Alg(FW ) , ïðè÷åì ìíîãîîáðàçèå Alg(FW ) ìîæíîîòîæäåñòâèòü ñ Alg(Ω) . Äåéñòâèå �óíêòîðà ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ñòðóêòóðà RW -àëãåáðû íà A îïðåäåëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì W -îïåðàä R → EA ,à ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóþùåé F -àëãåáðû çàäàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ýòîãî ãîìîìîð-�èçìà ñ ãîìîìîð�èçìîì π . Ââèäó òîãî, ÷òî Ω � ýòî áàçèñ F , òàêîé ãîìîìîð�èçìîïåðàä F → EA îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ω → EA (à òî÷íåå, ñåìåé-ñòâîì îòîáðàæåíèé Ωn → EA(n) äëÿ âñåõ n). Îáðàçîì ýòîãî �óíêòîðà è ÿâëÿåòñÿòî ìíîãîîáðàçèå, äëÿ êîòîðîãî íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâàìèèç Ṽ .Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ Ω-àëãåáðà è ΘA(X) ⊆ FrΩ(X)×FrΩ(X) � ñîîòâåòñòâóþùàÿåé âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ êîíãðóýíöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ñ÷åòíî. Òîãäà ÿäðîìñîîòâåòñòâóþùåãî ñòðóêòóðå A ãîìîìîð�èçìà F → EA áóäåò (â îáîçíà÷åíèÿõäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9) êîíãðóýíöèÿ Θ̂A(X) . Àëãåáðà A áóäåò ïðèíàäëåæàòüìíîãîîáðàçèþ Alg(R) (âëîæåííîìó â Alg(Ω) îïèñàííûì âûøå îáðàçîì) òîãäà èòîëüêî òîãäà, åñëè V ⊆ Θ̂A(X) .Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå Ω-àëãåáð, îïðåäåëÿåìîå âïîëíå èíâàðèàíòíîé êîíãðóýíöèåé Ṽ . Â îáîçíà÷åíèÿõ � 2áóäåì èìåòü

ΘM (X) = Ṽ =
⋂

A∈M

ΘA(X),
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V = Θ̂M (X) =

⋂

A∈M

Θ̂A(X).Ïîýòîìó
A ∈ AlgZ(R) ⇐⇒ V ⊆ Θ̂A(X) ⇐⇒ A ∈M.Òåîðåìà 11. Åñëè R åñòü W -îïåðàäà, òî ìíîãîîáðàçèå Alg(RW ) îïðåäåëÿ-åòñÿ W -òîæäåñòâàìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðå-ìû. Åñëè ïðåäñòàâèòü R â âèäå FOΩ,W /V , òî FrR(X) ∼= FrΩ(X)/V (X) . Åñëè X �ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ìíîãîîáðàçèå Alg(R) îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâàìè èç V (X) ,à ýòà êîíãðóýíöèÿ ïîðîæäàåòñÿ W -ïàðàìè.Òåîðåìà 12. Åñëè ìíîãîîáðàçèå Ω-àëãåáð M îïðåäåëÿåòñÿ W -òîæäåñòâàìè,òî îíî ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî ìíîãîîáðàçèþ âèäà Alg(RW ) , ãäå R åñòü W -îïåðàäà.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî M ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ñâîáîä-íîé àëãåáðîé FrM (X) ñî ñ÷åòíûì áàçèñîì X . Ïîñêîëüêó ýòî àëãåáðà èç Alg(Ω) ,åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå FrΩ(X)/J , ãäå J � âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ êîíãðó-ýíöèÿ. Ïî óñëîâèþ ýòà êîíãðóýíöèÿ ïîðîæäàåòñÿ W -òîæäåñòâàìè, à çíà÷èò, ïîòåîðåìå 9 îíà èìååò âèä V (X) , ãäå V åñòü êîíãðóýíöèÿ â ñâîáîäíîé W -îïåðàäå

FOΩ,W . �àññìîòðèì W -îïåðàäó R = FOΩ,W /V . Âû÷èñëÿÿ ñâîáîäíóþ àëãåáðó
FrR(X) ìíîãîîáðàçèÿ Alg(RW ) òî÷íî òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû 8, ïîëó÷àåì FrR(X) ∼= FrΩ(X)/V (X) . Òàêèì îáðàçîì, FrR(X) ∼= FrM (X)êàê Ω-àëãåáðû. Íî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.1 èç [18℄ îòñþäà ñëåäóåò ðàöèîíàëüíàÿýêâèâàëåíòíîñòü M è Alg(R) .Çàìå÷àíèå 3. Ïîëàãàÿ W = FSet , âèäèì, ÷òî FSet-òîæäåñòâà � ýòî âñå âîç-ìîæíûå òîæäåñòâà â óíèâåðñàëüíûõ àëãåáðàõ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ìíîãîîáðàçèåóíèâåðñàëüíûõ àëãåáð ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî ìíîãîîáðàçèþ âèäà Alg(RFSet) ,ãäå R � íåêîòîðàÿ FSet-îïåðàäà. �àíåå ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí â ìíîãî-ñîðòíîì ñëó÷àå â [4℄. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ìíîãîñîðòíûå àíàëîãè ðå-çóëüòàòîâ � 5 òàêæå ñïðàâåäëèâû. Â ñëó÷àå W = Σ ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðà�àýêâèâàëåíòíû ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [2℄ äëÿ ñëó÷àÿ Z -àëãåáð, ãäå Z � òðèâèàëüíàÿêîììóòàòèâíàÿ îïåðàäà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 10-01-00431à)è ãðàíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-5383.2012.1.SummaryS.N. Tronin. Verbal Categories and Identities of Universal Algebras.We give a 
hara
terization of varieties of universal algebras whi
h are rationally equivalentto varieties of algebras over operads over arbitrary verbal 
ategories.Key words: verbal 
ategory, operad, variety of algebras, rational equivalen
e, free algebra,free operad.
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