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ÓÄÊ 519.63 ÄÂÓÕÑÅÒÎ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÑËÎßÌÈÍÀ ÑÅÒÊÅ ØÈØÊÈÍÀÑ.Â. ÒèõîâñêàÿÀííîòàöèÿ�àññìîòðåíî ëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ðåãóëÿðíûì è ïàðàáîëè÷åñêèìè ïî-ãðàíè÷íûìè ñëîÿìè. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíà ñõåìà íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé íàñåòêå Øèøêèíà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè, ðàâíîìåðíîé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.Èññëåäîâàí âîïðîñ óìåíüøåíèÿ íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äëÿðåàëèçàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû íà îñíîâå äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà. Èññëåäîâàí ìåòîä �è÷àðä-ñîíà äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñèíãóëÿðíîå âîçìóùåíèå, ñåòêà Øèø-êèíà, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, èòåðàöèîííûé ìåòîä, äâóõñåòî÷íûé ìåòîä, ýêñòðàïîëÿöèÿ �è-÷àðäñîíà. ÂâåäåíèåÈçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è ñ ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìèðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà ñãóùåíèåì ñåòêèâ ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ [1℄. �àçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïÿòèòî÷å÷íîé è ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îáû÷íî ðåøàåòñÿ íà îñíîâå èòåðàöèé.Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìîæíî óìåíüøèòü, ïðèìåíÿÿ äâóõñåòî÷íûé ìåòîä, êîãäàêðàåâàÿ çàäà÷à ïðåäâàðèòåëüíî ðåøàåòñÿ íà áîëåå ðåäêîé âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêåñ ïîñëåäóþùåé èíòåðïîëÿöèåé íàéäåííîãî ðåøåíèÿ íà èñõîäíóþ ñåòêó. Íàéäåííîåíà îñíîâå èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íîå ðåøåíèå äàëåå ïðèíèìàåòñÿ çà íà÷àëüíîå ïðè-áëèæåíèå äëÿ èòåðàöèé íà èñõîäíîé ñåòêå, ÷òî è ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëààðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé.Â ðàáîòå èññëåäîâàí äâóõñåòî÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿñ ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè íà ñåòêå Øèøêèíà [2, 3℄. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõñå-òî÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû èçâåñòíî íà äâóõ ñåòêàõ, ïîýòîìóìîæíî ïðèìåíèòü ýêñòðàïîëÿöèþ �è÷àðäñîíà äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàçíîñò-íîé ñõåìû. 1. Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

εuxx + εuyy + a(x)ux − c(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ Γ,
(1)ãäå Ω = (0, 1) × (0, 1) , Γ = Ω \ Ω , a , c , f , g � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè,

a(x) > α, c(x, y) > 0, ε > 0. (2)



50 Ñ.Â. ÒÈÕÎÂÑÊÀßÈçâåñòíî [2℄, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2) ðåøåíèå çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-íîìåðíî îãðàíè÷åííûì è èìååò ðåãóëÿðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé ó ãðàíèöû x = 0 èïàðàáîëè÷åñêèå ïîãðàíè÷íûå ñëîè ó ãðàíèö y = 0 , y = 1 .Çàäàäèì â îáëàñòè Ω êóñî÷íî-ðàâíîìåðíóþ ñåòêó [2℄:
ΩN,σN

= {(xi, yj), i, j = 0, 1, . . . , N, hi = xi − xi−1, τj = yj − yj−1},ãäå
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(3)Íà çàäàííîé ñåòêå ΩN,σN
âûïèøåì ñõåìó ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè:
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i,j = f(xi, yj), (xi, yj) ∈ ΩN,σN

, (4)
uN

i,j = g(xi, yj), (xi, yj) ∈ ΓN,σN
= Γ ∩ ΩN,σN

.Îïðåäåëèì íîðìó íåïðåðûâíîé �óíêöèè z è íîðìó ñåòî÷íîé �óíêöèè zN ñî-îòâåòñòâåííî:
‖z‖ = max

(x,y)∈Ω
|z(x, y)|, ‖zN‖N = max

i,j
|zN

i,j |.Ïóñòü [u]ΩN,σN
� ïðîåêöèÿ �óíêöèè íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà u(x, y) íà ñåòêó

ΩN,σN
.Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ñõåìû (4) ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [2, 4℄

‖uN − [u]ΩN,σN
‖N 6 C1∆N , ∆N = lnN/N, (5)ãäå ïîä Ci ïîíèìàåì ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε è N .�àçíîñòíóþ ñõåìó (4) çàïèøåì â îáùåì âèäå
LNuN = fN . (6)Ñõåìó (4) ìîæíî ðàçðåøèòü íà îñíîâå èòåðàöèé

u(m+1) = G(u(m)), (7)ãäå u(0) çàäàíî. Ìàòðèöà ñèñòåìû (6) ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñõîäèìîñòü ìíîãèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ [5, 6℄. Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6)ïðèìåíÿåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñõîäèìîñòèèòåðàöèé
‖u(m+1) − uN‖N 6 qN‖u(m) − uN‖N , qN < 1. (8)



ÄÂÓÕÑÅÒÎ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß. . . 51×òîáû èòåðàöèîííàÿ ïîãðåøíîñòü íå äîìèíèðîâàëà íàä ïîãðåøíîñòüþ ðàçíîñò-íîé ñõåìû, èòåðàöèè íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå
‖u(m) − uN‖N 6 ∆N . (9)Ïóñòü
δN = ‖u(0) − uN‖N ,òîãäà, ó÷èòûâàÿ (8), íåñëîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ (9) ïîòðåáóåòñÿ

MN ≈ dN2 logqN
(∆N/δN ) (10)àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè îäíîé èòåðàöèèíåîáõîäèìî âûïîëíèòü dN2 àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé (ïðîïîðöèîíàëüíîå ÷èñëóíåèçâåñòíûõ).Òåïåðü ðàññìîòðèì äâóõñåòî÷íûé ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîéñõåìû (4). Ââåä¼ì ñåòêó Ωn,σN

òàêóþ æå ïî ñòðóêòóðå, êàê ΩN,σN
, òîëüêî ñ íà-ìíîãî ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì óçëîâ n : n ≪ N . Ïðåäâàðèòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåìèòåðàöèîííîãî ìåòîäà (7) ðåøàåì çàäà÷ó (1) íà ñåòêå Ωn,σN

. Èòåðàöèè íà ñåòêå
Ωn,σN

ïðîäîëæàåì, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå
‖u(mn) − un‖n 6 ∆n, (11)ãäå mn � íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.Äàëåå íåîáõîäèìî íàéäåííîå ñåòî÷íîå ðåøåíèå u(mn) èíòåðïîëèðîâàòü íà óçëûèñõîäíîé ñåòêè ΩN,σN

. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèîííîé �îðìóëû äîëæíàáûòü íå íèæå òî÷íîñòè èñïîëüçóåìîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.Ïóñòü I(vn, x, y) � èíòåðïîëÿíò ñåòî÷íîé �óíêöèè vn â îáëàñòè Ω è ñïðàâåä-ëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè
‖I([u]Ωn,σN

, x, y) − u‖ 6 C2∆int,n, (12)ãäå u(x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), ïðè÷åì ∆int,n 6 ∆n .Èíòåðïîëÿíò I(vn, x, y) äîëæåí áûòü óñòîé÷èâûì ê âîçìóùåíèþ èíòåðïîëèðó-åìîé ñåòî÷íîé �óíêöèè vn :
‖I(vn, x, y) − I(ṽn, x, y)‖ 6 C3‖vn − ṽn‖n. (13)Îïðåäåëèâøèñü ñ �îðìóëîé èíòåðïîëÿöèè, ìîæíî íàéäåííîå ñåòî÷íîå ðåøå-íèå u(mn) èíòåðïîëèðîâàòü íà óçëû èñõîäíîé ñåòêè ΩN,σN

. Ïóñòü
uI

n = [I(u(mn), x, y)]ΩN,σN
.Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C4 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖uI
n − uN‖N 6 C4∆n.Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (5), (11)�(13) èìååì

‖uI
n − uN‖N 6 ‖I(u(mn), x, y) − I(un, x, y)‖ + ‖I(un, x, y) − I([u]Ωn,σN

, x, y)‖+

+ ‖[I([u]Ωn,σN
, x, y)]ΩN,σN

− [u]ΩN,σN
‖N + ‖[u]ΩN,σN

− uN‖N 6

6 C3∆n + C3C1∆n + C2∆int,n + C1∆N 6 C4∆n.



52 Ñ.Â. ÒÈÕÎÂÑÊÀßÈòàê, ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íà âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêå Ωn,σN
ïîëó÷åíîïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ñõåìû (4) ñ òî÷íîñòüþ O(∆n). Èñïîëüçóÿ ýòî ïðèáëèæå-íèå êàê íà÷àëüíóþ èòåðàöèþ â ìåòîäå (7), óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íàèñõîäíîé ñåòêå ΩN,σN

. Âû÷èñëèì íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî àðè�ìåòè÷åñêèõ äåé-ñòâèé äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà:
MnN ≈ dn2 logqn

∆n

δn
+ dN2 logqN

∆N

∆n
+ Jn, (14)ãäå Jn � êîëè÷åñòâî àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ èíòåðïîëÿöèè.Ñðàâíèâàÿ (10), (14), îöåíèì âûèãðûø ïî êîëè÷åñòâó àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðà-öèé ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà:

MN − MnN > d(N2 − n2) logqn

(

∆n

δn

)

− Jn.2. Ýêñòðàïîëÿöèÿ �è÷àðäñîíàÈññëåäóåì ýêñòðàïîëÿöèþ �è÷àðäñîíà äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàçíîñòíîéñõåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà. Ìåòîä ýêñòðàïîëÿöèè �è÷àðä-ñîíà äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ èññëåäîâàëñÿ, íàïðèìåð,â ðàáîòàõ [3, 7℄. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòêà Øèøêèíà èìååòâèä (3) è ñîäåðæèò â k ðàç ìåíüøå ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ ñåòî÷íûõ èíòåðâàëîâ,÷åì èñõîäíàÿ ñåòêà, ãäå k > 1 � öåëîå ÷èñëî.�åøåíèå uN ñõåìû ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè (4) âû÷èñëÿåòñÿ íà ñåòêå
ΩN,σN

. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ýòîé ñõåìû íàñåòêå Ωn,σN
, êîòîðàÿ ñîäåðæèò n ñåòî÷íûõ èíòåðâàëîâ è èìååò òå æå ïàðàìåòðû

σx , σy , ÷òî è ñåòêà ΩN,σN
. Ýòè ñåòêè âëîæåíû òàê, ÷òî Ωn,σN

= {(Xl, Ym)} ⊂
⊂ ΩN,σN

= {(xi, yj)} . Î÷åâèäíî, ÷òî ñåòêó ΩN,σN
ìîæíî ïîëó÷èòü èç Ωn,σN

äåëå-íèåì êàæäîé ÿ÷åéêè íà k ðàâíûõ ÷àñòåé ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ.Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ñõåìû (4) íà Ωn,σN
÷åðåç un , ïóñòü

kn = − n

N − n
= − 1

k − 1
, kN =

N

N − n
=

k

k − 1
.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ýêñòðàïîëÿöèè �è÷àðäñîíà çàäàäèì �óíêöèþ unNíà ñåòêå ΩN,σN

, ïðèáëèæàþùóþ ðåøåíèå u(x, y) ñ áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêîì òî÷íî-ñòè, ÷åì uN . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà â óçëàõ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêè Ωn,σN
îïðåäåëèìñåòî÷íóþ �óíêöèþ unN ñëåäóþùèì îáðàçîì:

unN(Xl, Ym) = knun(Xl, Ym) + kNuN(Xl, Ym), (Xl, Ym) ∈ Ωn,σN
.Â óçëàõ èñõîäíîé ñåòêè ΩN,σN

, íå ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè ñåòêè Ωn,σN
, çà-äàäèì ñåòî÷íóþ �óíêöèþ unN (xi, yj) , èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèþ. Òîãäà äëÿ êàæ-äîãî óçëà (xi, yj) ∈ ΩN,σN

, ïðèíàäëåæàùåãî íåêîòîðîé ÿ÷åéêå Sl,m = [Xl−1, Xl+1]×
×[Ym−1, Ym+1] , îïðåäåëèì

unN (xi, yj) = I([unN ]Ωn,σN
, xi, yj), (15)ãäå èíòåðïîëÿöèîííóþ �îðìóëó äëÿ ÿ÷åéêè Sl,m çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì [8℄:

I([unN ]Ωn,σN
, xi, yj) =

unN
Φ (xi, Ym) − unN

Φ (xi, Ym−1)

Ym+1 − Ym
(yj − Ym)+

+
unN

Φ (xi, Ym+1) − 2unN
Φ (xi, Ym) + unN

Φ (xi, Ym−1)

Θm+1 − 2Θm + Θm−1

(

Θ(yj) − Θ(Ym)−

− Θ(Ym) − Θ(Ym−1)

Ym+1 − Ym
(yj − Ym)

)

+ unN
Φ (xi, Ym), (16)
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unN

Φ (xi, yj) = unN(Xl, yj) +
unN (Xl, yj) − unN(Xl−1, yj)

Xl+1 − Xl
(xi − Xl)+

+
unN(Xl+1, yj) − 2unN(Xl, yj) + unN (Xl−1, yj)

Φl+1 − 2Φl + Φl−1

(

Φ(xi) − Φ(Xl)−

− Φ(Xl) − Φ(Xl−1)

Xl+1 − Xl
(xi − Xl)

)

.Èíòåðïîëÿöèÿ (16) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà �óíêöèÿõ Φ(x) è Θ(y) è áóäåò êâàäðà-òè÷åñêîé ïðè çàäàíèè Φ(x) = x2 , Θ(y) = y2 . Ôóíêöèè Φ(x) è Θ(y) ìîæíî âûáè-ðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè çàäà÷è (1).3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó
εuxx + εuyy + ux − u = f(x, y), u(x, y) = g(x, y), (17)ãäå f , g ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ
u(x, y) = e−x/ε + e−y/

√
ε + e−(1−y)/

√
ε + cos(πx).�åøåíèå çàäà÷è (17) íàõîäèì íà îñíîâå ñõåìû (4). Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿèñïîëüçóåìûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ çàäàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(0)(xi, yj) =

{

0, (xi, yj) ∈ ΩN,σN
\ ΓN,σN

,

g(xi, yj), (xi, yj) ∈ ΓN,σN
.Èòåðàöèîííûé ìåòîä (7) íà ñåòêå ΩN,σN

çàâåðøàåì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
max

i,j
|LN

i,j u(mN )| 6 α∆N ,òîãäà áóäåò âûïîëíåíà îöåíêà ‖u(mN ) − uN‖N 6 ∆N .Èñïîëüçîâàíèå �îðìóë ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèé ñåòî÷íîé�óíêöèè unN ñ ñåòêè Ωn,σN
íà èñõîäíóþ ñåòêó ΩN,σN

ïðèâîäèëî ê òîìó, ÷òîïîãðåøíîñòü ìåòîäà �è÷àðäñîíà ñòàíîâèëàñü çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì â óçëàõ âñïî-ìîãàòåëüíîé ñåòêè Ωn,σN
, ïîýòîìó �óíêöèè Φ , Θ áûëè çàäàíû ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

Φ(x) = x2, Θ(y) = e−y/
√

ε + e−(1−y)/
√

ε.Èññëåäóåì ðåàëèçàöèþ ñõåìû (4) íà îñíîâå ÿâíîãî ìåòîäà Çåéäåëÿ [6℄.Ïÿòèòî÷å÷íóþ ñõåìó (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ai,ju

N
i−1,j + bi,ju

N
i,j−1 + ci,ju

N
i+1,j + di,ju

N
i,j+1 − ei,ju

N
i,j = fN

i,j , 0 < i, j < N.Òîãäà âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ìåòîäà Çåéäåëÿ áóäåò èìåòü âèä
u(m) = D−1

(

f + Lu(m) + Uu(m−1)
)

,ãäå
(Lv)i,j = ai,jvi−1,j + bi,jvi,j−1, (Dv)i,j = ei,jvi,j , (Uv)i,j = ci,jvi+1,j + di,jvi,j+1.



54 Ñ.Â. ÒÈÕÎÂÑÊÀß Òàáë. 1Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îäíîñåòî÷íîãî è äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäîâ Çåéäåëÿ, ε = 10−4

n N

8 16 32 64 128 256 512

4 39(11) 118(11) 335(10) 970(10) 2936(10) 9331(9) 30847(9)

8 110(37) 320(33) 940(30) 2869(28) 9164(27) 30393(26)

16 292(104) 882(91) 2738(82) 8845(75) 29540(69)

32 789(291) 2525(252) 8305(223) 28087(202)

64 2218(845) 7502(731) 25883(646)

128 6537(2592) 23009(2255)

256 21191(8357)

43 123 347 1002 3045 9694 32068Òàáë. 2Íîðìà ïîãðåøíîñòè îäíîñåòî÷íîãî ìåòîäà Çåéäåëÿ è äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà Çåé-äåëÿ ñ ýêñòðàïîëÿöèåé �è÷àðäñîíà, ε = 10−4

n N

8 16 32 64 128 256 512

4 2.67e�1 2.40e�1 2.57e�1 3.15e�1 3.66e�1 4.09e�1 4.47e�1
8 7.43e�2 9.43e�2 1.28e�1 1.60e�1 1.94e�1 2.26e�1
16 3.03e�2 3.74e�2 4.80e�2 6.05e�2 7.48e�2
32 9.82e�3 1.15e�2 1.38e�2 1.73e�2
64 3.58e�3 2.84e�3 3.28e�3
128 1.15e�3 8.83e�4
256 3.74e�4

2.30e�1 1.37e�1 7.23e�2 3.70e�2 2.21e�2 1.39e�2 8.20e�3�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìåòîäà Çåéäåëÿ ïðè ε = 10−4 ïðè-âåäåíû â òàáë. 1 è 2.Â òàáë. 1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N è n óêàçàíî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äâóõ-ñåòî÷íîãî ìåòîäà íà èñõîäíîé ñåòêå ΩN,σN
, ïðè ýòîì â ñêîáêàõ ïðèâåäåíî êîëè-÷åñòâî èòåðàöèé íà áîëåå ðåäêîé âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêå Ωn,σN

. Â íèæíåé ñòðîêåóêàçàíî ÷èñëî èòåðàöèé îäíîñåòî÷íîãî ìåòîäà ïðè ðàçëè÷íûõ N .Â òàáë. 2 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N è n ïðèâåäåíà íîðìà ïîãðåøíîñòè äâóõ-ñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ ýêñòðàïîëÿöèåé �è÷àðäñîíà (15). Â íèæíåé ñòðîêå äëÿ ñðàâ-íåíèÿ ïðèâåäåíà íîðìà ïîãðåøíîñòè îäíîñåòî÷íîãî ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò N .Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðàïîëÿöèÿ �è÷àðäñîíà (15) ïîâûøàåò òî÷íîñòü ñõåìûäî ïîðÿäêà O(ln2 N/N2) .Ïîìèìî ìåòîäà Çåéäåëÿ â êà÷åñòâå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîäïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè [6℄
u(m) = ωD−1

(

f + Lu(m) + Uu(m−1)
)

+ (1 − ω)u(m−1),ãäå ω � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, à òàêæå ìåòîä Ïèñìàíà ��å÷�îðäà (ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íûõ ïðîãîíîê) [6℄
u(m−1/2) = u(m−1) + τ

(

A1u
(m−1/2) + A2u

(m−1) − f
)

,

u(m) = u(m−1/2) + τ
(

A1u
(m−1/2) + A2u

(m) − f
)

,ãäå τ � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð,
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8 16 32 64 128 256Çåéäåëÿ 39(11) 110(37) 292(104) 789(291) 2218(845) 6537(2592)
43 123 347 1002 3045 9694âåðõíåé 32(7) 92(30) 245(87) 663(244) 1862(709) 5471(2174)ðåëàêñàöèè 35 103 291 841 2553 8123Ïèñìàíà � 11(2) 26(13) 57(31) 122(70) 258(155) 559(340)�å÷�îðäà 12 30 68 152 333 744

(A1v)i,j = ai,jvi−1,j − e′i,jvi,j + ci,jvi+1,j ,

(A2v)i,j = bi,jvi,j−1 − e′′i,jvi,j + di,jvi,j+1.Çäåñü ei,j = e′i,j + e′′i,j , e′i,j ñîîòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâ-ëåíèþ x , à e′′i,j � ïî íàïðàâëåíèþ y .Â òàáë. 3 äëÿ ε = 10−4 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå èññëåäóåìûõ èòåðàöèîííûõ ìåòî-äîâ. Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä èñïîëüçóåì â ñëó÷àå n = N/2 . Äëÿ ìåòîäà ïîñëåäîâà-òåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð ω = 2/(1+
√

0.7) , äëÿ ìåòîäàÏèñìàíà ��å÷�îðäà èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð τ = 8/N .Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè è Ïèñìàíà ��å÷-�îðäà ïðèâåëî ê óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Çåé-äåëÿ. Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè íà îñíîâå ýêñòðàïîëÿöèè �è÷àðäñîíà íå çàâèñèò îòêîíêðåòíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.Èòàê, ïðèìåíåíèå äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà ïðèâîäèò ê âûèãðûøó â êîëè÷åñòâåàðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, à èñïîëüçîâàíèå ýêñòðàïîëÿöèè �è÷àðäñîíà ïîâûøàåòòî÷íîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû íà ïîðÿäîê.Àâòîð áëàãîäàðèò ïðî�åññîðà À.È. Çàäîðèíà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ïðè ïîä-ãîòîâêå íàñòîÿùåé ðàáîòû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 11-01-00875).SummaryS.V. Tikhovskaya. A Two-Grid Method for an Ellipti
 Equation with Boundary Layerson a Shishkin Mesh.In this arti
le, we 
onsider a linear ellipti
 equation with regular and paraboli
 boundarylayers. To solve this equation, we used an upwind di�eren
e s
heme on a Shishkin mesh,possessing the property of the uniform 
onvergen
e with respe
t to a small parameter. Weinvestigated the problem of de
reasing the required number of arithmeti
 operations forimplementation of the di�eren
e s
heme on the basis of a two-grid method, and studiedthe Ri
hardson method aimed at improving the a

ura
y of this s
heme. Here, we presentresults of some numeri
al experiments.Key words: ellipti
 equation, singular perturbation, Shishkin mesh, di�eren
e s
heme,iterative method, two-grid method, Ri
hardson extrapolation.Ëèòåðàòóðà1. Miller J.J.H., O'Riordan E., Shishkin G.I. Fitted Numeri
al Methods for SingularPerturbation Problems. � Singapore: World S
ienti�
, 1996. � 163 p.
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