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ÓÄÊ 004.272.2+519.612:519.63ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÅ ÀË�Î�ÈÒÌÛ ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈßÈ �ÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß ØÓ�ÀÍÀ ��ÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÑÊÎ�ÈÒÅËßÕÑ.Ï. Êîïûñîâ, È.Ì. Êóçüìèí, Í.Ñ. Íåäîæîãèí, À.Ê. ÍîâèêîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìîòðåí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà. Ý��åê-òèâíîå ïðèìåíåíèå íåñêîëüêèõ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé äëÿ ìåòîäà äîïîëíåíèÿ Øóðàñâÿçàíî ñ ðàçäåëåíèåì ìàòðèö è îïðåäåëåíèåì àëãîðèòìîâ, êîòîðûå áîëåå ý��åêòèâíîâûïîëíÿþòñÿ íà öåíòðàëüíîì ïðîöåññîðå (CPU) èëè ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ (GPU).Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ÷åðåç ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ñèñòåìû ìíîæå-ñòâîì ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî �îðìèðîâàíèå ìàòðèö äîïîëíåíèÿ Øóðàäëÿ íåñêîëüêèõ ïîäîáëàñòåé ý��åêòèâíî âûïîëíÿòü íà GPU, à ñ ðîñòîì ÷èñëà ïîäîáëà-ñòåé � íà CPU. Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû ïðåäëîæåí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòììåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ÿâíûì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì, ïîçâîëÿþùèé äîñòè-ãàòü ñóùåñòâåííîãî óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé (â 251 ðàç) íà âîñüìè GPU ïðè ðàçäåëåíèèèñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà 64 ïîäîáëàñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîïîëíåíèå Øóðà, ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ïðåäîáóñëîâëåí-íûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòåëè.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà áëî÷íîéäåêîìïîçèöèè ìàòðèö è òàê íàçûâàåìîì äîïîëíåíèè Øóðà. Âïåðâûå, ìåòîä äîïîë-íåíèÿ Øóðà áûë ìàòåìàòè÷åñêè ñ�îðìóëèðîâàí è îïèñàí â ðàáîòàõ Èñàè Øóðà(I. Sñhur), à íàçâàíèå ñâî¼ ïîëó÷èë ïîñëå âûõîäà ðàáîòû [1℄, õîòÿ äî ýòîãî ìå-òîä è áûë èçâåñòåí â âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå êàê ìåòîä ïîäñòðóêòóð è âïåðâûåâñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå [2℄. Â íàøåé ñòðàíå îí èçâåñòåí êàê ìåòîä ñóïåðýëåìåíòîâ [3℄.Ìåòîä äîïîëíåíèÿ Øóðà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ îáðàùåíèÿ áîëüøèõ ìàòðèö ïðèïîìîùè ðàçáèåíèÿ íà êëåòêè [4℄. Ïåðâîíà÷àëüíî [2℄ îí ðàññìàòðèâàëñÿ êàê ìåòîääåêîìïîçèöèè îáëàñòè äëÿ âû÷èñëåíèé íà ñèñòåìàõ ñ îãðàíè÷åííûìè âû÷èñëè-òåëüíûìè ìîùíîñòÿìè. Â äàëüíåéøåì ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè îáëàñòè áåç ïåðåêðûòèé ïðè ðàçðàáîòêå ïàðàëëåëüíûõ àëãî-ðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ åãî âñ¼ ÷àùåðàññìàòðèâàþò êàê ãèáðèäíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé (ÑËÀÓ) [5, 6℄, ñî÷åòàþùèé ïðåèìóùåñòâà êàê ïðÿìûõ, òàê è èòåðàöè-îííûõ ìåòîäîâ è ó÷èòûâàþùèé ðàçëè÷íûå àðõèòåêòóðû ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå äîïîëíåíèÿ Øóðà ñòðîÿòñÿ ý��åêòèâíûåïðåäîáóñëàâëèâàòåëè äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ðàçëè÷íûõ âèäîâ (ñì., íàïðèìåð, [7℄).Âî ìíîãèõ èç óêàçàííûõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ ðåøèòü áëî÷íóþ (2×2) ñèñòåìó óðàâ-íåíèé âèäà (

A11 A12

A21 A22

) (
x1

x2

)
=

(
f1

f2

)
. (1)Äîïîëíåíèå Øóðà ìàòðèöû A11 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

S = A22 − A21A
−1
11 A12,



ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß ØÓ�À 203åñëè ìàòðèöà A11 ∈ R
n×n � êâàäðàòíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, A12 ∈ R

n×m , A21 ∈
∈ R

m×n , A22 ∈ R
m×m . Òîãäà ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ

x2 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
Sx2 = f2 − A21A

−1
11 f1.Íåèçâåñòíûå x1 íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

x1 = A11f1 − A12A
−1
11 x2.Ïðè áîëüøåì ÷èñëå áëîêîâ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ÷åðåç äîïîëíåíèå Øóðàïîçâîëÿåò óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî îáðàùåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïîä-ìàòðèö ìåíüøåãî ðàçìåðà, ÷åì ó èñõîäíîé ìàòðèöû.Ñîâðåìåííûå ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòåëè (GPU) ïîçâîëÿþò äëÿ ðÿäà çàäà÷, â òîì÷èñëå ïðè ðàáîòå ñ âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè, ïîëó÷àòü óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé âäåñÿòêè è ñîòíè ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðîì (CPU). Òûñÿ÷èïîòîêîâ (íèòåé) GPU ìîãóò ý��åêòèâíî âûïîëíÿòü îäíîâðåìåííî áîëüøîå ÷èñëîïðîñòûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ è àä-äèòèâíûõ îïåðàöèé ñ âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè. Âìåñòå ñ òåì ïîñëåäîâàòåëüíûåîïåðàöèè è âåòâëåíèÿ, õàðàêòåðíûå, íàïðèìåð, ïðè ðàçëîæåíèè ìàòðèö íà òðå-óãîëüíûå ìíîæèòåëè, âûïîëíÿþòñÿ íà GPU ìåäëåííåå, ÷åì ÿäðàìè öåíòðàëüíîãîïðîöåññîðà.Òàêèì îáðàçîì, ý��åêòèâíîå ïðèìåíåíèå GPU, òåì áîëåå íåñêîëüêèõ, äëÿìåòîäà äîïîëíåíèÿ Øóðà ñâÿçàíî ñ äåêîìïîçèöèåé ìàòðèö è îïðåäåëåíèåì àë-ãîðèòìîâ, êîòîðûå áîëåå ý��åêòèâíî âûïîëíÿþòñÿ íà CPU èëè íà ãðà�è÷åñêîìóñêîðèòåëå.Â îñíîâå ìåòîäà äîïîëíåíèÿØóðà ëåæèò èäåÿ íåçàâèñèìîãî ðàñ÷åòà îòäåëüíûõáëîêîâ ìàòðèö (ïîäîáëàñòåé) è ïîñëåäóþùåãî ó÷åòà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Â íàñòîÿ-ùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûå ïðè ðåøåíèè òðåõ-ìåðíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è èñïîëüçóþùèå ðàçäåëåíèå ðàñ÷åòíîé êîíå÷íîýëå-ìåíòíîé ñåòêè ïðè �îðìèðîâàíèè áëî÷íîé ñòðóêòóðû ìàòðèö ñèñòåìû. Â äàííîììåòîäå ìîæíî ðåàëèçîâàòü äâà óðîâíÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ: ïåðâûé óðîâåíü ñâÿ-çàí ñ ðàçäåëåíèåì âû÷èñëåíèé ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè [8, 10℄, âòîðîé � ñ ïàðàëëåëü-íîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ âíóòðè îòäåëüíîé ïîäîáëàñòè.Ïîìèìî ýòîãî, ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ïîäëåæèò è ðåøåíèå ñèñòåìû äëÿ äîïîëíåíèÿØóðà (èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû). Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîéóðîâåíü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû �îðìèðîâàíèÿìàòðèö äîïîëíåíèÿ Øóðà, à òàêæå ðåøåíèå èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñèñïîëüçîâàíèåì íåñêîëüêèõ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé.1. �åñóðñíàÿ ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà äîïîëíåíèÿ Øóðà�àññìîòðèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà êàê îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòî-äîâ äåêîìïîçèöèè îáëàñòè â âèäå àëãîðèòìà ìåòîäà ïîäñòðóêòóð [2℄. Äëÿ îáåñïå÷å-íèÿ íåçàâèñèìîñòè âû÷èñëåíèé â îòäåëüíûõ ïîäîáëàñòÿõ è ïîñëåäóþùåãî èõ âçàè-ìîäåéñòâèÿ âñå óçëû îáëàñòè äåëÿòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà: âíåøíèå è âíóòðåííèå.Íåèçâåñòíûå ïåðåìåùåíèÿ îáëàñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõñîñòàâëÿþùèõ. Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ � ïåðåìåùåíèÿ, âûçâàííûå âíåøíèìè ñè-ëàìè ïðè çàêðåïëåíèè ãðàíèö â ïîäîáëàñòÿõ. Ïåðåìåùåíèÿ êàæäîé ïîäîáëàñòèîïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùèõ íåèçâåñòíûå, ñâÿçàííûå òîëüêî ñ äàí-íîé ïîäîáëàñòüþ. Âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ � ïåðåìåùåíèÿ, âûçâàííûå ñìåùåíèÿìèãðàíèö ïîäîáëàñòè ñ èñêëþ÷åííûìè âíóòðåííèìè óçëàìè.



204 Ñ.Ï. ÊÎÏÛÑÎÂ È Ä�.Ïóñòü îáëàñòü Ω ðàçáèòà íà nΩ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé:
Ω = Ω1

⋃
Ω2

⋃
. . .

⋃
ΩnΩ

, ãäå Ωi

⋂
Ωj = ∅, ΓB =

nΩ⋃

i=1

∂Ωi \ ∂Ω. (2)�àçäåëåíèå íà ïîäîáëàñòè íàñëåäóåòñÿ îò ïðîöåññà ðàçäåëåíèÿ äóàëüíîãî ãðà�àðàñ÷åòíîé ñåòêè G(V, E) =

nΩ⋃

i=1

Gi(Vi, Ei) , çäåñü ìíîæåñòâî V âåðøèí ãðà�à � ýòîìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè, ìíîæåñòâî E ðåáåð ãðà�à � ìíî-æåñòâî ñìåæíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþ-ùèõ ïîäîáëàñòü, � ýòî Vi ⊂ V . Äàëåå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïîäãðà�û Gi(Vi, Ei)ñâÿçíûå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ Ωi ïîäîáëàñòè ðàñïàäàåòñÿíà íåñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.Óçëû ðàñ÷åòíîé ñåòêè îáðàçóþò ìíîæåñòâî V̂ è óñëîâíî ðàçäåëÿþòñÿ íà âíåø-íèå V̂Bi
(ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå îáëàñòè) è âíóòðåííèå V̂Ii

(ñâÿçàííûå ñ óçëàìè ïîä-îáëàñòè) óçëû ñåòêè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðà�ó Gi(Vi, Ei) . Èç ìíîæåñòâà âíåø-íèõ óçëîâ âûäåëÿþòñÿ èíòåð�åéñíûå V̂Ci
⊂ V̂Bi

, ñâÿçàííûå ñ óçëàìè èç äðóãèõïîäîáëàñòåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè è ââåä¼ííûì óïîðÿäî÷èâà-íèåì ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä



A1
II A1

IB

A2
II A2

IB. . . ...
AnΩ

II AnΩ

IB

A1
BI A2

BI . . . AnΩ

BI ABB







u1
I

u2
I...

unΩ

I

uB




=




f1
I

f2
I...

fnΩ

I

fB




, (3)ãäå âåðõíèé èíäåêñ i îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü ïîäîáëàñòè Ωi , à íèæíèå èí-äåêñû I , B îòíîñÿòñÿ ê âíóòðåííèì è ãðàíè÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Çäåñü íåâû-ðîæäåííàÿ ìàòðèöà AII =

nΩ∑

i=1

Ai
II ñîîòâåòñòâóåò A11 èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1),ìàòðèöà ABB � áëîêó A22 , áëîê ìàòðèöû AIB =

nΩ∑

i=1

Ai
IB � áëîêó A12 . Îòìå-òèì, ÷òî áëîê ìàòðèöû AII ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è ñèììåòðè÷åí, òàê æå êàêè ïîëíàÿ ìàòðèöà â (3) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷.Ñèñòåìà äëÿ èíòåð�åéñíûõ óçëîâ åñòü

SBBuB = f̃B. (4)Çäåñü SBB =

nΩ∑

i

(
Ai

BB − Ai
BIA

i−1

II Ai
IB

) � ìàòðèöà äîïîëíåíèÿ Øóðà äëÿ ïîäîáëà-ñòè i , âåêòîð f̃B =

nΩ∑

i

(
f i

B − Ai
BIA

i−1

II f i
I

) � âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàííûé àëãîðèòì ìåòîäà ïîä-ñòðóêòóð. Â åãî îñíîâå ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ íåâûðîæäåííîñòè è ïîëî-æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèö ïîäîáëàñòåé. Äëÿ òàêèõ ìàòðèö ñóùåñòâóåòðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî AII = LII LT
II , ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöàñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ Õî-ëåññêîãî çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû è îáúåì èñïîëüçóåìîéîïåðàòèâíîé ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí.Íèæå ðàññìîòðåíà ðåàëèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿäîïîëíåíèÿ Øóðà (nΩ > np è ÷èñëî ïðîöåññîðîâ np = 1) è ïðèâåäåíû âû÷èñ-ëèòåëüíûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ êàæäûì øàãîì àëãîðèòìà (äëÿ êàæäîãî øàãà



ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß ØÓ�À 205àëãîðèòìà ïîêàçàíî ÷èñëî íåîáõîäèìûõ îïåðàöèé ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ìàòðèö,ïðè÷åì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ çà îäíó).Àëãîðèòì 1. Ïîñëåäîâàòåëüíûé âàðèàíò äîïîëíåíèÿ Øóðà1: Âûïîëíèì ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî ìàòðèöû AII äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäîáëàñòè(èíäåêñ i îïóùåí)
AII = LIIL

T

II . (
n3

I/6
)2: Âû÷èñëÿåì âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå

A
′

IB = A−1
II

AIB . (
nB · n

2
I

)3: Ñ�îðìèðóåì ìàòðèöû ãðàíè÷íîé æåñòêîñòè ïîäîáëàñòåé
SBB = ABB −ABIA

′

IB . (
(nI · n

2
B)/2

)4: Ôîðìèðóåì âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè
f̃B = fB − ABIA

−1
II

fI . (nI · nB)5: Ñîáèðàåì è ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
SBBuB = f̃B . (k(M−1SBB) ≤ C(1 + log(H/h)))6: Îïðåäåëÿåì íåèçâåñòíûå äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ

uI = A−1
II

fI − A
′

IBuB . (
n2

I

) .Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: nI = m · |V̂Ik
| è nB = m · |V̂Bk

| � ÷èñëî âíóò-ðåííèõ è ãðàíè÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñîîòâåòñòâåííî, m � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäûâ óçëå ñåòêè, h � øàã ñåòêè, H � ðàçìåð ïîäîáëàñòè, M � ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü äëÿäîïîëíåíèÿ Øóðà. Íà ïÿòîì øàãå Àëãîðèòìà 1 ïðèâåäåíà îöåíêà îáóñëîâëåííî-ñòè ìàòðèöû SBB , à íå âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, êîòîðàÿ çàâèñèò îò âûáîðàìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøå-íèÿ ÑËÀÓ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïðåäîáó-ñëàâëèâàòåëÿìè. Ìàòðèöû SBB , AII ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû è ñèììåòðè÷íû.Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ìàòðèöû SBB çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì èñõîäíîé ìàòðèöû,íî äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû SBBuB = f̃B ïðèìåíÿþòñÿèòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ è êîìïàêòíûå ñõåìû õðàíåíèÿ ìàòðèö.Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ý��åêòèâíîé ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûåñõåìû õðàíåíèÿ. Ìàòðèöû SBB , AII ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, ïîýòîìó âîçìîæ-íî õðàíåíèå òîëüêî å¼ ÷àñòè (âåðõíåé èëè íèæíåé òðåóãîëüíîé è ãëàâíîé äèàãîíà-ëåé), îöåíêà ðåñóðñî¼ìêîñòè ñõåì õðàíåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáàõðàíåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò � õðàíèòü ìàòðèöó, íå èñ-êëþ÷àÿ íóëè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ õðàíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàññèâ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâìàòðèöû N2 . Ýòîò ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå çàòðàòíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáóåìîéïàìÿòè, ÷òî îñîáåííî ñóùåñòâåííî äëÿ áîëüøèõ çàäà÷.Ôîðìàò õðàíåíèÿ DCSR, èñïîëüçóåìûé ïðè âû÷èñëåíèÿõ â äàííîé ðàáîòå,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàññèâ, ñîñòîÿùèé èç ñïèñêà óïàêîâàííûõ ñòðîê, ðåàëèçîâàíâ ñèñòåìå êîíå÷íîýëåìåíòíîãî àíàëèçà FEStudio [8, 9℄. Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöûïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ìàññèâîâ. Â ïåðâîì ìàññèâåõðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, âî âòîðîì � ñòîëáöîâûå èíäåêñû ýòèõýëåìåíòîâ. �àçìåð êàæäîãî èç ìàññèâîâ äëÿ ñòðîêè i ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ ýëå-ìåíòîâ Nnzi è ìåíÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.Ïðåäëîæåííûé �îðìàò DCSR ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ðàñïðîñòðàíåííîãî�îðìàòà õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö � �îðìàò CSR (Compressed Sparse RowStorage Format). Äëÿ ìàòðèöû A ïðè èñïîëüçîâàíèè �îðìàòà CSR âûäåëÿþòñÿòðè îäíîìåðíûõ ìàññèâà, â êîòîðûõ õðàíÿòñÿ íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ {aij | aij 6= 0} ,
1 6 i, j 6 Nnz , èõ ñòîëáöîâûå èíäåêñû {j | aij 6= 0}, 1 6 i, j 6 Nnz , è íîìåðàýëåìåíòîâ ai1, 1 6 i 6 N + 1 , â äâóõ ïåðâûõ ìàññèâàõ.



206 Ñ.Ï. ÊÎÏÛÑÎÂ È Ä�.Îöåíèì ðåñóðñî¼ìêîñòü ïðåäëîæåííîé ñõåìû õðàíåíèÿ ìàòðèö, äëÿ ÷åãî ñðàâ-íèì òðè �îðìàòà õðàíåíèÿ ìàòðèö (ëåíòî÷íûé, DCSR è CSR) ïî ñëåäóþùèì ïà-ðàìåòðàì: òðåáóåìàÿ ïàìÿòü, àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü äîñòóïà ê ýëåìåíòó èåãî âíåñåíèÿ. Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå ñëîæíîñòè äîñòóïà êýëåìåíòó O(2Nβ + 1) è åãî âíåñåíèÿ äëÿ ëåíòî÷íîãî �îðìàòà � O((2Nβ + 1)N) ,äëÿ DCSR � O(Nnz∗) è O(Nnz∗) ñîîòâåòñòâåííî, à äëÿ �îðìàòà CSR � O(Nnz∗)è O(Nnz) , çäåñü Nnz∗ = max
i=1,...,N

{Nnzi} . Íåîáõîäèìûé îáúåì ïàìÿòè äëÿ ëåíòî÷-íîãî �îðìàòà � 8(2Nβ +1)N , äëÿ �îðìàòà DCSR � N∑

i=1

(12Nnzi + 4) , äëÿ �îðìàòàCSR � 12Nnz + 4(N + 1) áàéò. Äëÿ äëÿ �îðìàòà DCSR ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè õðà-íåíèè âåùåñòâåííîé âåëè÷èíû èñïîëüçóåòñÿ 8 áàéò ïàìÿòè è 4 áàéòà äëÿ öåëîãî÷èñëà. Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå âåëè÷èíû 2Nβ + 1 â îöåíêàõ ñëîæíîñòè àëãîðèò-ìà (è ïðèâåäåííîé äàëåå ÷àñòîòû äîñòóïà) çàìåíÿþòñÿ íà Nβ + 1 , à Nnz è Nnziîòíîñÿòñÿ ê ýëåìåíòàì òðåóãîëüíîé ìàòðèöû.Îòìåòèì, ÷òî �îðìàò DCSR áîëåå óäîáåí, ÷åì CSR, ïðè âûïîëíåíèè òðåóãîëü-íîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö AII , êîãäà â ñòðîêàõ ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå íåíóëåâûå ýëå-ìåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèå â îäíîé èç ñòðîê íå òðåáóåò ñìåùåíèÿ âñåõ ïîñëå-äóþùèõ ýëåìåíòîâ â ìàññèâàõ, êàê â �îðìàòå CSR. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿíîâîãî ýëåìåíòà èìååò ìåíüøóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü O(Nnz∗) , ÷åì â �îð-ìàòå CSR � O(Nnz) . Êðîìå òîãî, ñðåäè ïðåäñòàâëåííûõ �îðìàòîâ îáúåì ïàìÿòè,íåîáõîäèìûé â ñëó÷àå �îðìàòà DCSR, ðàâíûé N∑

i=1

(12Nnzi + 4) áàéò, ÿâëÿåòñÿìèíèìàëüíûì.Ïðåèìóùåñòâà ëåíòî÷íîãî �îðìàòà ïî ñëîæíîñòè äîñòóïà è äîáàâëåíèÿ ýëå-ìåíòà íèâåëèðóþòñÿ óâåëè÷åíèåì íåîáõîäèìîãî îáúåìà ïàìÿòè 8(2Nβ + 1)N è ÷à-ñòîòû äîñòóïà ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû O((2Nβ +1)N) âìåñòî O(Nnz) äëÿ �îðìàòîâDCSR è CSR. Çäåñü Nβ = maxN
i=1 maxN

j=1{j− i | aij 6= 0} � òàê íàçûâàåìàÿ ïîëóøè-ðèíà ëåíòû, çàâèñÿùàÿ îò íóìåðàöèè íåèçâåñòíûõ è óðàâíåíèé, N � ðàçìåðíîñòüìàòðèöû, Nnz � ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå, Nnzi � ÷èñëî íåíóëåâûõýëåìåíòîâ â i-é ñòðîêå ìàòðèöû.Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû [10℄, ñõåìà õðàíåíèÿ îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëè-ÿíèå íà âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëåíòî÷íûõ ìàòðèö âðåìÿ �îðìèðî-âàíèÿ äîïîëíåíèÿØóðà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 80% îò îáùåãî âðåìåíè, çàòðà÷åííîãîíà ðåøåíèå. Ïåðåõîä íà �îðìàò DCSR äëÿ ìàòðèö ABB, AIB, AII äëÿ îäíîé è òîéæå çàäà÷è äàë ñîêðàùåíèå çàòðàò â ÷åòûðå ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäîâàòåëü-íîì âàðèàíòå íàèáîëåå ý��åêòèâíûì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåñóðñîåìêîñòè è àëãîðèò-ìè÷åñêîé ñëîæíîñòè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äîïîëíåíèÿ Øóðà ñðàçëîæåíèåì Õîëåññêîãî ìàòðèöû AII è õðàíåíèåì ìàòðèö â ñæàòîì �îðìàòå.Îáðàáîòêà ñòðîê ìàòðèöû, õðàíÿùåéñÿ â �îðìàòå DCSR íà ãðà�è÷åñêîì óñêî-ðèòåëå (GPU), ïîòðåáóåò äëÿ êàæäîé ñòðîêè: âûäåëåíèÿ ïàìÿòè íà GPU, êîïèðî-âàíèÿ ñòðîêè, äàëåå â ÿäðå âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé íàä ñòðîêîé è âîçâðàùåíèÿðåçóëüòàòà â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü èëè êýø CPU. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî âûäåëå-íèÿ ïàìÿòè è êîïèðîâàíèÿ äâóõ ìàññèâîâ ðàçìåðà Nnz ïîòðåáóåòñÿ 2N âûäåëåíèéïàìÿòè è êîïèðîâàíèé ìàññèâîâ ðàçìåðà Nnzi , ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèé íà GPUìàòðèöà èç �îðìàòà DCSR ïåðåâîäèòñÿ â �îðìàò CSR.2. Ïàðàëëåëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà äîïîëíåíèÿ ØóðàÂ ìåòîäå äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ìîæíî âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ ðàñïàðàëëå-ëèâàíèÿ ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ ìåòîäàìè ÿâíîãî äåëåíèÿ íàïîäîáëàñòè, êîãäà ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ íà âûñîêîì óðîâíå



ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß ØÓ�À 207(óðîâíå îáëàñòè), òî åñòü ÷èñëî âåòâåé ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðàâíî ÷èñëó ïîä-îáëàñòåé. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, òàêîé ïîäõîä äàåò çíà÷èòåëüíîå óñêîðåíèå,åñëè êàæäûé ïðîöåññîð ðåøàåò â ñâîåé ïîäîáëàñòè ñâîþ ïîäçàäà÷ó. Âòîðîå íà-ïðàâëåíèå (óðîâåíü ïîäîáëàñòè) � íåÿâíûå ìåòîäû ïîäîáëàñòåé. Âíóòðè êàæäîéïîäîáëàñòè ðàçëè÷íûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ñïîñî-áîì.�àññìîòðèì, èñõîäÿ èç îáîçíà÷åííûõ âàðèàíòîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, Àëãî-ðèòì 1. Êàê âèäíî,Øàãè 1�4, 6 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè íåçàâèñèìî,÷òî ãîâîðèò î åñòåñòâåííîì ïàðàëëåëèçìå, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ïåðâûé óðîâåíüðàñïàðàëëåëèâàíèÿ � íà óðîâíå îáëàñòè. �àñïàðàëëåëèâàíèå Øàãà 5 çàâèñèò îòâûáðàííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4).Íàèáîëåå òðóäî¼ìêèìè ÿâëÿþòñÿ øàãè �îðìèðîâàíèÿ (Øàãè 1�4) è ðåøåíèÿñèñòåìû äîïîëíåíèÿ Øóðà (Øàã 5). Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ çà-òðàò íà ýòèõ øàãàõ ïî íåñêîëüêèì ïðîöåññîðàì (öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð, ãðà�è-÷åñêèé óñêîðèòåëü) ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì �àêòîðîì äëÿ ïàðàëëåëüíîãî óñêîðåíèÿâû÷èñëåíèé è îïðåäåëÿåò ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ Àëãîðèòìà 1.Ýòàïû �îðìèðîâàíèÿ âíóòðè êàæäîé ïîäîáëàñòè âûïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî îòäðóãèõ ïîäîáëàñòåé, à çíà÷èò, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé èõ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿâíóòðè êàæäîé ïîäîáëàñòè.Ïðè ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ íåèçáåæíî âîçíèêàåò ïðîáëåìà áà-ëàíñèðîâêè âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì Øàã 4 àë-ãîðèòìà ìåòîäà äîïîëíåíèÿ Øóðà. Íà ýòîì øàãå ïðîèñõîäèò �îðìèðîâàíèå ëî-êàëüíûõ ìàòðèö äîïîëíåíèÿ Øóðà, âûïîëíÿåìîå íåçàâèñèìî íà êàæäîé èç ïîäîá-ëàñòåé. Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ãëîáàëüíîé ìàòðèöåéäîïîëíåíèÿ Øóðà, ñîñòîÿùåé èç ëîêàëüíûõ (ñì. ñîîòíîøåíèå (4)), òî åñòü Øàã 5íå ìîæåò áûòü âûïîëíåí, ïîêà íå çàâåðøèòñÿ �îðìèðîâàíèå ëîêàëüíûõ ìàòðèöæåñòêîñòè âñåìè ïàðàëëåëüíûìè ïðîöåññàìè (ïîòîêàìè).Òàêèì îáðàçîì, èñòî÷íèêîâ íåðàâíîìåðíîñòè íàãðóçêè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé íàâû÷èñëèòåëüíûå óçëû � ýòîò íåäîñòàòîê ëåãêî èñêëþ÷èòü, ðàçäåëèâ îáëàñòü íà êî-ëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé, êðàòíîå êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ.Äðóãîé èñòî÷íèê � íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ ñåòêè è êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ ïî ïîäîáëàñòÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçáàëàíñèðîâêà è íåîäíîðîäíîñòü ðàçäåëåíèÿèñêëþ÷àåòñÿ çàäàíèåì äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïðè ðàçäåëåíèè ñåòêè.Òàê, ñáàëàíñèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ïðè âûïîëíå-íèè Øàãîâ 1�4 çàâèñèò íå îò îáùåãî ÷èñëà óçëîâ |V̂i| â ïîäîáëàñòÿõ Ωi , à îò ÷èñëàâíóòðåííèõ |V̂Ii
| è âíåøíèõ |V̂Bi

| óçëîâ â ïîäîáëàñòÿõ.Âìåñòå ñ òåì ñåòêè äëÿ òð¼õìåðíûõ îáëàñòåé ñ ðàçâèòîé ïîâåðõíîñòüþ (ïðó-æèíû, òîíêèå ïëàñòèíû è îáîëî÷êè) ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ, ó êîòîðûõ âñå óçëû ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè. �àçäåëåíèå äó-àëüíûõ ãðà�îâ òàêèõ ñåòîê è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ |Vi| ≈ |Vj | , i 6= j , ïðèâîäèò êïîäîáëàñòÿì Ωi , íà êîòîðûõ |V̂Ii
| = 0 . Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìîäå-ëèðîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðóæèíû, ðàññìàòðèâàåìàÿâ íàñòîÿùåé ðàáîòå. �åîìåòðèÿ ïðóæèíû àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåñòðóêòóðèðîâàííîéðàñ÷åòíîé ñåòêîé (ñì. ðèñ. 1, à) ñ ÿ÷åéêàìè â âèäå òåòðàýäðîâ, ÷èñëî ÿ÷ååê |V | =

= 174264 , ÷èñëî óçëîâ |V̂ | = 40743 . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäîáëàñòåé Ωi , íà êîòîðûõ
|V̂Ii

| > 0 , äóàëüíûé ãðà� G(V, E, W ) ïîëàãàëñÿ âçâåøåííûì ñ ìíîæåñòâîì âå-ñîâ W = {wk} . Åñëè õîòÿ áû îäèí èç óçëîâ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà íå ëåæèò íà
∂Ω , òî âåñ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû ãðà�à wk = 3 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå wk =
= 1 . Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïîäîáëàñòåé(nΩ = 16, 32, . . . , 1024). Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïîäîáëàñòåé óâåëè÷èëîñü â 64 ðàçà,
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a) á) â)�èñ. 1. Ñåòêà: à) èñõîäíàÿ; á) ðàçäåëåííàÿ íà 16 ïîäîáëàñòåé; â) ðàçäåëåííàÿ íà 1024ïîäîáëàñòè ñ ïîìîùüþ äâóõóðîâíåâîãî ðàçäåëåíèÿà ðàçìåð ìàòðèöû SBB � òîëüêî â 1.44 ðàçà (N = 66030 â ñëó÷àå nΩ = 16 è
N = 95523 äëÿ nΩ = 1024). Ïðè ýòîì ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû äî-ïîëíåíèÿ Øóðà óìåíüøèëîñü â 18 ðàç (ñ Nnz ≈ 2.7 · 108 â ñëó÷àå 16 ïîäîáëàñòåé,äî Nnz ≈ 1.5 · 107 � äëÿ 1024 ïîäîáëàñòåé), êàê ñëåäñòâèå, óìåíüøèëàñü å¼ çàïîë-íåííîñòü ñ 6.11% äî 0.16%. Â ñðåäíåì ïðèìåðíî êàæäûé øåñòíàäöàòûé ýëåìåíòâ ñòðîêå SBB ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì (4041 èç 66030) ïðè nΩ = 16 (ñì. ðèñ. 1, á) èïðèìåðíî êàæäûé øåñòèñîòûé (154 èç 95523) � ïðè ðàçäåëåíèè íà 1024 ïîäîáëàñòè(ñì. ðèñ. 1, â).Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàçìåð ñèñòåìû äëÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà ìåíüøå ðàçìåðàèñõîäíîé êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû (â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ â 1.4�2.0 ðàçà).Ïðè ýòîì çàïîëíåííîñòü ìàòðèöû SBB íà îäèí-äâà ïîðÿäêà áîëüøå, ÷åì çàïîë-íåííîñòü ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè (0.03%).3. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû äîïîëíåíèÿ ØóðàÎäíîé èç ñàìûõ çàòðàòíûõ îïåðàöèé �îðìèðîâàíèÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà ÿâëÿ-åòñÿ îáðàùåíèå ìàòðèöû AII . Îáû÷íî íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàò-ðèöû èñïîëüçóþòñÿ ïëîõî ðàñïàðàëëåëèâàåìûå ïðÿìûå ìåòîäû, íàïðèìåð ìåòîäîáðàùåíèÿ íà îñíîâå LLT -ðàçëîæåíèÿ.�àññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñîñòîèò èçðåøåíèé ìàòðè÷íîé ñèñòåìû âèäà AIIX = E , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà nI ×nI .Ñèñòåìà ý��åêòèâíî ðåøàåòñÿ íà GPU ïðåäîáóñëîâëåííûì àëãîðèòìîì ñîïðÿæåí-íûõ ãðàäèåíòîâ (ñì. ñëåäóþùèé ïàðàãðà�). Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû âìåñòîìàòðèöû E áðàòü AIB , òî e¼ ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà A

′

IB = A−1
II AIB . Òàêîåïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò çàìåíèòü îïåðàöèè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû è ìàòðè÷íîãîïðîèçâåäåíèÿ íà ðåøåíèå nB ñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ íåçàâèñèìî,÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî GPU. Äîïîëíåíèå Øóðà, èëèìàòðèöà ãðàíè÷íûõ æåñòêîñòåé, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñîîòíîøåíèÿì (4), ãäå ABB ∈

∈ R
nB×nB , AII ∈ R

nI×nI , ABI ∈ R
nB×nI , AIB ∈ R

nI×nB .Ïóñòü ñi
B � êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû ABB ïåðåñûëàåìûõ íà i-é GPU,

Ãi
BB ∈ R

nB×ñi
B � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû ABB ñ íîìåðàìè îò

i∑

j=0

ñj
B äî i+1∑

j=0

ñj
B , ãäå i � íîìåð GPU. Êàæäûé ãðà�è÷åñêèé óñêîðèòåëü ðåøàåò ñi

B
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nΩ CPU 1 GPU 2 GPU 4 GPU 6 GPU 8 GPU
16 26:23.6 31:52.6 19:25.5 13:09.9 10:57.6 09:49.4
32 08:00.6 19:33.9 11:01.8 06:41.7 05:14.0 04:26.5
64 02:25.1 11:18.8 06:18.2 03:44.8 02:54.7 02:29.0
128 � � 03:57.2 02:25.8 01:58.5 01:42.5
256 � � 03:14.0 02:01.0 01:37.7 01:26.0
512 � � 02:48.3 01:45.7 01:26.0 01:15.4
1024 00:18.7 03:53.4 02:24.0 01:32.2 01:17.5 01:08.0ñèñòåì AIIa
k = ak

IB , çäåñü ak
IB � k -é ñòîëáåö ìàòðèöû AIB , k ∈




i∑

j=0

ñj
B,

i+1∑

j=0

ñj
B



 ,
A

′

IB = {a1, a2 . . . anB} . Â ðåàëèçàöèè ïîäõîäà íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâ-íåíèé íà íåñêîëüêèõ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ èñïîëüçóåòñÿ òåõíîëîãèÿ OpenMP.Äëÿ ýòîãî ñîçäàþòñÿ íåñêîëüêî íèòåé (÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó äîñòóï-íûõ óñòðîéñòâ GPU), îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð íèòè è êàæäîé íàçíà÷àåòñÿ ãðà�è÷åñêèéóñêîðèòåëü ñ òåì æå íîìåðîì.Íèæå ïðåäñòàâëåí Àëãîðèòì 2, ðåàëèçóþùèé ýòîò ïîäõîä.Àëãîðèòì 2. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì �îðìèðîâàíèÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà íà êàæ-äîé ïîäîáëàñòè Ωi (èíäåêñ i ó ìàòðèö îïóùåí)1: �åøàåì ñèñòåìó AIIA
′

IB = AIB ; {ìàòðèöû õðàíÿòñÿ íà GPU â CSR-�îðìàòå, ðåøåíèåíàõîäèòñÿ ïî ñòîëáöàì}.2: SBB = ABB − ABIA
′

IB ; {SBB è ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö � ïîñòðî÷íî, ABB �CSR-�îðìàòå}3: f̃B = fB − ABIx ; {x � ðåøåíèå ñèñòåìû AIIx = fI }.4: Ôîðìèðóåì è ðåøàåì: SBBuB = f̃B ; {SBB �îðìèðóåòñÿ â DCSR íà CPU, à çàòåìêîïèðóåòñÿ â CSR íà GPU }.5: Îïðåäåëÿåì uI = x− A′

IBuB ; {x è A′

IB âû÷èñëåíû ðàíåå è õðàíÿòñÿ íà CPU}.Íà êàæäîì GPU ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåì îñòà¼òñÿ ìàòðèöà (A
′

IB)i ∈ R
nI×ni

B , ñî-ñòîÿùàÿ èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû A
′

IB ñ íîìåðàìè îò i∑

j=0

ñj
B äî i+1∑

j=0

ñj
B . Ýòî ïîçâîëÿåòáåç äîïîëíèòåëüíûõ êîììóíèêàöèé âûïîëíèòü îñòàâøèåñÿ îïåðàöèè (ïðîèçâåäåíèåè ðàçíîñòü ìàòðèö, ñì. ñîîòíîøåíèÿ (4)) äëÿ êàæäîé ìàòðèöû (A
′

IB)i íåçàâèñèìîíà íåñêîëüêèõ GPU, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèö Si
BB . Äàëåå�îðìèðóåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà äîïîëíåíèÿØóðà SBB (Øàã 4 âÀëãîðèòìå 2),ñîñòîÿùàÿ èç ëîêàëüíûõ Si

BB , ïðèíàäëåæàùèõ i-é ïîäîáëàñòè.Ëîêàëüíûå ìàòðèöû äîïîëíåíèÿ Øóðà Si
BB õðàíÿòñÿ â íåñæàòîì �îðìàòå.Ìàòðèöà SBB ïîñëå �îðìèðîâàíèÿ èç ëîêàëüíûõ Si

BB ïðåîáðàçóåòñÿ èç íåñæàòîãîê òîìó �îðìàòó, â êîòîðîì áóäåò íàèáîëåå óäîáíî ñ íåé ðàáîòàòü íà GPU, íàïðèìåðê CSR-�îðìàòó.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû âðåìåííûå çàòðàòû ïî ïàðàëëåëüíîìó �îðìèðîâàíèþ ìàò-ðèö äîïîëíåíèÿ Øóðà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïîäîáëàñòåé è GPU. Âî âòîðîé êî-ëîíêå ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà, âûïîëíÿåìîãî íà öåí-òðàëüíîì ïðîöåññîðå (Àëãîðèòì 1). Óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà (Àëãî-ðèòì 2), ðåàëèçîâàííîãî íà GPU, ïî îòíîøåíèþ ê CPU, îïðåäåëèì êàê s(np)CPU =
= tCPU/t(np)GPU , ãäå tCPU � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà, ðåà-



210 Ñ.Ï. ÊÎÏÛÑÎÂ È Ä�.ëèçîâàííîãî íà CPU, à t(np)GPU � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íà
np GPU. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåä¼ì óñêîðåíèå s(np)GPU = t(1)GPU/t(np)GPU .Â ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòàõ ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå ñîñòàâëÿåò s(8)GPU = 2.7è äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷èñëå ïîäîáëàñòåé nΩ = 16 , ïðè ýòîì â êàæäîé ïîäîáëàñòèíàõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïðèìåðíî ïî 11000 ÿ÷ååê ñåòêè. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû äî-ïîëíåíèÿ Øóðà íà äâóõ GPU ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþ s(2)GPU > 1.5 â çàâèñèìî-ñòè îò ÷èñëà ïîäîáëàñòåé. Èñïîëüçîâàíèå âîñüìè ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé äà¼òíàèìåíüøåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè íà GPU, íî äëÿ çàäà÷ ñ íåáîëü-øèì ÷èñëîì ÿ÷ååê â êàæäîé ïîäîáëàñòè (< 2500) , ÑPU-ðåàëèçàöèÿ îêàçûâàåòñÿý��åêòèâíåå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè áîëüøîãî ÷èñëà ñèñòåì óðàâíåíèé ìà-ëîé ðàçìåðíîñòè äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè òðåáóåòñÿ âðåìÿ íà êîïèðîâàíèå äàííûõìåæäó GPU è CPU, êîòîðîå ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì, ÷åì âðåìÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì. Äëÿîäíîãî GPU (ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñêîëüêèõ) çàòðàòû íà ðåøåíèå ñîêðàùàþòñÿ,íî íå ïîêðûâàþò çàòðàò íà èíèöèàëèçàöèþ è êîïèðîâàíèå.Ïîëó÷åííûå äàííûå ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì �îðìè-ðîâàíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áîëåå ñáàëàíñèðîâàííîãî èñïîëüçîâàíèÿ GPU è CPU â ãè-áðèäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.4. �åøåíèå èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà GPUÌàòðèöà äîïîëíåíèÿ Øóðà SBB ∈ R

N×N (äàëåå S = [sij ]) èìååò ïîðÿäîêè îáóñëîâëåííîñòü ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîé ìàòðèöû, è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé,ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé è ðàçðåæåííîé. �åøåíèå èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû ëè-íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (4) è ñèñòåì óðàâíåíèé èç ïðåäûäóùåãîðàçäåëà âûïîëíÿåòñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûì ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ íà GPU,ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ßêîáè èëè åãî áëî÷íûé àíàëîã. Îïòèìàëü-íûì âûáîðîì äëÿ âû÷èñëåíèé íà GPU íàì ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè,äëÿ êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíà àïïðîêñèìàöèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñè-ñòåìû [11℄. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè, âûçâàííûå ïåðåõîäîì ê ïðå-äîáóñëîâëåííîé ñèñòåìå, ñâîäÿòñÿ ê ìàòðè÷íî-âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ zk+1 =
= Mrk+1 .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ ñ äèà-ãîíàëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì (DIAG), ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì ïî ìåòîäó ñèì-ìåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (SSOR) è ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì,ïîñòðîåííûì ìàñøòàáèðîâàíèåì ñèñòåìû (DIP). Ê ñîæàëåíèþ, â íàøèõ ýêñïåðè-ìåíòàõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè, îñíîâàííûå íà àïïðîêñèìàöèè îáðàòíîé ìàòðèöû ñèñïîëüçîâàíèåì äîïîëíåíèÿ Øóðà, íå ïîêàçàëè ñðàâíèìóþ ý��åêòèâíîñòü âû÷èñ-ëåíèé íà ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèöàõ.Äèàãîíàëüíûé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü èìååò âèä:

M = M−1 = {mij}N
ij=1, mij =

{
s−1

ij , åñëè i = j;

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.Îïðåäåëèì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü SSOR ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìàòðèöà ñèñ-òåìû ïðåäñòàâèìà â âèäå S = L + D + LT , òîãäà
M = KKT , K =

1√
2 − ω

D̃(I + D̃−1L)D̃−1/2,èëè
K−1 =

√
2 − ω D̃1/2(I + D̃−1L)−1D̃−1,



ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß ØÓ�À 211Àëãîðèòì 3. Àëãîðèòì ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì1: S, M ∈ R
N×N {M �îðìèðóåòñÿ íà GPU, ìàòðèöû õðàíÿòñÿ â CSR-�îðìàòå}2: u, r, p, q, z ∈ R

N {Âåêòîðà õðàíÿòñÿ â ïàìÿòè GPU, êîïèè íà CPU íåò}3: r0 ← f {êîïèðîâàíèå âåêòîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ublasD
opy}4: u0 ← 0 {èíèöèàëèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà GPU}5: z0 ←Mr0 {âûïîëíÿåòñÿ íà GPU}6: p0 ← z0 {êîïèðîâàíèå âåêòîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ublasD
opy}7: ρ0 ← (r0, z0) {çäåñü è äàëåå (·, ·) =
∑
P

(·, ·)(P ) }8: while ||ri||2/||b||2 > ε do9: qi ← Spi {âûïîëíÿåòñÿ íà GPU}10: αi ← (ri, zi)/(qi, pi) {âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè 
ublasDdot}11: ui+1 ← ui + αipi {îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè 
ublasDasxpy}12: ri+1 ← ri − αiqi {îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè 
ublasDasxpy}13: zi+1 ←Mri+1 {âûïîëíÿåòñÿ íà GPU}14: ρi+1 ← (ri+1, zi+1) {âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè 
ublasDdot}15: βi+1 ← ρi+1/ρi16: pi+1 ← zi+1 + βi+1pi {ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå �óíêöèé 
ublasDs
al è
ublasDasxpy}17: end whileãäå 0 < ω < 2 , D̃ = (1/ω)D . Ïðèáëèæåííî îáðàòíóþ ìàòðèöó âû÷èñëèì, îãðàíè-÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè
K = K−1 ≈

√
2 − ω D̃−1/2(I − LD̃−1). (5)Òîãäà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü SSOR ïðèìåò âèä

M = K
T

K.Åñëè ïîëîæèòü ω = 1 â (5), ïîëó÷èì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü âèäà
K = D−1/2(I − LD−1)è, ñîîòâåòñòâåííî,
M = D1/2KK

T
D1/2.Ïðè ïîñòðîåíèè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ DIP ìàñøòàáèðóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó:

S̃ = D−1/2SD−1/2; f̃ = D−1/2f ; ũ = D1/2u;òîãäà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ïðèìåò âèä
M = (I − L̃T )(I − L̃).�åøåíèå èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû ìåòîäîì ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ ðàñïàðàëëå-ëåíî ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè CUDA äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà GPU. Âñå âñïîìîãàòåëüíûåìàññèâû, â ÷àñòíîñòè r , p , q , z , à òàêæå ìàòðèöà ñèñòåìû, ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü,âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé è âåêòîð ðåøåíèÿ õðàíÿòñÿ â ïàìÿòè ãðà�è÷åñêîãî óñêîðè-òåëÿ (ñì. Àëãîðèòì 3). Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäè-åíòîâ, ìàññèâ u , â êîòîðîì õðàíèòñÿ ïðèáëèæåíèå âåêòîðà ðåøåíèÿ, êîïèðóåòñÿâ ïàìÿòü CPU.Äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèé ñóììû, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîïèðîâàíèÿ âåê-òîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð èñïîëüçîâàëèñü �óíêöèè, ïðåäîñòàâëÿåìûå



212 Ñ.Ï. ÊÎÏÛÑÎÂ È Ä�.áèáëèîòåêîé CUBLAS. Ïðè âûïîëíåíèè ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âåê-òîð õðàíèòñÿ â òåêñòóðíîé ïàìÿòè, êîòîðàÿ êýøèðóåòñÿ, ÷òî äà¼ò áîëåå áûñòðûéäîñòóï è óìåíüøàåò âðåìåííûå çàòðàòû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé êîîðäèíàòû âåê-òîðà ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåòñÿ îò 2 äî 32 ïîòîêîâ â çàâèñèìîñòè îò ðàçðåæåííîñòèìàòðèöû. Âû÷èñëåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ âûïîëíÿåòñÿ ëèáî íà GPU, ëèáî íàCPU â çàâèñèìîñòè îò òèïà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ.Ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü SSOR âû÷èñëÿåòñÿ íà öåíòðàëüíîì ïðîöåññîðå. �àçðå-æåííîñòü ìàòðèöû K ðàâíà ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû S , è ïîýòîìó âûãîäíåå å¼òàêæå õðàíèòü â êîìïàêòíîì �îðìàòå. Òåîðåòè÷åñêè ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäè-åíòîâ ðåøàåò ñèñòåìó íå áîëåå ÷åì çà N èòåðàöèé. Ïóñòü ñèñòåìà ðåøàåòñÿ çà Ñèòåðàöèé, çíà÷èò, ïðè âû÷èñëåíèè K
T

K òðåáóåòñÿ N ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïðîèç-âåäåíèé ïëþñ Ñ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé zk+1 = Mrk+1 äëÿ ðåøåíèÿñèñòåìû ìåòîäîì ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ. Åñëè íå âû÷èñëÿòü M ÿâíî, à ïðî-èçâåäåíèå zk+1 = Mrk+1 çàìåíèòü íà äâà ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ z̃k+1 = Krk+1 è zk+1 = K
T
z̃k+1 , òî íàì ïîòðåáóåòñÿâñåãî 2Ñ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ÷òî ìåíüøå, ÷åì N + Ñ � ïðè íàõî-æäåíèè ìàòðèöû M â ÿâíîì âèäå. Ïîýòîìó ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõãðàäèåíòîâ ñ SSOR-ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì ïðîèçâåäåíèå zk+1 = Mrk+1 çàìåíåíîíà zk+1 = K

T
Krk+1 .Ìàñøòàáèðîâàíèå ñèñòåìû è âû÷èñëåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ DIP âûïîëíÿåò-ñÿ íà GPU. Êàê è â ñëó÷àå ñ SSOR, ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö ñîâïàäàþò, è îíè òàêæåõðàíÿòñÿ â ðàçðåæåííîì �îðìàòå. Ïðîèçâåäåíèå zk+1 = Mrk+1 òàêæå çàìåíÿåìíà äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ y = (I − L̃)rk+1 è

zk+1 = (I − L̃T )y , âûïîëíÿåìûõ íà GPU.Ïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ SSOR ñîêðàùàåò ÷èñëî èòåðàöèé ïðè ðåøå-íèè ñèñòåìû â ïîëòîðà ðàçà (îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè äëÿ äàííîé çàäà÷è
ω = 0.5), ÷òî ïîçâîëÿåò ïîêðûòü çàòðàòû íà åãî ñîçäàíèå è âûïîëíåíèå äîïîëíè-òåëüíîãî ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî íåò âûèãðûøà ïîâðåìåíè âû÷èñëåíèé â ñðàâíåíèè ñ äèàãîíàëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì. Àíàëî-ãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ñèñòåì ðàçðûâíîãî ìåòîäà �àë¼ðêèíà [11℄.Îäíàêî îòëè÷èå â ñâîéñòâàõ ìàòðèöû S è ìàòðèö ñèñòåì ðàçðûâíîãî ìåòîäà�àë¼ðêèíà ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ÷èñëî èòåðàöèé ïðè èñïîëüçîâàíèèïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ DIP, êîòîðîå ñòàëî ïðèìåðíî ðàâíûì èõ ÷èñëó â ñëó÷àå èñ-ïîëüçîâàíèÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ SSOR.Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû (4) ðåàëèçîâàí áëî÷íûé àëãîðèòì ñîïðÿ-æåííûõ ãðàäèåíòîâ, èñïîëüçóþùèé np ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé. Ïðè ðàçäåëåíèèíà áëîêè Sk , k = 1, . . . , np , ìàòðèöå S ñèñòåìû (4) ñîîòâåòñòâîâàë ãðà�, èìåþ-ùèé ÷èñëî âåðøèí, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè S . Êàæäîé âåðøèíå ãðà�à ìàòðèöû S ,íà îñíîâå âû÷èñëåííîãî ðàçäåëåíèÿ ìíîãîóðîâíåâûì àëãîðèòìîì [12℄, ñòàâèòñÿ âñîîòâåòñòâèå íîìåð ãðà�è÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ (äàëåå â òåðìèíàõ ðàñêðàøèâàíèÿãðà�îâ � ¾öâåò¿). Âåðøèíû ðàñêðàøåííîãî ãðà�à ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà âíóòðåííèåè ãðàíè÷íûå (ñâÿçàííûå õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé, èìåþùåé äðóãîé ¾öâåò¿).Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðàçäåëåíèÿ â êàæäîì áëîêå Sk âûäåëÿëîñü íåñêîëüêîìàòðèö: S

[ik,ik]
k � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ñâÿçûâàþò âíóòðåííèå âåðøèíû âáëîêå; S

[ik,bk]
k , S

[bk,ik]
k � ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùèå âíóòðåííèå âåðøèíû ñ ãðàíè÷-íûìè; S

[bk,bm]
k � ìàòðèöà, ñâÿçûâàþùàÿ ãðàíè÷íûå âåðøèíû k -ãî áëîêà ñ ãðà-íè÷íûìè âåðøèíàìè m-ãî áëîêà. Çäåñü k 6= m è k, m ∈ [1, np] , ãäå np � ÷èñëîáëîêîâ.



ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß ØÓ�À 213Òàáë. 2Âðåìÿ ðåøåíèÿ èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû, ÷:ìèí:ñ
nΩ CPU 1 GPU 2 GPU 4 GPU 6 GPU 8 GPU
16 > 8:00:00 0:15:12 0:07:01 0:03:25 0:04:41 0:04:24
32 > 8:00:00 0:16:23 0:10:30 0:07:10 0:05:17 0:04:34
64 5:01:07 0:04:47 0:02:54 0:01:38 0:01:22 0:01:12
128 � � 0:02:07 0:01:18 0:01:06 0:01:00
256 � � 0:01:46 0:01:10 0:01:01 0:00:56
512 � � 0:01:25 0:01:03 0:00:56 0:00:53
1024 1:48:22 0:01:09 0:01:16 0:00:59 0:00:54 0:00:52Çàïèøåì ìàòðèöó S â âèäå

S =




S
[i1,i1]
1 S

[i1,b1]
1 · · · 0 0 · · · 0 0

S
[b1,i1]
1 S

[b1,b1]
1 · · · 0 S

[b1,bk]
1 · · · 0 S

[b1,bnp ]

1... ... . . . ... ... ... ... ...
0 0 · · · S

[ik,ik]
k S

[ik,bk]
k · · · 0 0

0 S
[bk,b1]
k · · · S

[bk,ik]
k S

[bk,bk]
k · · · 0 S

[bk,bnp ]

k... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 · · · 0 0 · · · S

[inp ,inp ]
np S

[inp ,bnp ]
np

0 S
[bnp ,b1]
np · · · 0 S

[bnp ,bk]
np · · · S

[bnp ,inp ]
np S

[bnp ,bnp ]
np




.

Ïðè âûïîëíåíèè ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû S íà âåêòîð
pT =

(
pi
1, pb

1, . . . , pi
k, pb

k, . . . , pi
np

, pb
np

) íà êàæäîì GPU âû÷èñëÿþòñÿ äâà ïîäâåê-òîðà
qb
k = S

[bk,ik]
k pi

k +

m6np∑

m=1

S
[bk,bm]
k pb

m; qi
k = S

[ik,ik]
k pi

k + S
[ik,bk]
k pb

k, (6)ãäå k � íîìåð GPU. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâî-ëÿåò ñíèçèòü çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ îáìåíîì ìåæäó áëîêàìè íà êàæäîé èòåðàöèèìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, òàê êàê äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäóþùèõ îïåðàöèéñ âåêòîðàìè òðåáóåòñÿ îáìåí qb
k , êîòîðûå ïðè ìèíèìèçàöèè ãðàíèö èìåþò ðàçìåðãîðàçäî ìåíüøèé, ÷åì ðàçìåð q .�åøåíèå ÑËÀÓ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ òðåáóåò ìåíüøå âðåìåííûõçàòðàò â ñëó÷àå àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî GPU (ñì. òàáë. 2), ïðè ýòîì óñêîðå-íèå ñîñòàâëÿåò s(1)CPU = 72 ïðè ðàçäåëåíèè íà 16 ïîäîáëàñòåé, è s(1)CPU = 94ïðè ðàçäåëåíèè íà 1024 ïîäîáëàñòè. Èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ GPU äà¼ò ìàêñè-ìàëüíûå óñêîðåíèÿ s(8)CPU = 251 äëÿ nΩ = 64 è s(8)GPU = 3.5 äëÿ nΩ = 16 .Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïîäîáëàñòåé êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ïîëó÷åííîéìàòðèöå äîïîëíåíèÿ Øóðà óìåíüøàåòñÿ, ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ý��åêòèâíîñòüèñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ GPU äëÿ ðåøåíèÿ èíòåð�åéñíîé ñèñòåìû ñíèæàåòñÿ.Òàê, íàïðèìåð, ïðè ðàçäåëåíèè íà 1024 ïîäîáëàñòè s(8)GPU = 1.3 . Øàã 6 â Àë-ãîðèòìå 1, îòâå÷àþùèé çà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íà âíóòðåííèõ óçëàõ, òàêæå âû-ïîëíÿåòñÿ íà GPU. Ïðîèçâåäåíèå A−1

II fI óæå âû÷èñëåííî íàØàãå 4, ìàòðèöà A
′

IBïîëó÷åíà íà Øàãå 2. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñäåëàòü ëèøü äâå îïåðàöèè: ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è ðàçíîñòü âåêòîðîâ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íà GPU.Â õîäå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñóì-ìàðíîãî âðåìåíè �îðìèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû äëÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà (4)ïîëó÷åíû ïðè nΩ = 1024 (ñì. òàáë. 1 è 2). Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ øàãîâ òîëüêî



214 Ñ.Ï. ÊÎÏÛÑÎÂ È Ä�.öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðîì ïîòðåáîâàëñÿ 1 ÷ 48 ìèí. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ òîëü-êî îäíîãî GPU äëÿ �îðìèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ÑËÀÓ çàòðàòû ñîêðàòèëèñü â 22ðàçà. Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèé íà ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ ïîëó÷åíî íàâîñüìè GPU: t(8)GPU = 2 ìèí. Ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû (4) íà öåíòðàëüíîì ïðîöåñ-ñîðå è ðåøåíèå íà îäíîì ãðà�è÷åñêîì óñêîðèòåëå âûïîëíåíî çà ïîëòîðû ìèíóòû.Íàèìåíüøèå ñóììàðíûå çàòðàòû ïîòðåáîâàëèñü ïðè �îðìèðîâàíèè ñèñòåìû íàCPU è å¼ ðåøåíèè íà âîñüìè GPU.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ìå-òîäà, èñïîëüçóþùåãî äîïîëíåíèÿØóðà, îïòèìàëüíûé âûáîð àëãîðèòìà çàâèñèò îò÷èñëà è ðàçìåðà ïîäîáëàñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ðàñ÷¼òíàÿ ñåòêà. Åñëè â îä-íîé ïîäîáëàñòè íàõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî ÿ÷ååê ñåòêè (< 5000), òîäëÿ �îðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû äîïîëíåíèÿ Øóðà ý��åêòèâíåå èñïîëüçîâàòü ïðÿìûåìåòîäû íàõîæäåíèÿ îáðàòíûõ ìàòðèö è, êàê ñëåäñòâèå, çàäåéñòâîâàòü òîëüêî CPU.Ïðè áîëüøèõ ðàçìåðàõ ïîäîáëàñòåé íàèáîëåå ý��åêòèâíû èòåðàöèîííûå àëãî-ðèòìû, èñïîëüçóþùèå äëÿ âû÷èñëåíèé íåñêîëüêî GPU. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâ-íåíèé äîïîëíåíèé Øóðà ý��åêòèâíåå ïðîèçâîäèòü íà GPU. Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿðåøåíèÿ ñîêðàùàåòñÿ â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç.Ìåòîä äîïîëíåíèÿØóðà ñëåäóåò ïðèìåíÿòü äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áîëåå ñáàëàíñèðî-âàííîãî èñïîëüçîâàíèÿ GPU è CPU íà ãèáðèäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ïðèðåøåíèè ÑËÀÓ è â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ.Îòìåòèì íåêîòîðûå èç âîçìîæíûõ îáîáùåíèé ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Âñåïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû îáîáùàþòñÿ áåç èçìåíåíèé íà ñëó÷àé, êîãäàïîäìàòðèöà A22 â (1) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé. Ñèñòåìû òàêîãî òèïà âîçíèêàþò, íà-ïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöûäîïîëíåíèÿ Øóðà ïðè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîä áèñîïðÿ-æåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè â âèäå (6). Äëÿ îá-ðàùåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ïîäìàòðèö A11 â ðàìêàõ Àëãîðèòìîâ 1, 2 ðàçëîæå-íèå Õîëåññêîãî íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà LU-�àêòîðèçàöèþ. Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé,â êîòîðûõ áëîê A11 âûðîæäåí, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îáðàùåíèÿ ìîæåò áûòüçàìåí¼í íà ïñåâäîîáðàùåíèå Ìóðà �Ïåíðîóçà, îñòàëüíûå ðåàëèçàöèè ìàòðè÷íûõîïåðàöèé íà CPU èëè GPU îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûïîëíåíû íà óçëàõ ãèáðèäíîãî êëàñòåðà¾Óðàí¿ ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâà ïðîöåññîðà Intel XeonE5675, âîñåìü ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé NVIDIA Tesla M2090.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ � 18 ïðè ïîääåðæêåÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò 12-Ï-1-1005) è �ÔÔÈ (ïðîåêò � 11-01-00275-a).SummaryS.P. Kopysov, I.M. Kuzmin, N.S. Nedozhogin, A.K. Novikov. Parallel Algorithms forConstru
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