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ÓÄÊ 519.853+519.68Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÓÄÎÂËÅÒÂÎ�ÈÒÅËÜÍÎÉÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎ�Î ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÏ�È �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈÀ.À. ÀíäðèàíîâàÀííîòàöèÿ�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ è ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîéàïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Çàìåíàâ õîäå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà íà åãî óäîâëåòâîðèòåëüíóþ àïïðîêñè-ìàöèþ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîíå÷íûå àëãîðèòìû ìåòîäîâ âíóòðåííåé è âíåøíåé òî÷åê(ìåòîäîâ øòðà�íûõ �óíêöèé èëè ìåòîäîâ öåíòðîâ) ñ êðèòåðèåì îñòàíîâêè, ãàðàíòèðóþ-ùèì âûïîëíåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äî-ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé óäîâëåòâîðèòåëüíûõ àïïðîêñè-ìàöèé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ñ�îðìóëèðîâàí îäèí èç ðåàëèçóåìûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà,êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ, ãàðàíòèðóþùèõ ïîëó÷åíèå çà-äàííîé òî÷íîñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ìåòîäøòðà�íûõ �óíêöèé, ìåòîä öåíòðîâ, ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ðåàëèçóåìûå êðèòåðèè îñòà-íîâêè. ÂâåäåíèåÏðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé ìèíèìèçàöèè ñâÿçàíî íå ñòîëü-êî ñ ïîëó÷åíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñêîëüêî ñ íàõîæäåíèåì ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 . Ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìåòî-äîâ îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, îñòàíîâêó âû÷èñëåíèéïðîèçâîäÿò íà îñíîâàíèè êðèòåðèåâ áëèçîñòè ê îïòèìóìó. Îäíàêî äîâîëüíî ÷àñòîýòè êðèòåðèè îêàçûâàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè è èõ ïðèìåíåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê âû-áîðó òî÷êè, äàëåêîé îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ, êîòîðûå èìåþò ïðîñòûå êðèòåðèè ïðîâåðêè äîñòèæåíèÿçàäàííîé òî÷íîñòè, ãàðàíòèðîâàíî âûïîëíÿþùèåñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðà-öèé ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà.Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðàçðàáîòêå òàêèõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àëñÿ â àïïðîêñèìà-öèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Îí áûë ïðèìåíåí ïî îòäåëüíîñòè â ìåòîäàõïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè [1�3℄ � â ìåòîäå øòðà�íûõ �óíêöèé[4, 5℄ è â ìåòîäå öåíòðîâ (ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè) [6�8℄. Äàííûé ïîäõîäçàêëþ÷àëñÿ â çàìåíå èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è íà åãî àïïðîêñè-ìàöèþ (âëîæåííîå èëè îêàéìëÿþùåå ìíîæåñòâî) è â ðåøåíèè ïîñòðîåííîé òàêèìîáðàçîì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îäíèì èç óêàçàííûõ âûøå ìåòîäîâ. Ñïîñîá ïî-ëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè â ýòîì ñëó÷àå ñèëüíî çàâèñåë îò ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäàîïòèìèçàöèè. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ãàðàíòèðóåòñÿ ïî-ëó÷åíèå òî÷êè èç ðàçíîñòè èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è åãî àïïðîêñèìàöèè,



ÓÄÎÂËÅÒÂÎ�ÈÒÅËÜÍÀß ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß. . . 191÷òî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé è ãàðàíòèåé çàäàííîé òî÷íîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîèçâîäèòñÿ îáîáùåíèå äàííîãî ïîäõîäà ïóòåì ââåäåíèÿïîíÿòèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷èìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-âèé çàäàíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ è �îðìóëèðîâêè îáîáùåííîé ñõåìû ïðèìåíåíèÿ àï-ïðîêñèìàöèé â ìåòîäàõ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (âíóòðåííåéè âíåøíåé òî÷êè) ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ε-ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè çà êîíå÷íîå÷èñëî øàãîâ. Ââîäíûå ïîëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âíåøíåé òî÷êèïðè òàêîì ïîäõîäå áûëè ðàññìîòðåíû â [9℄.Ïðè ïîñòðîåíèè ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ íà áàçå äàííîé ñõåìû ïðåäïîëàãà-åòñÿ èñïîëüçîâàòü àïðèîðíûå çíàíèÿ î öåëåâîé �óíêöèè è �óíêöèÿõ-îãðàíè÷åíèÿõçàäà÷è îïòèìèçàöèè � êîíñòàíò Ëèïøèöà, ñèëüíîé âûïóêëîñòè, (ρ, β, λ)-àïïðîê-ñèìèðóåìîñòè èëè ñèëüíîé êâàçèâûïóêëîñòè. Òàêèå êîíñòàíòû íåðåäêî èñïîëüçó-þòñÿ äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òîãî èëè èíîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè (ñì.,íàïðèìåð, â [1�3, 10℄). Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì îöåíêè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíûäëÿ �îðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé. Îáû÷íî òàêèå îöåíêè ñóùå-ñòâåííî çàâèñÿò îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè,÷òî ïîçâîëÿåò èõ èñïîëüçîâàòü òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî â àëãîðèòìàõ íà áàçå ýòîãîìåòîäà. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñõåì, ïðåäëàãàåìûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ÿâ-ëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûé äëÿ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèèñïîñîá ïðèìåíåíèÿ àïðèîðíî çàäàííûõ êîíñòàíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõàëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñ ãàðàíòèåé äîñòèæåíèÿ òðå-áóåìîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:
min{f(x), x ∈ D}, (1)ãäå D = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} , öåëåâàÿ �óíêöèÿ f è �óíêöèè-îã-ðàíè÷åíèÿ fi , i = 1, . . . ,m , îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â n-ìåðíîì åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå Rn è ïðèíàäëåæàò êëàññó �óíêöèé, êàæäûé ëîêàëüíûé ìèíèìóìêîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì, ìíîæåñòâî D ðåãóëÿðíî ïî Ñëåéòåðó, òî åñòü ñó-ùåñòâóåò òî÷êà y ∈ D , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà fi(y) < 0 äëÿ âñåõ

i = 1, . . . ,m .Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è 1 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 . Ââåäåìñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
f∗ = min{f(x), x ∈ D},

X∗

ε = {x ∈ D : f(x) ≤ f∗ + ε}, X
∗

ε = {x ∈ Rn : |f(x) − f∗| ≤ ε}.Ìíîæåñòâî X∗

ε ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε-ðåøåíèé çàäà÷è (1), à â ìíîæåñòâî X
∗

εâõîäÿò è òå òî÷êè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ýòî ìíîæåñòâî ïðèíÿòîíàçûâàòü ìíîæåñòâîì ε-ïñåâäîðåøåíèé çàäà÷è (1). Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî
f∗ > −∞ , ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ è ìíîæåñòâî X∗

ε ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Áóäåìòàêæå ïîëàãàòü, ÷òî àáñîëþòíûé ìèíèìóì öåëåâîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ çà ïðå-äåëàìè ìíîæåñòâà D , îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà îïòèìóìà ëåæèò íàãðàíèöå ìíîæåñòâà D . Ñëó÷àé ïðèíàäëåæíîñòè îïòèìóìà âíóòðåííîñòè ìíîæå-ñòâà D ðàññìàòðèâàëñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäà öåíòðîâ â [11℄; ïðè îïðåäåëåííûõóñëîâèÿõ îí ìîæåò áûòü ñâåäåí ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïî-ñòðîåííîé âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè.Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷êó z èç ìíîæåñòâà X∗

ε ëèáî èç ìíîæåñòâà X ∗

ε .



192 À.À. ÀÍÄ�ÈÀÍÎÂÀ2. Ïîíÿòèå ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèèäîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàÎïðåäåëåíèå 1. Âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøå-íèé D çàäà÷è (1) íàçîâåì ìíîæåñòâî G1 âèäà {x ∈ Rn : ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r} ,äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ G1 6= ∅ è G1 ⊂ D . Çäåñü ϕi , i = 1, . . . , r , �íåïðåðûâíûå â Rn �óíêöèè, îòëè÷íûå îò fi , i = 1, . . . ,m , êàæäûé ëîêàëüíûéìèíèìóì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì.Çàìåíèì èñõîäíóþ çàäà÷ó (1) íà ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó
min{f(x), x ∈ G1}, (2)ãäå G1 � âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1). Äëÿ çàäà÷è (2)ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà è ìíîæåñòâà òî÷åê, êîòîðûåâõîäÿò â ¾ïîëîñêó¿, îáðàçîâàííóþ ðàçíîñòüþ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà D è âíóòðåííåéàïïðîêñèìàöèè G1 :

x∗(G1) = argmin{f(x), x ∈ G1},

Qin(G1) = {x ∈ D : f(x) ≤ f(x∗(G1))}.Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåéäîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è (1) âíóòðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ G1 ìíîæå-ñòâà D , äëÿ êîòîðîé Qin(G1) ⊂ X∗

ε .Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî,÷òîáû ìíîæåñòâî G1 ÿâëÿëîñü âíóòðåííåé ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåéìíîæåñòâà D çàäà÷è (1).Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî G1 ⊂ D ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ε-óäîâëåòâîðèòåëü-íîé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G1 ∩X∗

ε 6= ∅.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G1 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ε-óäîâëå-òâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D äëÿ çàäà÷è (1). Ñîãëàñíî îïðåäåëå-íèþ 2 Qin(G1) ⊂ X∗

ε . Äëÿ ðåøåíèÿ x∗(G1) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2) ñïðàâåäëè-âû âêëþ÷åíèÿ x∗(G1) ∈ G1 , x∗(G1) ∈ Qin(G1) . Îòñþäà, ïîñêîëüêó Qin(G1) ⊂ X∗

ε ,ñëåäóåò, ÷òî x∗(G1) ∈ G1 ∩X∗

ε , òî åñòü G1 ∩X∗

ε 6= ∅ . Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G1 � íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæå-ñòâà D è èìååò ìåñòî G1 ∩X
∗

ε 6= ∅ . Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó y ∈ G1 ∩X
∗

ε .Òàê êàê y ∈ G1 , òî f(x∗(G1)) ≤ f(y) , ïîñêîëüêó x∗(G1) � ðåøåíèå çàäà÷è (2).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, y ∈ X∗

ε , ÷òî îçíà÷àåò ïðîäîëæåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà:
f(x∗(G1)) ≤ f(y) ≤ f∗ + ε . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x ∈ Qin(G1) áóäåò ñïðàâåä-ëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ f(x) ≤ f(x∗(G1)) ≤ f∗ + ε , òî åñòü Qin(G1) ⊂ X∗

ε .Îïèøåì îáùóþ ñõåìó èñïîëüçîâàíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àï-ïðîêñèìàöèè ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) 
 òî÷íî-ñòüþ ε > 0 .Ïóñòü â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2) âûáðàí íåêîòî-ðûé ìåòîä âíåøíåé òî÷êè èç êëàññà ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìè-íèìèçàöèè (ìåòîä öåíòðîâ, ìåòîä øòðà�íûõ �óíêöèé èëè ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèèöåëåâîé �óíêöèè). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ G1 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àá-ñîëþòíîãî ìèíèìóìà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííîé ñâåðòûâàþùåé �óíêöèè,çàâèñÿùåé îò öåëåâîé �óíêöèè è �óíêöèé-îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (2).



ÓÄÎÂËÅÒÂÎ�ÈÒÅËÜÍÀß ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß. . . 193Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãîìíîæåñòâà.Ïóñòü âûáðàíû ìíîæåñòâî G1 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñè-ìàöèÿ ìíîæåñòâà D , à òàêæå ìåòîä âíåøíåé òî÷êè A ñî ñâåðòûâàþùåé �óíêöèåé
F (x, f,Ψ(G1), η) , ãäå Ψ(G1) � ñïîñîá ó÷åòà â ñâåðòûâàþùåé �óíêöèè äîïóñòè-ìîãî ìíîæåñòâà (îáû÷íî çàäàåòñÿ â âèäå �óíêöèè-ñâåðòêè îãðàíè÷åíèé), η �íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè. Çàäàäèì ñïîñîá âûáîðàóïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ B , çàâèñÿùèé îò âûáðàííîãî ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè A .Ïîëàãàåì k = 0 .Åñëè ïîëó÷åíà òî÷êà xk (k ≥ 0), òî ïîëó÷åíèå òî÷êè xk+1 ïðîèçâîäèòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì.1. Ïî ñïîñîáó B îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíîé íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ηk .2. Ñòðîèòñÿ �óíêöèÿ F (x, f,Ψ(G1), ηk) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäó A .3. Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f,Ψ(G1), ηk), x ∈ Rn} .4. Åñëè xk+1 ∈ D , òî xk+1 ∈ X∗

ε . Îñòàíîâ. Çàäà÷à (1) ðåøåíà.5. Ïîëàãàåòñÿ k = k + 1 . Ïåðåõîä ê øàãó 1.Â êà÷åñòâå ìåòîäà A ìîæåò áûòü âûáðàí ìåòîä øòðà�íûõ �óíêöèé, ìåòîäâíåøíèõ öåíòðîâ èëè ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè. Êàæäûé èç óêà-çàííûõ ìåòîäîâ èìååò íåñêîëüêî ðàçíûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ñâåðòûâàþùåé �óíêöèè
F (x, f,Ψ(G1), η) è �óíêöèè Ψ(G1) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïðàâèë âûáîðà íîâûõçíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ η (ñì., íàïðèìåð, â [1�3℄). Ïðèâåäåì äàëååíåêîòîðûå èç íèõ.Ìåòîä øòðà�íûõ �óíêöèé. Óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì äëÿ ìåòîäà øòðà�-íûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ øòðà�íîé êîý��èöèåíò α > 0 . Òðàäèöèîííûé ñïîñîá âû-áîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (ñïîñîá B îáùåé ñõåìû) äëÿ ìåòîäà øòðà�íûõ �óíêöèéçàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: αk+1 > αk ∀k ≥ 0 , αk → ∞ ïðè k → ∞ . Â êà÷åñòâåñâåðòûâàþùèõ �óíêöèé ìåòîäà øòðà�íûõ �óíêöèé ïðè ñïîñîáå ó÷åòà îãðàíè÷å-íèé (Ψ(G1)) ψ(x) = max{ϕi(x), i ∈ 1, . . . , r} ìîæíî èñïîëüçîâàòü (q ≥ 1) :

F 1
1 (x) = f(x) + α(max{0, ψ(x)})q,

F 1
2 (x) = f(x) + α

r∑

i=1

(max{0, ϕi(x)})
q .Ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè. Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð äàí-íîãî ìåòîäà β ñâÿçàí ñî çíà÷åíèÿìè öåëåâîé �óíêöèè â òî÷êàõ ãåíåðèðóåìîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè. Â áîëüøèíñòâå ìåòîäîâ ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè â êà-÷åñòâå ñïîñîáà �èêñàöèè ýòîãî ïàðàìåòðà (ñïîñîá B îáùåé ñõåìû) èñïîëüçóåòñÿïðàâèëî βk+1 = βk + min{F (x, f,Ψ(G1), ηk), x ∈ Rn} ïðè β0 ≤ f∗ . Äëÿ óñêîðåíèÿïðîöåññà ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü åùå îäèí óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð α > 0 ,àíàëîãè÷íûé øòðà�íîìó êîý��èöèåíòó.Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñâåðòûâàþùèõ �óíêöèé ïðè ñïîñîáå ó÷åòà îãðàíè÷åíèé(Ψ(G1)) ψ(x) = max{ϕi(x), i ∈ 1, . . . , r} , êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ìåòîäå ïàðàìåò-ðèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè, ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå (q ≥ 1):

F 2
1 (x) = max{0, f(x) − β} + αmax({0, ψ(x)})q,

F 2
2 (x) = max{0, f(x) − β} + α

r∑

i=1

(max{0, ϕi(x)})
q.Îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè äàâíî èìååò ñîá-ñòâåííîå íàçâàíèå � ìåòîä öåíòðîâ è èìååò ñëåäóþùóþ ñâåðòûâàþùóþ �óíêöèþ:

F 3(x) = max{f(x) − β, αψ(x)}.



194 À.À. ÀÍÄ�ÈÀÍÎÂÀÄîêàæåì äàëåå, ÷òî ïðèìåíåíèå îáùåé ïðîöåäóðû ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè ñ àï-ïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëèò ïîëó÷èòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòå-ðàöèé òî÷êó z ∈ X∗

ε .Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò íîìåð K ≥ 0 , äëÿ êîòîðîãî áóäóò âûïîëíåíû óñëî-âèÿ øàãà 4 îáùåé ñõåìû ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãîìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì xK+1 ∈ X∗

ε .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 óñëîâèÿ øàãà 4 íåâûïîëíÿþòñÿ. Èññëåäóåì ñâîéñòâà ïîñòðîåííîé ïî îáùåé ñõåìå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè òî÷åê {xk} . Ñîãëàñíî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì ìåòîäîâ âíåøíåé òî÷êè (ñì.,íàïðèìåð, [1, 2, 11, 14℄ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìè-íèìèçàöèè) ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.1) f(xk) ≤ f(x∗(G1)) äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . ., ïðè÷åì f(xk) → f(x∗(G1)) ïðè
k → ∞ ;2) ρ(xk, G1) → 0 ïðè k → ∞ , ãäå ρ(x,G1) = min{‖y − x‖, y ∈ G1} � ðàññòîÿíèåîò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà G1 .Â ñèëó óñëîâèÿ 2, íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé-îãðàíè÷åíèé ϕi , i = 1, . . . , r , çà-äà÷è (2) è óñëîâèÿ Ñëåéòåðà äëÿ ìíîæåñòâà D íàéäåòñÿ íîìåð K ≥ 0 òàêîé, ÷òî
xK ∈ D , òî åñòü áóäåò ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî óñëîâèÿøàãà 4 îáùåé ñõåìû íå âûïîëíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì â ñèëó óñëîâèÿ 1 áóäåò ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî f(xK) ≤ f(x∗(G1)) , òî åñòü xK ∈ Qin(G1) , ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèè îçíà÷àåò, ÷òî xK ∈ X∗

ε .3. Ïîíÿòèå ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèèäîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàÎïðåäåëåíèå 3. Âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Dçàäà÷è (1) íàçîâåì ìíîæåñòâî G2 âèäà {x ∈ Rn : ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r} , äëÿêîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå D ⊂ G2 . Çäåñü ϕi , i = 1, . . . , r , � íåïðåðûâíûå â
Rn �óíêöèè, îòëè÷íûå îò fi , i = 1, . . . ,m , êàæäûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì êîòîðûõÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì.Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è (1) áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

min{f(x), x ∈ G2}, (3)ãäå G2 � âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1). Ââåäåì ñëåäóþùèåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (3) è ìíîæåñòâà åå ε-ðåøåíèé:
x∗(G2) = argmin{f(x), x ∈ G2},

Qout(G2) = {x ∈ G2 : f(x) ≤ f(x∗(G2)) + ε}.Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé äî-ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è (1) âíåøíþþ àïïðîêñèìàöèþ G2 , äëÿ êîòîðîé
Qout(G2) ⊂ X

∗

ε .Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî,÷òîáû ìíîæåñòâî G2 ÿâëÿëîñü ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåéìíîæåñòâà D çàäà÷è (1).Òåîðåìà 3. Âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è (1)
G2 = {x ∈ Rn : ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r} ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà Qout(G2) ∩X

∗

ε 6= ∅ .



ÓÄÎÂËÅÒÂÎ�ÈÒÅËÜÍÀß ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß. . . 195Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåø-íÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D äëÿ çàäà÷è (1). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4
Qout(G2) ⊂ X

∗

ε . Âîçüìåì òî÷êó-îïòèìóì çàäà÷è (1) x∗ ∈ Argmin{f(x), x ∈ D} .Î÷åâèäíî, ÷òî x∗ ∈ X∗

ε . Äëÿ ðåøåíèÿ x∗(G2) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (3) ñïðà-âåäëèâî âêëþ÷åíèå x∗(G2) ∈ Qout(G2) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x∗(G2) ∈ X
∗

ε , òàêêàê G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Ñîãëàñíîïîñëåäíåìó âêëþ÷åíèþ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x∗(G2)) − f(x∗)| ≤ ε , èëè
f(x∗) ≤ f(x∗(G2)) + ε . Ïîñêîëüêó x∗ ∈ G2 , ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
x∗ ∈ Qout(G2) . Òàêèì îáðàçîì, x∗ ∈ Qout(G2) ∩X∗

ε . Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G2 � íåêîòîðàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà Dè Qout(G2) ∩X∗

ε 6= ∅ . Îáîçíà÷èì òî÷êó, âõîäÿùóþ â ýòî ïåðåñå÷åíèå, ÷åðåç x . Òàêêàê x ∈ X∗

ε , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f(x∗) ≤ f(x) , ãäå x∗ ∈ Argmin{f(x), x ∈ D} .Ïîñêîëüêó, êðîìå òîãî, x ∈ Qout(G2) , ïîëó÷èì, ÷òî
f(x∗) ≤ f(x) ≤ f(x∗(G2)) + ε. (4)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x∗ ∈ Qout(G2) .Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó y ∈ Qout(G2) . Äëÿ ýòîé òî÷êè èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî f(x∗(G2)) ≤ f(y) ≤ f(x∗(G2)) + ε , ÷òî ñîãëàñíî (4) äåëàåò ñïðàâåäëè-âîé ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ: f(x∗) − ε ≤ f(x∗(G2)) ≤ f(y) ≤ f(x∗(G2)) +

+ ε ≤ f(x∗) + ε , òî åñòü |f(y) − f(x∗)| ≤ ε , èëè y ∈ X
∗

ε . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòèâûáîðà òî÷êè y ∈ Qout(G2) , ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî Qout(G2) ⊂ X
∗

ε , òîåñòü ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4 ìíîæåñòâî G2 ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåø-íåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D .Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî D çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ε-óäî-âëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ìíîæåñòâà G2 . Äåéñòâèòåëüíî,ïîñêîëüêó Qout(G2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî ε-ðåøåíèé äëÿçàäà÷è (3), íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èç òåîðåìû 1 â ýòîì ñëó÷àå �îðìó-ëèðóåòñÿ êàê D ∩ Qout(G2) 6= ∅ . Ïîñêîëüêó G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåøíÿÿàïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3 Qout(G2) ∩ X∗

ε 6= ∅ . Îòñþäàñ ó÷åòîì X∗

ε ⊂ D , î÷åâèäíî, D ∩Qout(G2) 6= ∅ .Ñ�îðìóëèðóåì îáùóþ ñõåìó èñïîëüçîâàíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àï-ïðîêñèìàöèè ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) 
 òî÷íî-ñòüþ ε > 0 .Ïóñòü â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (3) âûáðàí íåêîòî-ðûé ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè èç êëàññà ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìè-íèìèçàöèè (ìåòîä öåíòðîâ, ìåòîä áàðüåðíûõ �óíêöèè). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâñòðîèòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ G2 , êàæäàÿ èçêîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåí-íîé ñâåðòûâàþùåé �óíêöèè, çàâèñÿùåé îò öåëåâîé �óíêöèè è �óíêöèé-îãðàíè-÷åíèé çàäà÷è (3).Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòè-ìîãî ìíîæåñòâà.Ïóñòü âûáðàíî ìíîæåñòâî G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿìíîæåñòâà D , à òàêæå ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè A ñî ñâåðòûâàþùåé �óíêöèåé
F (x, f,Ψ(G2), η) , ãäå Ψ(G2) � ñïîñîá ó÷åòà â ñâåðòûâàþùåé �óíêöèè äîïóñòè-ìîãî ìíîæåñòâà, η � íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè.Çàäàäèì ñïîñîá âûáîðà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ B , çàâèñÿùèé îò âûáðàííîãîìåòîäà A . Ïîëàãàåì k = 0 .



196 À.À. ÀÍÄ�ÈÀÍÎÂÀÅñëè ïîëó÷åíà òî÷êà xk (k ≥ 0), òî ïîëó÷åíèå òî÷êè xk+1 ïðîèçâîäèòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì.1. Ïî ñïîñîáó B îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíîé íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ηk .2. Ñòðîèòñÿ �óíêöèÿ F (x, f,Ψ(G2), ηk) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäó A .3. Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f,Ψ(G2), ηk), x ∈ Rn} .4. Åñëè xk+1 /∈ D , òî xk+1 ∈ X
∗

ε . Îñòàíîâ.5. Ïîëàãàåòñÿ k = k + 1 . Ïåðåõîä ê øàãó 1.Îáîñíîâàíèå ðàáîòû îáùåé ñõåìû ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåéìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ, èìåþùèõ ìåñòî äëÿâñåõ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð, [1�3, 12℄). Â êà÷åñòâå ìåòîäà Aìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîä âíóòðåííèõ öåíòðîâ è ìåòîä áàðüåðíûõ �óíê-öèé, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âèäîâ ñâåðòûâàþùåé �óíêöèè
F (x, f,Ψ(G2), ηk) ñ ñîáñòâåííûìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ η(ñïîñîá B îáùåé ñõåìû).Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò íîìåð K ≥ 0 , äëÿ êîòîðîãî áóäóò âûïîëíåíû óñëî-âèÿ øàãà 4 îáùåé ñõåìû ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòè-ìîãî ìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì xK áóäåò ÿâëÿåòñÿ ε-ïñåâäîðåøåíèåì çàäà÷è (1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî, òî åñòüäëÿ âñåõ k ≥ 0 óñëîâèÿ øàãà 4 íå âûïîëíÿþòñÿ. Èññëåäóåì ñâîéñòâà ïîñòðîåííîéïî îáùåé ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {xk} . Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1�3, 12℄),÷òî ëþáîé èç ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè ãåíåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê, ÷òî
f(xk) ≥ f(x∗(G2)) äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . ., ïðè÷åì f(xk) → f(x∗(G2)) ïðè k → ∞ .Òàê êàê àáñîëþòíûé ìèíèìóì f äîñòèãàåòñÿ çà ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà D , f∗ >
> f(x∗(G2)) . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f è ñîãëàñíî óñëîâèÿì èçìåíåíèÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xk)} íàéäåòñÿ íîìåð K ≥ 0 òàêîé, ÷òî f(xK) < f∗ , ÷òîâîçìîæíî òîëüêî, åñëè xK /∈ D , òî åñòü áóäåò ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñî ñäåëàííûìâûøå ïðåäïîëîæåíèåì.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî x∗ ∈ Qout(G2) , åñëè G2 �
ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîäëÿ íàéäåííîé òî÷êè xK ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(xK) ≤ f(x∗) ≤ f(x∗(G2)) +
+ ε , òî åñòü xK ∈ Qout(G2) . Èç îïðåäåëåíèÿ 4 ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåéàïïðîêñèìàöèè ñëåäóåò, ÷òî òîãäà xK ∈ X

∗

ε , òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ε-ïñåâäîðåøåíèåìçàäà÷è (1).Çàìå÷àíèå 2. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ñâåðòûâàþ-ùåé �óíêöèè è ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü è ε-ðåøå-íèå çàäà÷è (1) êàê ïîñëåäíþþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó D [6℄. Íàïðè-ìåð, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñâåðòûâàþùåé �óíêöèè ìåòîäà öåíòðîâ, êîòîðàÿ ìîæåòèñïîëüçîâàòüñÿ â ìåòîäå êàê âíåøíèõ, òàê è âíóòðåííèõ öåíòðîâ (α > 0 , β �óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ìåòîäà):
F (x) = max{f(x) − β, αψ(x)}.Çàìå÷àíèå 3. Èñïîëüçîâàíèå îáùåé ñõåìû ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîê-ñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ìåòîäà A èñïîëüçóåòñÿìåòîä áàðüåðíûõ �óíêöèé, èìååò îòëè÷èå íà øàãå 3 îáùåé ñõåìû, ÷òî ñâÿçàíî ñîòñóòñòâèåì íåïðåðûâíîñòè áàðüåðíîé �óíêöèè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà G2 . Òåìíå ìåíåå ýòî íå íàðóøàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.Ìîäè�èöèðîâàííûé øàã 3 èìååò âèä:

3′ . Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f,Ψ(G2), ηk), x ∈ G2} .Âèäû ñâåðòûâàþùèõ �óíêöèé, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â äàííîì ñëó÷àå,ìîæíî íàéòè â [2, 3℄.



ÓÄÎÂËÅÒÂÎ�ÈÒÅËÜÍÀß ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß. . . 1974. Îá îäíîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîéàïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàÑàìûì ïðîñòûì âèäîì ìíîæåñòâà, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àï-ïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è (1), ÿâëÿåòñÿ
G(p) = {x ∈ Rn : fi(x) + p ≤ 0, i = 1, . . . ,m}. (5)Ïðè p > 0 ìíîæåñòâî G(p) ïðè óñëîâèè íåïóñòîòû áóäåò âíóòðåííåé àïïðîê-ñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , à ïðè p < 0 � âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé. Î÷åâèäíî, ÷òîñëó÷àé p = 0 ðàññìàòðèâàòü íå íàäî, òàê êàê G(0) = D . Âûáîð çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðààïïðîêñèìàöèè p äîëæåí îáåñïå÷èâàòü ñîãëàñîâàííîñòü ñ æåëàåìûì óðîâíåì òî÷-íîñòè ε > 0 . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàþò òàêîé ñïîñîá �èêñàöèè ïàðàìåòðà p .Òåîðåìà 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî (5) ÿâëÿëîñü ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîéâíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

0 < p < −min{g(x), x ∈ X∗

ε } , ãäå g(x) = max{fi(x), i = 1, . . . ,m} .Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G(p) � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíóò-ðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Òîãäà ïî òåîðåìå 1 G(p) ∩X∗

ε 6= ∅ . Çà�èê-ñèðóåì òî÷êó x èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó x ∈ G(p) , òî g(x) + p ≤ 0 . Òàêêàê x ∈ X∗

ε , òî min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ g(x) . Ñëåäîâàòåëüíî, min{g(x), x ∈ X∗

ε } +
+ p ≤ g(x) + p ≤ 0 , èëè 0 < p < −min{g(x), x ∈ X∗

ε } . Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü 0 < p < −min{g(x), x ∈ X∗

ε } . Îáîçíà÷èì y =
= argmin{g(x), x ∈ X∗

ε } (ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó X∗

ε � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîåìíîæåñòâî). Äëÿ ýòîé òî÷êè ñïðàâåäëèâî g(y) + p ≤ g(y)−min{g(x), x ∈ X∗

ε } = 0 .Òàêèì îáðàçîì, y ∈ G(p) . Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ G(p)∩X∗

ε , à çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû 1
G(p) � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D .Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p äîëæíà áûòü èçâåñòíàîöåíêà ñâåðõó âåëè÷èíû min{g(x), x ∈ X∗

ε } . Òàêèå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèíàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà öåëåâóþ �óíêöèþ è �óíêöèè-îãðàíè÷åíèÿçàäà÷è (1). Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê.1. Ïóñòü öåëåâàÿ �óíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñêîíñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîéñ ïîñòîÿííîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} .Òîãäà min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −µε2/L2 (ñì. [7℄).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G(p) ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîê-ñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
0 < p ≤ µε2/L2.2. Ïóñòü öåëåâàÿ �óíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîí-ñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëîéñ íåóáûâàþùèì ìîäóëåì âûïóêëîñòè ψ(t) (0 < t < ∞), min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6=
= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −ψ(ε/L) .Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû G(p) ÿâëÿëîñü ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àï-ïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
0 < p ≤ ψ(ε/L).3. Ïóñòü öåëåâàÿ �óíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöàñ êîíñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ (ρ, β, λ)-àïïðîêñèìèðóåìîé (ñì. [13℄), min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà
min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −βε/L .



198 À.À. ÀÍÄ�ÈÀÍÎÂÀÑëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû G(p) ÿâëÿëîñü ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àï-ïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
0 < p ≤ βε/L.Îáîñíóåì ïîëó÷åíèå òàêîé îöåíêè äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.Ëåììà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÿâíî êâàçèâûïóêëîé è óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êâàçèâûïóê-ëîé ñ ïîñòîÿííîé κ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà
min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −
κε2

4L2
. (6)Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì äâå òî÷êè èç ìíîæåñòâà X∗

ε : x∗ =
= argmin{f(x), x ∈ D} è y = argmin{g(x), x ∈ X∗

ε } . Èçâåñòíî (ñì. [14℄), ÷òîäëÿ ëþáîãî x ∈ X∗

ε ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖x− y‖2 ≤
4

κ
(g(x) − g(y)) , â òîì÷èñëå è äëÿ x∗ ∈ X∗

ε . Òàê êàê òî÷êà ìèíèìóìà çàäà÷è (1) ëåæèò íà ãðàíèöåìíîæåñòâà D , òî g(x∗) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,
‖x∗ − y‖2 ≤ −

4

κ
g(y) = −

4

κ
min{g(x), x ∈ X∗

ε }. (7)Ïîñêîëüêó ìèíèìóì �óíêöèè g íà ìíîæåñòâå X∗

ε íå ñîâïàäàåò ñ àáñîëþòíûì ìè-íèìóìîì ýòîé �óíêöèè, îí äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà X∗

ε , òî åñòü f(y) =
= f∗ + ε (ñì. [7℄). Îòñþäà è èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà ñëåäóåò, ÷òî ‖x∗ − y‖ ≥ ε/L , ÷òîâìåñòå ñ (7) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −κε2/4L2 .Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 1 ìíîæåñòâî G(p) áóäåò ÿâ-ëÿòüñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæå-ñòâà D , åñëè
0 < p ≤

κε2

4L2
.Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 äëÿ ìíîæåñòâà D è åãî ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåéàïïðîêñèìàöèè G ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâî-ðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ G . Ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâ âèäà (5)â ñëó÷àå èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîê-ñèìàöèè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè.1. Ïóñòü öåëåâàÿ �óíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîí-ñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ñïîñòîÿííîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} .Òîãäà G(p) ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæå-ñòâà D , åñëè
−µε2/L2 ≤ p < 0.2. Ïóñòü öåëåâàÿ �óíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîí-ñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóê-ëîé ñ íåóáûâàþùèì ìîäóëåì âûïóêëîñòè ψ(t) (0 < t < ∞), min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6=
6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà G(p) ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîê-ñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè

−ψ(ε/L) ≤ p < 0.



ÓÄÎÂËÅÒÂÎ�ÈÒÅËÜÍÀß ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß. . . 1993. Ïóñòü öåëåâàÿ �óíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîí-ñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ (ρ, β, λ)-àïïðîêñèìèðóåìîé, min{g(x), x ∈
∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Â ýòîì ñëó÷àå G(p) ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîéâíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè
−βε/L ≤ p < 0.4. Ïóñòü �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÿâíî êâàçèâûïóêëîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþËèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0 , �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êâàçèâûïóêëîé ñ ïî-ñòîÿííîé κ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà G(p) ÿâëÿåòñÿ
ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè

−
κε2

4L2
≤ p < 0.5. Îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâÝêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðåäëîæåííîãî â ñòàòüå ïîäõîäà ïîçâîëÿåòãîâîðèòü î åãî ý��åêòèâíîñòè. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿìåòîäà öåíòðîâ è ìåòîäà øòðà�íûõ �óíêöèé ïîäòâåðæäàþò �àêò ïîëó÷åíèÿ ðå-øåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 ïî �óíêöèîíàëó çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîöåññîâìèíèìèçàöèè ñâåðòûâàþùèõ �óíêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ìåòîäàõ ïîñëåäîâàòåëüíîéáåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.Äëÿ èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ èçâåñòíîé çàäà÷è�îçåíà �Ñóçóêè (ñì. [1℄). Äàííàÿ çàäà÷à èìååò ¾îâðàæíûé¿ õàðàêòåð, ïîýòîìó îñî-áåííî èíòåðåñíà äëÿ èññëåäîâàíèé.Çàäà÷à �îçåíà �Ñóçóêè. Ïóñòü x ∈ R4 , x = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) . Òðåáóåòñÿ ìèíè-ìèçèðîâàòü �óíêöèþ

f(x) = ξ21 + ξ22 + 2ξ23 + ξ24 − 5ξ1 − 5ξ2 − 31ξ3 + 4ξ4ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
f1(x) = ξ21 + ξ22 + ξ23 + ξ24 + ξ1 − ξ2 + ξ3 − ξ4 − 8 ≤ 0,

f2(x) = ξ21 + 2ξ22 + ξ23 + 2ξ24 − ξ1 + ξ4 − 10 ≤ 0,

f3(x) = 2ξ21 + ξ22 + ξ23 + 2ξ1 − ξ2 − 5 ≤ 0.Â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîãî çíà÷åíèÿ îïòèìóìà öåëåâîé �óíêöèè ïðèíèìàåì
f∗ = −44.866164 (ñ òî÷íîñòüþ 10−7 ).Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ àëãî-ðèòìîâ â ìåòîäå öåíòðîâ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäó êàê âíåøíèõ, òàê è âíóòðåí-íèõ òî÷åê. Ñâåðòûâàþùàÿ �óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà k -é èòåðàöèè ìåòîäà, èìåëàâèä:

Fk(x) = max{f(x) − f(xk), αkg(x)}ãäå g(x) = max{fi(x), i = 1, . . . ,m} , αk > 0 � àíàëîã øòðà�íîãî êîý��èöèåíòà.Äàííàÿ �óíêöèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äëÿ ìåòîäà âíåøíèõ òî÷åê (â ñëó÷à-ÿõ, êîãäà x0 /∈ D è f(x0) ≤ f∗ ), òàê è äëÿ ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê (â ñëó÷àå,êîãäà x0 ∈ D ). Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ñ ïîìîùüþ ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ðåàëèçàöèéìåòîäà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ ñ ýâðèñòè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè îñòàíîâêèâû÷èñëåíèé |f(xk+1) − f(xk)| ≤ ε , ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε , à òàêæå èõ ìîäè�èêàöèé íàîñíîâàíèè ñõåì, ïðåäëîæåííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Òàê êàê �óíêöèè-îãðàíè÷åíèÿçàäà÷è �îçåíà �Ñóçóêè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî âûïóêëûìè, ïðèìåíÿåìàÿ â ýêñïåðèìåí-òàõ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èìåëà âèä (5) ïðè 0 < p ≤ µε2/L2



200 À.À. ÀÍÄ�ÈÀÍÎÂÀ Òàáë. 1�åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâÀëãîðèòì Êîëè÷åñòâî Äîñòèãíóòîå Ïîãðåøíîñòüèòåðàöèé çíà÷åíèåÌåòîä âíóòðåííèõ öåíòðîâ [12℄ 27 −44.806136 0.060028Ìåòîä âíåøíèõ öåíòðîâ [11℄ 17 −44.867226 0.001062Ìåòîä âíóòðåííèõ öåíòðîâ ñ àïïðîêñè-ìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà 11 −44.865591 0.000573Ìåòîä âíåøíèõ öåíòðîâ ñ àïïðîêñèìà-öèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà 8 −44.866134 0.000030(âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ) è −µε2/L2 ≤ p < 0 (âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ). Äëÿïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðàîöåíêè ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ãåññèàíîâ �óíêöèé-îãðàíè÷åíèé. Â êà÷åñòâåêîíñòàíòû Ëèïøèöà èñïîëüçîâàëàñü åå âûáîðî÷íàÿ îöåíêà.Ïðîöåññû ìèíèìèçàöèè äâóõ ñâåðòûâàþùèõ �óíêöèé, ïîñòðîåííûõ äëÿ ðåøå-íèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è, çàíèìàþò ïðèìåðíî ðàâíîå âðåìÿ, ïîýòîìó â êà÷åñòâåêðèòåðèÿ ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ íå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, à ïðîâå-äåííîå êîëè÷åñòâî ïðîöåññîâ ïîñòðîåíèÿ è ìèíèìèçàöèè ñâåðòûâàþùåé �óíêöèèäî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé êðèòåðèÿ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé è ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çà-äàííîé òî÷íîñòè.Òàáë. 1 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è �îçåíà �Ñóçóêè ðàçëè÷íûìè àë-ãîðèòìàìè. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ε = 10−3 . Äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìàïðåäñòàâëåíû ïðîâåäåííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (ïðîöåññîâ ìèíèìèçàöèè ñâåðòû-âàþùèõ �óíêöèé), äîñòèãíóòîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè è ïîãðåøíîñòü ïîëó-÷åííîãî ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíòðîëüíûì çíà÷åíèåì.Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ïðè èñïîëüçîâàíèè ¾êëàññè÷åñêèõ¿ àëãîðèòìîâ ñ ýâðè-ñòè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè ïðîöåññ âû÷èñëåíèé îñòàíàâëèâàëñÿ, õîòÿ çàäàííàÿ òî÷-íîñòü íå áûëà äîñòèãíóòà. Ïðèìåíåíèå æå àëãîðèòìîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòè-ìîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Ñëåäóåò îòìå-òèòü òàêæå, ÷òî êîëè÷åñòâî âûïîëíåííûõ ïðîöåññîâ ìèíèìèçàöèè ñâåðòûâàþùåé�óíêöèè â ìîäè�èêàöèÿõ ñ àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà ìåíüøå, ÷åì ïðè ïðèìå-íåíèè ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ýòè âûâîäû ïîäòâåðæäàþòñÿ èäðóãèìè ïðîâåäåííûìè íàìè âû÷èñëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-97022,12-01-31515). SummaryA.A. Andrianova. Appli
ation of a Satisfa
tory Approximation of an Admissible Set forSolving Optimization Problems.This work deals with the properties and 
onstru
tion prin
iples of a satisfa
toryapproximation of a set of admissible solutions for a 
onditional optimization problem. Therepla
ement of an initial admissible set by its satisfa
tory approximation allows one to
onstru
t �nite algorithms for the methods of internal and external points (methods ofpenalty fun
tions or methods of 
enters) with the stopping 
riterion whi
h ensures the requireda

ura
y of the solution. Ne
essary and su�
ient 
onditions for produ
ing external and internalsatisfa
tory approximations of an admissible set are proved. One of the feasible ways for settinga satisfa
tory approximation of an admissible set is formulated. This way 
an be used for thedevelopment of algorithms that ensure the required a

ura
y in a �nite number of iterations.
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