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ÓÄÊ 517.9ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ ÕÀ�ÄÈ ÄËß ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�ÎÑÅÌÅÉÑÒÂÀ ÍÅÂÛÏÓÊËÛÕ ÎÁËÀÑÒÅÉÀ.Ì. ÒóõâàòóëëèíàÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñåìåéñòâà íåâûïóêëûõ îáëàñòåé ïîëó÷åíû âàðèàöèîí-íûå íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè íåðàâåíñòâ äëÿ âûïóêëûõîáëàñòåé, ïðåäñòàâëåííûõ ðàíåå â ñòàòüÿõ M. Ho�mann-Ostenhof, T. Ho�mann-Ostenhof,A. Laptev �A geometri
al version of Hardy's inequality� (J. Fun
t. Anal. � 2002. � No 189. �P. 539�548) è J. Tidblom �A geometri
al version of Hardy's inequality for W

1,p

0
(Ω) � (Pro
.Amer. Math. So
. � 2004. � No 132. � P. 2265�2271). Íàìè ïðåäëîæåíî òàêæå äîñòàòî÷íîåóñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ìíîãîìåðíûõ îáëàñòåé, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà íåðàâåíñòâ òèïà Õàðäè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðåäñòàâëåíû íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäèäëÿ êîíêðåòíûõ íåâûïóêëûõ îáëàñòåé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè, âûïóêëûå îáëàñòè, ðåãóëÿðíûå îáëàñòè.ÂâåäåíèåÂàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ ðå-øåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âà-ðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè. Èññëåäîâàíèþ è äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâòèïà Õàðäè è èõ ìîäè�èêàöèé ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî íàó÷íûõ ðàáîò, â ÷àñòíîñòèíåäàâíèå ñòàòüè Ô.�. Àâõàäèåâà, Ê.-É. Âèðòñà, Õ. Áðýçèñà, Ì. Ìàðêóñà, Å. Äýâè-ñà, Ì. Õî��ìàíí-Îñòåíõî�, Ò. Õî��ìàíí-Îñòåíõî�, À. Ëàïòåâà, Æ. Òèäáëîìà(ñì. [1�8℄).Íåðàâåíñòâî òèïà Õàðäè, äîêàçàííîå Ì. Õî��ìàíí-Îñòåíõî�, Ò. Õî��ìàíí-Îñòåíõî� è Àðè Ëàïòåâûì â ñòàòüå [7℄, äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂ R
n (n ≥ 2)è ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè u ∈ H1

0 (Ω) èìååò âèä:
∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ n

4

∫

Ω

∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)

|u(x)|2 dx +
n(n−2)/ns

2/n
n−1

4|Ω|2/n

∫

Ω

|u(x)|2 dx, (1)ãäå |Ω| � ìåðà îáëàñòè Ω , ρν(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ Ω äî ãðàíèöû îáëàñòè
Ω ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ν ∈ S

n−1 , sn−1 åñòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷-íîé ñ�åðû S
n−1 â ïðîñòðàíñòâå R

n : sn−1 = |Sn−1| , dS
n−1(ν) � ýëåìåíò ïëîùàäèïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñ�åðû S

n−1 , dω(ν) =
dS

n−1(ν)

sn−1
.Â [7℄ äîêàçàíî òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå âûïóêëîé îáëàñòè Ω ⊂ R

n íåðàâåíñòâîìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíî, à èìåííî: (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ 1

4

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +
n(n−2)/ns

2/n
n−1

4|Ω|2/n

∫

Ω

|u(x)|2 dx, (2)ãäå δ(x) = dist (x, ∂Ω) .



212 À.Ì. ÒÓÕÂÀÒÓËËÈÍÀÂïîñëåäñòâèè Æ. Òèäáëîì â [8℄ ðàñïðîñòðàíèë íåðàâåíñòâî (2) íà ñëó÷àé âû-ïóêëûõ îáëàñòåé Ω ⊂ R
n è �óíêöèé u ∈ W 1,p

0 (Ω) (p > 1) :

∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥ cp

∫

Ω

|u(x)|p
δp(x)

dx +
α(p, n)

|Ω|p/n

∫

Ω

|u(x)|p dx, (3)ãäå
cp =

(
p − 1

p

)p

, α(p, n) =
(p − 1)p+1

p p

(sn−1

n

)p/n

√
π Γ(

n + p

2
)

Γ(
p + 1

2
) Γ(

n

2
)
.Ñîïîñòàâèâ íåðàâåíñòâà (1) è (2) , ìû çàäàëèñü âîïðîñîì, ñóùåñòâóþò ëè íåâû-ïóêëûå îáëàñòè, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû àíàëîãè íåðàâåíñòâà (2) , äîêàçàííîãîâ [7℄ äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äàåì ïîëîæèòåëüíûé îòâåòíà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ è ïðåäñòàâëÿåì ñïåöèàëüíûé êëàññ íåâûïóêëûõ îáëàñòåé,äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò àíàëîãè íåðàâåíñòâà (2) .1. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ìíîãîìåðíûõ îáëàñòåéè åãî ïðèìåíåíèå â íåðàâåíñòâàõ òèïà ÕàðäèÏðåäâàðèòåëüíî ââåäåì íåîáõîäèìûå íàì îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

Ω ⊂ R
n . Ñëåäóÿ Å.Á. Äýâèñó (ñì. [9℄) îïðåäåëèì �óíêöèþ τν(x) êàê ðàññòîÿ-íèå ìåæäó òî÷êîé x ∈ Ω è áëèæàéøåé òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé ãðàíèöå ∂Ω , ïîíàïðàâëåíèþ âåêòîðà ν ∈ S

n−1 :
τν(x) = min{s > 0 : x + sν 6∈ Ω}.Ââåäåì òàêæå ρν(x) � ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû ïî íàïðàâëåíèþ ν , äèàìåòð Dν(x)âäîëü íàïðàâëåíèÿ ν è δ0(Ω) � âíóòðåííèé ðàäèóñ îáëàñòè Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρν(x) = min{τν(x), τ−ν (x)}, Dν(x) = τν(x) + τ−ν(x), δ0(Ω) = sup
x∈Ω

δ(x).Îïðåäåëèì ïñåâäîäèñòàíöèþ m(x) îò òî÷êè x äî ãðàíèöû îáëàñòè Ω (ñì. [9℄):
1

m2(x)
=

1

|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)

.Ïóñòü a ∈ ∂Ω , r > 0 . Îïðåäåëèì îáëàñòü Ω̃(a, r) :
Ω̃(a, r) = {y 6∈ Ω : |y − a| < r}.�ðàíè÷íóþ òî÷êó a îáëàñòè Ω íàçîâåì ðåãóëÿðíîé ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè Ω ,åñëè äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
∃ x ∈ Ω : |x − a| = dist (x, ∂Ω).Ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáëàñòè Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂̃Ω .Ñëåäóÿ [9℄, ââåäåì ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå R

n . Áóäåì ãî-âîðèòü, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ R
n � ðåãóëÿðíàÿ îáëàñòü, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ êîíñ-òàíòà c òàêàÿ, ÷òî

δ(x) ≤ m(x) ≤ cδ(x) ∀x ∈ Ω.Äëÿ äâóìåðíûõ îáëàñòåé Å.Á. Äýâèñ ïðèâåë äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòèîáëàñòè (ñì. [9℄):
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2 ðåãóëÿðíà, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c1 > 0 òàêàÿ, ÷òî

|{y 6∈ Ω : |y − a| < r}| ≥ 2c1 r2 ∀ a ∈ ∂Ω, ∀ r > 0.Ìû íåñêîëüêî îñëàáëÿåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè Äýâèñà è îáîáùàåìåãî íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ îáëàñòåé. Âïîñëåäñòâèè ýòî óñëîâèå è ïîëó÷åííûå íàìèîöåíêè êîíñòàíòû ðåãóëÿðíîñòè c èñïîëüçóþòñÿ äëÿ �îðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëü-ñòâà íåðàâåíñòâ òèïà Õàðäè äëÿ íåâûïóêëûõ ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé.Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c̃ òàêàÿ, ÷òî
|Ω̃(a, r)| = mes

(
Ω̃(a, r)

)
≥ c̃rn ∀ a ∈ ∂̃Ω, ∀ r : 0 < r ≤ δ0(Ω),òî îáëàñòü Ω ⊂ R

n ðåãóëÿðíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó x îáëàñòè Ω .Ïóñòü
r = δ(x) = |x − a|äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a ∈ ∂̃Ω. Î÷åâèäíî, ïðè òàêîì âûáîðå ðàäèóñà r áóäóò âû-ïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ: 0 < r ≤ δ0(Ω) .Ââåäåì ìíîæåñòâà

SΩ̃(a,r) = {ν ∈ S
n−1 : x + sν ∈ Ω̃(a, r) äëÿ íåêîòîðîãî s > 0},

ΛΩ̃(a,r) = {y = |y|ν ∈ R
n : r < |y| < 2r, ν ∈ SΩ̃(a,r)}.Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî òîãäà

r < s < 2r, |Ω̃(a, r)| ≤ |ΛΩ̃(a,r)|.Ìåðà óêàçàííîé îáëàñòè ΛΩ̃(a,r) åñòü
|ΛΩ̃(a,r)| =

2r∫

r

ρn−1 dρ

∫

SΩ̃(a,r)

dS
n−1(ν) =

(2n − 1)rn

n
|S̃n−1|,ãäå |S̃n−1| =

∫

SΩ̃(a,r)

dS
n−1(ν) � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè SΩ̃(a,r) .Ñëåäîâàòåëüíî,

(2n − 1)rn

n
|S̃n−1| ≥ |Ω̃(a, r)| ≥ c̃rn,à çíà÷èò,

|S̃n−1| ≥ nc̃

2n − 1
.Òîãäà

1

m2(x)
=

1

|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)

≥ 1

|Sn−1|

∫

SΩ̃(a,r)

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)

>

>
1

|Sn−1|

∫

SΩ̃(a,r)

dS
n−1(ν)

4δ2(x)
=

|S̃n−1|
4|Sn−1|δ2(x)

≥ c̃ n

4δ2(x)|Sn−1|(2n − 1)
.



214 À.Ì. ÒÓÕÂÀÒÓËËÈÍÀÇäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì τν(x) è íåðàâåíñòâîì s < 2r .Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
c = 2

( |Sn−1|(2n − 1)

c̃n

)1/2

: m(x) ≤ cδ(x).Â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî:
c = 2

(
3π

c̃

)1/2

, c = 4

(
7π

3c̃

)1/2

.Íåðàâåíñòâî δ(x) ≤ m(x) ñëåäóåò èç ïðîñòîé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé:
1

m2(x)
=

1

|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)

≤ 1

|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

δ2(x)
=

1

δ2(x)
.Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî

∃ c < +∞ : δ(x) ≤ m(x) ≤ cδ(x) ∀x ∈ Ω.Ñëåäîâàòåëüíî, Ω � ðåãóëÿðíàÿ îáëàñòü.Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå íàìè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îáëàñòè,íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû íåâûïóêëûõ ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé.Ïðèìåð 1. Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω � êîíöåíòðè-÷åñêîå êîëüöî, îáðàçîâàííîå äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ R1, R2 (R2 < R1).Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå R2 ≥ R1

5
îáëàñòü Ω áóäåò ðåãóëÿðíîé. Çàìåòèì, ÷òî ïðèíåâûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ âåëè÷èíó |Ω̃(a, r)| íå óäàñòñÿ îöåíèòü ñíèçó ÷åðåç r2äëÿ âñåõ òî÷åê a ∈ ∂̃Ω è ïðîèçâîëüíîãî r > 0 .Ïðè R2 ≥ R1

5
ÿñíî, ÷òî δ0(Ω) =

R1 − R2

2
≤ 2R2 .�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó a , ëåæàùóþ íà îêðóæíîñòè ðà-äèóñà R2 . Ïðè r ≤ 2R2 êðóãè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a áóäóò ïåðåñåêàòüîêðóæíîñòü ðàäèóñà R2 ëèáî â äâóõ òî÷êàõ (ïðè r < 2R2 ) (ñîåäèíèâ êàæäóþ èçýòèõ äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ òî÷êîé a , ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé óãîë α ñ âåðøèíîéâ òî÷êå a : 0 < α < π ), ëèáî â îäíîé òî÷êå (ïðè r = 2R2 ).Ïóñòü ñíà÷àëà r ≤ 2R2 è 0 < α < π/2 . Ω̃(a, r) ñîñòîèò èç ñåêòîðà êðóãà ðà-äèóñà r , ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîìó óãëó α , è äâóõ îäèíàêîâûõ ñåãìåíòîâêðóãà ðàäèóñà R2 . Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàäóò íàì òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

|Ω̃(a, r)| :
|Ω̃(a, r)| =

r2

4

(
2α +

π − α

cos2(α/2)
− 2 tg (α/2)

)
,êîòîðîå â ñèëó âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè

Y (α) =

(
2α +

π − α

cos2(α/2)
− 2 tg (α/2)

)ïðè 0 < α < π/2 ïðèâåäåò íàñ ê íåóëó÷øàåìîé îöåíêå:
Ω̃(a, r) ≥ πr2

4
.



ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ ÕÀ�ÄÈ ÄËß ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ. . . 215Â ñëó÷àå r < 2R2 è π/2 ≤ α < π îöåíèì âåëè÷èíó Ω̃(a, r) ÷åðåç ïëîùàäü ñåêòîðàêðóãà ðàäèóñà r , ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîìó óãëó α > π/2 :
Ω̃(a, r) ≥ πr2

4
.Ïðè r = 2R2 êðóã ïåðåñå÷åò îêðóæíîñòü ðàäèóñà R2 ëèøü â îäíîé òî÷êå, è Ω̃(a, r)åñòü êðóã ðàäèóñà R2 ,

|Ω̃(a, r)| = πR2
2 =

πr2

4
.Äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R1 , î÷åâèäíî, èìååì

|Ω̃(a, r)| ≥ πr2

2
.Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü Ω ðåãóëÿðíà, òàê êàê

|Ω̃(a, r)| ≥ πr2

4
= c̃ r2 ∀ a ∈ ∂̃Ω, ∀r : 0 < r ≤ δ0(Ω), c̃ =

π

4
,ïðè÷åì êîíñòàíòà c̃ èç äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (òåîðåìà 1) ÿâëÿåòñÿòî÷íîé.Ïðèìåð 2. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω � øàð ñ óäàëåí-íûì èç íåãî øàðîâûì ñåêòîðîì. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó øàðîâîìóñåêòîðó êîíóñ. Ïóñòü α � ïëîñêèé óãîë ìåæäó îáðàçóþùèìè êîíóñà, êîòîðûé ïî-ëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè öåíòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà, 0 < α < π , R � ðàäèóñøàðà, 0 < R < ∞ . Äëÿ ëþáîãî r : 0 < r ≤ δ0(Ω) = R/2 îöåíèì îáúåì îáëàñòè

Ω̃(a, r) äëÿ òî÷åê a , ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ∂̃Ωîáëàñòè Ω :1) åñëè a � öåíòð øàðà, òîãäà, î÷åâèäíî, îáëàñòü Ω̃(a, r) åñòü øàðîâîé ñåêòîð,ñîîòâåòñòâóþùèé øàðó ðàäèóñà r , ñëåäîâàòåëüíî,
|Ω̃(a, r)| =

4

3
πr3 sin2(α/4);2) åñëè a � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè îáëàñòè Ω â ìåñòå âûðåçà øàðîâîãîñåêòîðà, òî

|Ω̃(a, r)| ≥ 4

3
πr3 sin2(α/4);3) åñëè a � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè îáëàñòè Ω (çà èñêëþ÷åíèåì òî-÷åê èç ïóíêòà 2), òîãäà îáúåì îáëàñòè Ω̃(a, r) áóäåò íå ìåíüøå îáúåìà ïîëóøàðàðàäèóñà r , òî åñòü

|Ω(a)| ≥ 2

3
πr3.Îáîáùàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì òî÷íóþ îöåíêó:

|Ω̃(a, r)| ≥ 4π

3
r3 sin2(α/4) = c̃ r3 ∀a ∈ ∂Ω, c̃ =

4π

3
sin2(α/4).Ñëåäîâàòåëüíî, Ω � ðåãóëÿðíàÿ îáëàñòü.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R

n ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîéîáëàñòüþ.
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1

m2(x)
=

1

|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)

=
1

2|Sn−1|




∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)

+

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
−ν(x)


 =

=
1

2|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

min2{τν(x), τ−ν(x)}
=

1

2|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

ρ2
ν(x)

=
1

2

∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)

.Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ρν(x) , δ(x) è èõ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè,äëÿ òî÷åê âûïóêëûõ îáëàñòåé íåñëîæíî âûâåñòè íåðàâåíñòâî:
∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)

≥ 1

n

1

δ2(x)
,

x ∈ Ω, Ω � âûïóêëàÿ â R
n îáëàñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,

1

m2(x)
≥ 1

2n

1

δ2(x)
,èëè

m(x) ≤
√

2nδ(x).Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R
n ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ñ êîí-ñòàíòîé c =

√
2n .Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå, êëàññ íåâûïóêëûõ ðåãóëÿðíûõ îá-ëàñòåé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì êëàññîì íåâûïóêëûõ îáëàñòåé, äëÿ êîòîðîãî íàìóäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëîãè íåðàâåíñòâà (2), äîêàçàííîãî â [7℄ äëÿ âûïóêëûõ îáëà-ñòåé.Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω ⊂ R

n � ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ îáëàñòü ñ êîíñòàíòîéðåãóëÿðíîñòè c , u ∈ H1
0 (Ω) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî: ∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ n

2c2

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +
n(n−2)/ns

2/n
n−1

4|Ω|2/n

∫

Ω

|u(x)|2 dx.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî èç ðàáîòû [7℄, äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂
⊂ R

n è ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè u ∈ H1
0 (Ω) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ n

4

∫

Ω

∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)

|u(x)|2 dx +
n(n−2)/ns

2/n
n−1

4

∫

Ω

|u(x)|2
|Ωx|2/n

dx.Åñëè Ω ⊂ R
n � ðåãóëÿðíàÿ îáëàñòü ñ êîíñòàíòîé c , òî èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåí-íûõ âûøå, ìû ïîëó÷èì:

∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)

=
2

m2(x)
≥ 2

c2δ2(x)
.Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ n

2c2

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +
n(n−2)/ns

2/n
n−1

4

∫

Ω

|u(x)|2
|Ωx|2/n

dx,
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Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ n

2c2

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +
n(n−2)/ns

2/n
n−1

4|Ω|2/n

∫

Ω

|u(x)|2 dx.Òåîðåìà äîêàçàíà.Â ñëó÷àÿõ n = 2, n = 3 íàøå íåðàâåíñòâî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòñÿ:
∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ 1

c2

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +
π

2|Ω|

∫

Ω

|u(x)|2 dxäëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ñ êîíñòàíòîé c îáëàñòè Ω ⊂ R
2 è ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè u ∈ H1

0 (Ω) , è
∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ 3

2c2

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +

[
3π2

4|Ω|2
]1/3 ∫

Ω

|u(x)|2 dxäëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ñ êîíñòàíòîé c îáëàñòè Ω ⊂ R
3 è ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè u ∈ H1

0 (Ω) .Äëÿ êîíöåíòðè÷åñêîãî êîëüöà èç ïðèìåðà 1 è äëÿ øàðà ñ âûðåçàííûì ñåêòîðîìèç ïðèìåðà 2 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà:
∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ 1

48

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +
1

2(R2
1 − R2

2)

∫

Ω

|u(x)|2 dx,

∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ 3 sin2(α/4)

56

∫

Ω

|u(x)|2
δ2(x)

dx +

[
3π2

4|Ω|2
]1/3 ∫

Ω

|u(x)|2 dx,ãäå |Ω| =
4

3
πR3 cos2(α/4) .2. Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè äëÿ íåâûïóêëûõðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé è �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà W 1,p

0Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåðàâåíñòâàì òèïà Õàðäè, ïîëó÷åííûì Æ. Òèäáëîìîìâ [8℄, êîòîðûå îáîáùàþò ðåçóëüòàòû Ì. Õî��àíí-Îñòåíõî�, Ò. Õî��ìàíí-Îñòåíõî� è À. Ëàïòåâà íà ñëó÷àé �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà W 1,p
0 (Ω) äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî p > 1 .Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂ R

n , �óíêöèè u ∈ W 1,p
0 (Ω) íåðàâåíñòâî òèïàÕàðäè (ñì. [8℄) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥
cp
√

πΓ

(
n + p

2

)

Γ

(
p + 1

2

)
Γ

(n

2

)
∫

Ω

∫

Sn−1

|u(x)|p
ρp

ν(x)
dω(ν) dx+

α(p, n)

|Ω|p/n

∫

Ω

|u(x)|p dx, (4)ãäå
cp =

(
p − 1

p

)p

, α(p, n) =
(p − 1)p+1

p p

(sn−1

n

)p/n

√
π Γ(

n + p

2
)

Γ(
p + 1

2
) Γ(

n

2
)
.



218 À.Ì. ÒÓÕÂÀÒÓËËÈÍÀÆ. Òèäáëîì òàêæå äîêàçàë, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé Ω ⊂ R
n è �óíêöèé

u ∈ W 1,p
0 (Ω) (p > 1) íåðàâåíñòâî (4) ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíî:

∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥ cp

∫

Ω

|u(x)|p
δp(x)

dx +
α(p, n)

|Ω|p/n

∫

Ω

|u(x)|p dx. (5)Äëÿ íåâûïóêëûõ îáëàñòåé íåðàâåíñòâ, àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâó (5), â ëèòåðà-òóðå ìû íå íàøëè. Ïîëó÷èì èõ äëÿ íåâûïóêëûõ ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé. Ïðåäâàðè-òåëüíî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x , ïðèíàäëåæàùåé ðåãóëÿðíîé ñ êîíñòàíòîé
c îáëàñòè Ω ⊂ R

n , âåðíî íåðàâåíñòâî:
∫

Sn−1

dω(ν)

ρp
ν(x)

≥ 2p/2

mp(x)
.Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)

≤




∫

Sn−1

dω(ν)

ρp
ν(x)




2/p 


∫

Sn−1

dω(ν)




1−2/p

=




∫

Sn−1

dω(ν)

ρp
ν(x)




2/p

,òî åñòü
∫

Sn−1

dω(ν)

ρp
ν(x)

≥




∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)




p/2

.Ïîýòîìó
1

mp(x)
=

(
1

m2(x)

)p/2

=




∫

Sn−1

dω(ν)

τ2
ν (x)




p/2

=


 1

|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)




p/2

=

=


 1

2|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
ν (x)

+
1

2|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

τ2
−ν(x)




p/2

=


 1

2|Sn−1|

∫

Sn−1

dS
n−1(ν)

ρ2
ν(x)




p/2

=

=


1

2

∫

Sn−1

dω(ν)

ρ2
ν(x)




p/2

≤ 1

2p/2

∫

Sn−1

dω(ν)

ρp
ν(x)

.Ïîëó÷èëè òðåáóåìîå.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3, ëåãêî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:Òåîðåìà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé îáëàñòè Ω ⊂ R
n ñ êîíñòàíòîéðåãóëÿðíîñòè c , �óíêöèè u ∈ W 1,p

0 (Ω) (p > 1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥
cp
√

π Γ

(
n + p

2

)

Γ

(
p + 1

2

)
Γ

(n

2

) ×

×


2p/2

cp

∫

Ω

|u(x)|p
δp(x)

dx + (p − 1)

( |Sn−1|
|Ω|n

)p/n ∫

Ω

|u(x)|p dx


 .



ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ ÕÀ�ÄÈ ÄËß ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ. . . 219Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ðåãóëÿðíîé îáëàñòè Ωñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
m(x) ≤ cδ(x),ãäå c � êîíñòàíòà ðåãóëÿðíîñòè äàííîé îáëàñòè, ñëåäîâàòåëüíî,

∫

Sn−1

dω(ν)

ρp
ν(x)

≥ 2p/2

mp(x)
≥ 2p/2

cpδp(x)
.Â ñëó÷àå ïëîñêîé ðåãóëÿðíîé îáëàñòè Ω ñ êîíñòàíòîé ðåãóëÿðíîñòè c è �óíê-öèè u ∈ W 1,p

0 (Ω) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥
cp
√

π Γ
(p

2
+ 1

)

Γ

(
p + 1

2

) ×

×


2p/2

cp

∫

Ω

|u(x)|p
δp(x)

dx + (p − 1)

(
π

|Ω|

)p/2 ∫

Ω

|u(x)|p dx


 .Åñëè Ω � êîíöåíòðè÷åñêîå êîëüöî, òî, î÷åâèäíî, èìååì:

∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥
cp
√

π Γ
(p

2
+ 1

)

Γ

(
p + 1

2

)


 1

24p/2

∫

Ω

|u(x)|p
δp(x)

dx +
(p − 1)

(R2
1 − R2

2)
p/2

∫

Ω

|u(x)|p dx


 .Äëÿ ðåãóëÿðíîé ñ êîíñòàíòîé c òðåõìåðíîé îáëàñòè Ω è �óíêöèè u ∈ W 1,p

0 (Ω)âåðíî íåðàâåíñòâî:
∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥ cp(p + 1)


2p/2

cp

∫

Ω

|u(x)|p
δp(x)

dx + (p − 1)

(
4π

3|Ω|

)p/3 ∫

Ω

|u(x)|p dx


 .Â ñëó÷àå øàðà ñ âûðåçàííûì ñåêòîðîì (ïðèìåð 2), î÷åâèäíî, ïîëó÷èì:

∫

Ω

|∇u(x)|p dx ≥ cp(p+1)


sinp(α/4)

14p/2

∫

Ω

|u(x)|p
δp(x)

dx + (p − 1)

(
4π

3|Ω|

)p/3 ∫

Ω

|u(x)|p dx


 ,âåëè÷èíà |Ω| áûëà îïðåäåëåíà âûøå.Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðî�åññîðó Ôàðèòó�àáèäèíîâè÷ó Àâõàäèåâó.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íà-óêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ãîñêîíòðàêò � 02.740.11.0193) è �îññèéñêîãî �îíäà�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 11-01-00762à).
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