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ÓÄÊ 514.7+517.9 ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀÑ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉÀ.K. �ûáíèêîâÀííîòàöèÿÈçó÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà � îäíà èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ òåì â òåîðèèäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìå-íÿþòñÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, ñîëèòîííûõ) íåëèíåéíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíîâðåìåííî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèìåðäè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ïîðîæäåííîé äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâ-íåíèÿìè.Ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ïîíÿòèÿîòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ îòîáðàæåíèé Áýê-ëóíäà ïðåäñòàâëåíà êàê ñïåöèàëüíûé ðàçäåë òåîðèè ñâÿçíîñòåé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà, äè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêàÿñòðóêòóðà, ñâÿçíîñòü â ãëàâíîì ðàññëîåíèè, ñâÿçíîñòü â àññîöèèðîâàííîì ðàññëîåíèè,ñâÿçíîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû.Îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ è ïëîäîòâîðíûõ ïîíÿòèé â äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåò-ðèè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè â ðàññëîåííîì ìíîãîîáðàçèè. Îñîáåííûé èíòåðåñïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ñâÿçíîñòåé â ðàññëîåíèÿõ ñ ðàññëîåííûìè áàçàìè. Èìåííîñ òàêîé ñèòóàöèåé ìû âñòðå÷àåìñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà íà îñíîâåòåîðèè ñâÿçíîñòåé � îäíà èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ è ïëîäîòâîðíûõ èäåé. Ïðåä-ñòàâëåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäàñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òåîðèè, ïðåäëîæåííîé À.Ì. Âàñèëüåâûì [1℄. �àññìàò-ðèâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ òðàêòîâêè Ô. Ïèðàíè, Ä. �î-áèíñîíà è Ó. Øåäâèêà [2, 3℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäàÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà. Îäíàêîíàøà èíòåðïðåòàöèÿ ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà îòëè÷àåòñÿ îò èíòåðïðåòà-öèè, ïðåäëîæåííîé â [2, 3℄. Çàäàíèå îòîáðàæåíèé Áýêëóíäà òðàêòóåòñÿ íàìè êàêçàäàíèå ñïåöèàëüíûõ ñâÿçíîñòåé [4℄ (îïðåäåëåííûõ â �àêòîð-ðàññëîåíèÿõ ðàññëîå-íèé ðåïåðîâ 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ), îïðåäåëÿþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíûäëÿ çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé îáùåãî âèäà. Îñòàâëåí â ñòîðîíå âîïðîñ îá îòîáðàæåíèÿõ Áýêëóíäà äëÿýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (ìû ðàññìàòðèâàëè èõ â [4�7℄), êîòîðûå èìåþò îñîáóþñïåöè�èêó. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèåì ãåîìåòðè÷å-ñêîé òåîðèè îòîáðàæåíèé Áýêëóíäà äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåèçâåñòíîé�óíêöèåé äâóõ àðãóìåíòîâ.Â ðàáîòå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ èíâàðèàíòíûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîäÝ. Êàðòàíà ��.Ô. Ëàïòåâà (ñì. [8℄ èëè ðàáîòû ñàìîãî �.Ô. Ëàïòåâà [9�13℄). Âñåðàññìîòðåíèÿ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð.



94 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂ1. Ââåäåíèå è êðàòêèé îáçîð ðàáîòû1.1. Âïåðâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà âîçíèêëè êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõ-íîñòåé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
R3. Â 1879 ã. â ðàáîòàõ Ë. Áèàíêè [14℄ è Ñ. Ëè [15℄ áûëî ðàññìîòðåíî ñîîòâåòñòâèåìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè S è S′ â R3 , çàäàííîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé


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
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x1 − ξ1

)2
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(
x2 − ξ2

)2
+ (z − y)2 = a2,

z1 ·
(
x1 − ξ1

)
+ z2 ·

(
x2 − ξ2

)
− (z − y) = 0,

y1 ·
(
x1 − ξ1

)
+ y2 ·

(
x2 − ξ2

)
− (z − y) = 0,

z1 · y1 + z2 · y2 + 1 = 0,

(1)ñâÿçûâàþùèõ êîîðäèíàòû x1, x2, z òî÷êè M ∈ S è êîîðäèíàòû ξ1, ξ2, y òî÷êè
M ′ ∈ S′ . Çäåñü z = z(x1, x2) , y = y(ξ1, ξ2) , zi = ∂z/∂xi , yi = ∂y/∂ξi , i = 1, 2 . Ïðèýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé îòðè-öàòåëüíîé êðèâèçíû −1/a2 , è ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ z(x1, x2) ÿâëÿåòñÿ îäíèìèç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìîíæà �Àìïåðà

z11 · z22 − (z12)
2 +

(z1)
2 + (z2)

2 + 1

a2
= 0. (2)Ñèñòåìà (1) îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ y êàê �óíêöèþ îò ξ1, ξ2 , ñîîòâåòñòâó-þùóþ çàðàíåå çàäàííîé �óíêöèè z = z(x1, x2). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ

y(ξ1, ξ2) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ìîíæà �Àìïåðà
y11 · y22 − (z12)

2 +
(y1)

2 + (y2)
2 + 1

a2
= 0,è ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü S′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé îòðè-öàòåëüíîé êðèâèçíû −1/a2. Ñèñòåìó (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó, îïðå-äåëÿþùóþ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè ñ îäíîé è òîé æå ïîñòîÿííîéîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé −1/a2. Îäíîâðåìåííî ñèñòåìà (1) îïðåäåëÿåò îòîáðà-æåíèå êàæäîãî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìîíæà �Àìïåðà â äðóãîå ðåøåíèå òîãî æåóðàâíåíèÿ. Ñîîòâåòñòâèå, çàäàííîå ñèñòåìîé (1), ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïðåîáðàçîâà-íèå Áèàíêè �Ëè [16, 17℄.Â 1880 ã. À. Áýêëóíä [18℄ îáíàðóæèë, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Áèàíêè �Ëè ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèé áîëåå îáùåãî òèïà, çàäàâàåìûõñèñòåìîé âèäà

Fα(x1, x2, z, z1, z2, ξ
1, ξ2, y, y1, y2) = 0, α = 1, 2, 3, 4. (3)Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìó (3) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî x1, x2,

y1, y2 è ïîëó÷èòü, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ
{
y1 = φ1(ξ

1, ξ2, y, z, z1, z2),

y2 = φ2(ξ
1, ξ2, y, z, z1, z2).

(4)Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñèñòåìà (4) èíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî y â òîì èòîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ z = z(z1, x2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
U(x1, x2, z, z1, z2, z11, z12, z22) = 0. (5)



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 95Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè z(x1, x2)óðàâíåíèÿ (5) è ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (4) (ïðè óñëîâèè z = z(x1, x2)). Åñëè ïðè ýòîìëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ÿâëÿåòñÿ ê òîìó æå ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ
V (ξ1, ξ2, y, y1, y2, y11, y12, y22) = 0, (5′)òî ñîîòâåòñòâèå, îïðåäåëåííîå ñèñòåìîé (4), íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà(òî÷íåå ïðåîáðàçîâàíèåì Áèàíêè �Ëè �Áýêëóíäà) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ(5) â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5′) .Çàìåòèì, ÷òî À. Áýêëóíä òðàêòîâàë ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-äó ïàðîé ïîâåðõíîñòåé S è S′ â R3. �. Äàðáó [19℄ áûë ïåðâûì, êòî îáðàòèë âíèìà-íèå íà òî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâèÿìåæäó èíòåãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ïàðû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (èëèîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ), ïðèâåäÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà àâòîïðåîáðà-çîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà

z12 = sin z. (6)Òàêîé ïîäõîä ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Áýêëóíäà ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå âðàáîòàõ Ý. �óðñà [20℄ è Æ. Êëåðåíà [21℄. Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðà�èÿ ñîäåðæèòñÿ â[17℄.Â 1977 ã. Ô. Ïèðàíè è Ä. �îáèíñîí [2℄ ïðåäëîæèëè èíóþ òðàêòîâêó ïîíÿòèÿïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà ÿâ-ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà.Îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà äëÿ çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñò-íûìè ïðîèçâîäíûìè Ô. Ïèðàíè è Ä. �îáèíñîí îïðåäåëèëè êàê îòîáðàæåíèå
Jk(M,N1) ×N2

ψ→ J1(M,N2),óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (ñì. [3℄ èëè [17℄). Çäåñü
Jk(M,N) � ìíîãîîáðàçèå k -ñòðóé îòîáðàæåíèé èç M â N ; M � ìíîãîîáðàçèåíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2; N1 - îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ëîêàëüíîé êî-îðäèíàòîé z (ñòàðàÿ çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ); N2 � îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ëî-êàëüíîé êîîðäèíàòîé y (íîâàÿ çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ).Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà ψ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà (5) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
y1 = y1

(
xi, z, zj, . . . , zj1,...,jk , y

)
,

y2 = y2
(
xi, z, zj, . . . , zj1,...,jk , y

)
,

(7)ãäå j = 1, 2 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (7) èíòåãðèðóåìà â òîì è òîëüêî â òîìñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ z
(
x1, x2

) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ (5).Â 2001 ã. ìû ïðåäëîæèëè íîâóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà[22℄. Çàäàíèå îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà ìû òðàêòóåì êàê çàäàíèå ñïåöèàëüíîé ñâÿçíî-ñòè, îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ çàäàííîãî äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðâûì ïðèìåðîì òàêîé ñâÿçíîñòè áûëà ñâÿçíîñòü �. �åðìàíà[23℄, àññîöèèðîâàííàÿ ñî ñòðóêòóðîé ïðîäîëæåíèÿ Õ. Óîëêâèñòà è Ô. Ýñòàáðó-êà [24℄. Èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè, îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîéêðèâèçíû, ïîçâîëÿåò äàòü åñòåñòâåííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òàêèì ïî-íÿòèÿì, êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è è ïñåâäîïîòåí-öèàëû Óîëêâèñòà è Ýñòàáðóêà.



96 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂ1.2. Îïèøåì êðàòêî ñòðóêòóðó íàñòîÿùåé ñòàòüè. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì,÷òî, èçó÷àÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2-ãî ïîðÿäêàîáùåãî âèäà (5), ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðåìåííûå x1, x2, z êàê àäàïòèðîâàííûåëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (2+1)-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ H ñ 2-ìåðíîé áàçîé (ïðè ýòîì
x1, x2 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà áàçå). Äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿëîêàëüíûõ êîîðäèíàò èìåþò âèä:

x̃i = ψi
(
x1, x2

)
, i = 1, 2; z̃ = ψ2+1

(
x1, x2, z

)
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi, z, pj àäàïòèðîâàííûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â ðàññëîå-íèè 1-ñòðóé J1H . Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â ðàññëîåíèè JrH (ðàññëîåíèå ãîëîíîì-íûõ r -ñòðóé ñå÷åíèé) îáîçíà÷èì ÷åðåç xi, z, pj1,...,jk , k = 1, . . . , r (èìååò ìåñòîñèììåòðèÿ ïî íèæíèì èíäåêñàì).Äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H , çàäàííîãî óðàâíåíèåì z = z
(
x1, x2

) , ìîæíîðàññìàòðèâàòü ïîäíÿòûå ñå÷åíèÿ (ïîäíÿòèÿ) σr ⊂ JrH , çàäàííûå óðàâíåíèÿìè
z = z

(
x1, x2

) ; pj1,...,jk = zj1,...,jk , k = 1, . . . , r . Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5)ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå îáùåì âèäå
U
(
x1, x2, z, p1, p2, p11, p12, p22

)
= 0. (5′′)Íà ïîäíÿòèè σ2 ⊂ J2H ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä(5). �åøåíèÿ z = z

(
x1, x2

) óðàâíåíèÿ (5) � ýòî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H , íà ïîäíÿòèÿõêîòîðûõ óðàâíåíèå (5) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.Çàìå÷àíèå 1.1. Â êà÷åñòâå ãëàâíûõ �îðì íà JrH ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, âû-áðàòü òàê íàçûâàåìûå êîíòàêòíûå �îðìû
ωi = dxi, ω2+1

j1,...,jk
= dpj1,...,jk − pj1,...,jkidx

i, k = 1, . . . , r,êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà êîíòàêòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ â JrH (î ïîíÿòèèêîíòàêòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñì. [1, ãë. IV, � 3℄).Çàìåòèì, ÷òî ïîäíÿòèÿ σr ⊂ JrH ñå÷åíèé σ ⊂ H (è òîëüêî îíè) ÿâëÿþòñÿèíòåãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñèñòåìû Ï�à��à
ω2+1 = 0, ω2+1

j1,...,jk
= 0, k = 1, . . . , r − 1,ãäå ω2+1, ω2+1

j1,...,jk
k = 1, . . . , r − 1, � êîíòàêòíûå �îðìû.Ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå îòîáðàæåíèé Áýêëóíäà ñ ðàññìîòðåíèÿ ñïåöèàëüíûõñâÿçíîñòåé [4℄ â ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿõ kr∗H , kR∗H è kℜ∗H (�àêòîð-ìíîãîîáðàçèÿìíîãîîáðàçèÿ ðåïåðîâ ïîðÿäêà k ) ïðè k = 1 è k = 2 (ñì. ðàçä. 2). Ìíîãîîáðàçèå 1-ñòðóé J1H ÿâëÿåòñÿ îáùåé áàçîé äëÿ êàæäîãî èç ðàññëîåíèé 1r∗H , 1R∗H , 1ℜ∗H .�àññëîåíèÿ 2r∗H , 2R∗H , 2ℜ∗H èìåþò îáùóþ áàçó J2H . Ñòðóêòóðíîé ãðóïïîéäëÿ 1r∗H è 2r∗H ÿâëÿåòñÿ 1-ìåðíàÿ ãðóïïà G1 , äëÿ 1R∗H è 2R∗H � ãðóïïà

SL(2) , äëÿ 1ℜ∗H è 2ℜ∗H � ãðóïïà GL(2) . Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿðàññìîòðåíèåì ñïåöèàëüíûõ ñâÿçíîñòåé òîëüêî â kr∗H è kR∗H , òàê êàê çàäà-íèå ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòè â kℜ∗H ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòèâ kR∗H (ñì. Çàìå÷àíèå 2.2).Íàì èíòåðåñíû â ïåðâóþ î÷åðåäü ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè â kR∗H , îïðåäåëÿþ-ùèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ íàïåð¼ä çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2-ãî ïîðÿäêà (5′′ ), òî åñòü ñïåöèàëüíûå ñâÿç-íîñòè, ó êîòîðûõ �îðìû êðèâèçíû îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ(5′′ ) (è òîëüêî íà ðåøåíèÿõ).



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 97Çàìåòèì, ÷òî ñâÿçíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû, ìî-ãóò áûòü çàäàíû òàêæå â îòëè÷íûõ îò kR∗H ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿõ íàä áàçîé JkH ,íî ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé G , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû SL(2) (ñì. [5℄è [25℄).Ñëåäóþùèé ðàçäåë (ðàçä. 3) ìû íà÷èíàåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ðàññëîåíèé, àññî-öèèðîâàííûõ ñ ãëàâíûìè ðàññëîåíèÿìè kr∗H è kR∗H . Ïðè ýòîì, ñëåäóÿ [8℄, èñ-ïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. �ëàâíîå ðàññëîåíèå ñ áàçîé B è ñòðóêòóðíîéãðóïïîé G îáîçíà÷àåì P (B,G) . Àññîöèèðîâàííîå ñ íèì ðàññëîåíèå ñ òèïîâûìñëîåì ℑ (ℑ � ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïû G) îáîçíà÷àåì
ℑ (P (B, G)) . Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñâÿçíîñòè â àññîöèèðîâàííûõ ðàññëî-åíèÿõ ℑ

(
kR∗H

) , k = 1, 2 , ñ îäíîìåðíûì òèïîâûì ñëîåì. Ñâÿçíîñòü â ℑ
(
kR∗H

) ,
dimℑ = 1 , ìû íàçûâàåì ñâÿçíîñòüþ Áýêëóíäà êëàññà k äëÿ äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà (5′′ ), åñëè îíà ïîðîæäåíà ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòüþâ kR∗H , îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ (5′′ ).Â ñëó÷àå, êîãäà ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â P (JkH,G) (ãäå G � ïîäãðóïïà ãðóï-ïû SL(2)) îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ (5′′ ), ïîðîæä¼ííóþ åþ ñâÿçíîñòü â ℑ

(
P
(
JkH, G

)) ìû íàçûâàåì îñîáîéñâÿçíîñòüþ Áýêëóíäà êëàññà k äëÿ óðàâíåíèÿ (5′′ ). Îñîáûìè ñâÿçíîñòÿìè Áýê-ëóíäà ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé(ñì. [4�7℄) è ñâÿçíîñòè Êîóëà �Õîï�à [25℄.Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå Ï�à��à
θ̃
σ

= 0 (8)âïîëíå èíòåãðèðóåìî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñå÷åíèå σ ⊂ H ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ( 5̃) (çäåñü θ̃ � �îðìà ñâÿçíîñòè, ñîîò-âåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà, à θ̃
σ
� �îðìà θ̃ , ðàññìàòðèâàåìàÿ íàä ñå÷åíèåì

σ ⊂ H ).Óðàâíåíèå Ï�à��à (8) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
H ⊃ σ → Σ

σ
⊂ ℑ

(
kR∗H

)
, dim ℑ = 1, (9)ïðè êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå σ ⊂ H äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5′′) ïåðåõîäèòâ ñå÷åíèå Σ

σ
⊂ ℑ

(
kR∗H

) , dim ℑ = 1 , ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ï�à��à(8) ïðè çàäàííîì σ ⊂ H . Ìû íàçûâàåì îòîáðàæåíèå (9) îòîáðàæåíèåì Áýêëóíäàêëàññà k , ñîîòâåòñòâóþùèì äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5′′) , à óðàâíåíèå (8) �óðàâíåíèåì Ï�à��à, îïðåäåëÿþùèì îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà.Â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ãëàâíûõ �îðì âûáðàíû êîíòàêòíûå �îðìû, óðàâ-íåíèå Ï�à��à (8) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè(ìû íàçûâàåì å¼ ñèñòåìîé Áýêëóíäà), êîòîðàÿ èìååò âåñüìà ñïåöèàëüíûé âèä (ñì.ðàçä. 3). Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå k = 2 ñèñòåìà Áýêëóíäà èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì.Çàìå÷àíèå 3.1):



y1 =

(
ϕ1

2y
2 + ϕy − ϕ2

1

)
· z11 +

(
ψ1

2y
2 + ψy − ψ2

1

)
· z12 + χ1

21y
2 + χ1y − χ2

11,

y2 =
(
ϕ1

2y
2 + ϕy − ϕ2

1

)
· z12 +

(
ψ1

2y
2 + ψy − ψ2

1

)
· z22 + χ1

22y
2 + χ2y − χ2

12,
(10)ãäå

ϕ, ϕ2
1, ϕ

1
2, ψ, ψ

2
1 , ψ

1
2 , χi, χ

2
1i, χ

1
2i, i = 1, 2 (11)çàâèñÿò îò x1, x2, z, z1, z2 .



98 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂÓñòàíîâëåíî (ñì. Òåîðåìó 3.1), ÷òî:1) åñëè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò îòîáðàæå-íèå Áýêëóíäà êëàññà 1, òî îíî � êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå;2) åñëè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò îòîáðàæå-íèå Áýêëóíäà êëàññà 2, òî â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè (11) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
∂ψ

∂z1
− ∂ϕ

∂z2
+ 2

∣∣∣∣
ϕ1

2 ϕ2
1

ψ1
2 ψ2

1

∣∣∣∣ = 0,

∂ψ2
1

∂z1
− ∂ϕ2

1

∂z2
+

∣∣∣∣
ϕ2

1 ϕ
ψ2

1 ψ

∣∣∣∣ = 0, (12)

∂ψ1
2

∂z1
− ∂ϕ1

2

∂z2
+

∣∣∣∣
ϕ ϕ1

2

ψ ψ1
2

∣∣∣∣ = 0,îíî � êâàçèëèíåéíîå, à â ñëó÷àå, êîãäà ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû, îíî ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèåì òèïà Ìîíæà �Àìïåðà
z1 1 · z2 2 − (z1 2)

2
+ P z1 1 +Qz1 2 +Rz2 2 + S = 0, (13)ãäå P, Q, R, S çàâèñÿò îò x1, x2, z, z1, z2 .Â ðàçä. 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà, äîïóñ-êàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà êëàññà 1 îäíîãî ñïåöèàëüíîãî òèïà (òàê íàçû-âàåìûå ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà [26℄). Â ðàçä. 5 óñòàíîâëåíî ñóùå-ñòâîâàíèå îòîáðàæåíèé Áýêëóíäà êëàññà 2 äëÿ óðàâíåíèÿ z11 · z22− (z12)

2 + c2 = 0 ,
c = const . 2. Ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè, îïðåäåëÿþùèåïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû2.1. �ëàâíûå ðàññëîåíèÿ kr∗H , kR∗H è kℜ∗H, k = 1, 2 . �àññìîòðèìãëàâíûå äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû ω1, ω2, ω2+1 ðàññëîåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ H .Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì

dωi = ωj ∧ ωij, dω2+1 = ωj ∧ ω2+1
j + ω2+1 ∧ ω2+1

2+1 .Â ïðîöåññå ïðàâèëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ (ñì. îá ýòîé ïðîöåäóðå â [11℄) âîçíèêàåòïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðóêòóðíûõ �îðì ðàññëîåíèé ðåïåðîâ ïîðÿäêîâ 1, 2, . . . (ðàñ-ñëîåíèé R1H, R2H, . . .). Ïðè ýòîì �îðìû
ωi, ω2+1, ω2+1

j , ωij , ω2+1
2+1 (14)ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ñòðóêòóðíûõ �îðì ðàññëîåíèÿ R1H . Íà ñëåäóþùåìýòàïå ïðîäîëæåíèÿ âîçíèêàþò �îðìû

ω2+1
j k , ωij k, ωij, 2+1, ω2+1

2+1, 2+1, (15)ãäå �îðìû ω2+1
j k è ωij k ñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì. Ôîðìû (14) è (15) âñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ñòðóêòóðíûõ �îðì ðàññëîåíèÿ R2H .Çàìåòèì, ÷òî �îðìû ωi, ω2+1, ω2+1

j îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè �îðìàìèâ ìíîãîîáðàçèè 1-ñòðóé J1H , à �îðìû ωi, ω2+1, ω2+1
j , ω2+1

k l � ãëàâíûìè �îð-ìàìè â ìíîãîîáðàçèè 2-ñòðóé J2H . Ìîæíî âûäåëèòü òðè �àêòîð-ìíîãîîáðàçèÿìíîãîîáðàçèÿ R1H :
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• ìíîãîîáðàçèå 1r∗H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1

j , ϑ , ãäå ϑ =

= ω1
1 + ω2

2 ;
• ìíîãîîáðàçèå 1R∗H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1

j , ω, ω2
1 , ω

1
2 ,ãäå ω = ω1

1 − ω2
2 ;

• ìíîãîîáðàçèå 1ℜ∗H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1
j , ωij .Ìîæíî âûäåëèòü òàêæå òðè �àêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ R2H :

• ìíîãîîáðàçèå 2r∗H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1
j , ω2+1

k l , ϑ ;
• ìíîãîîáðàçèå 2R∗H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1

j , ω2+1
k l , ω, ω

2
1 ,

ω1
2 ;
• ìíîãîîáðàçèå 2ℜ∗H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1

j , ω2+1
k l , ω

i
j .Êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé

kr∗H, kR∗H, kℜ∗H, k = 1, 2, (16)èìååò ñòðóêòóðó ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ. Ìíîãîîáðàçèå 1-ñòðóé J1H ÿâëÿåòñÿ îáùåéáàçîé ðàññëîåíèé 1r∗H , 1R∗H è 1ℜ∗H , à ìíîãîîáðàçèå 2-ñòðóé J2H � îáùåé áàçîéðàññëîåíèé 2r∗H , 2R∗H è 2ℜ∗H . Ñòðóêòóðíûìè ãðóïïàìè ðàññëîåíèé (16) (êàêïðè k = 1 , òàê è ïðè k = 2) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû G1 , SL(2) , GL(2) ñîîòâåòñòâåííî.Ñîâîêóïíîñòü ñëîåâûõ �îðì â kr∗H ñîñòîèò èç îäíîé �îðìû ϑ ; �îðìû ω, ω2
1 ,

ω1
2 � ñëîåâûå �îðìû â kR∗H ; �îðìû ωij � ñëîåâûå �îðìû â kℜ∗H (êàê ïðè k =

= 1 , òàê è ïðè k = 2). Ïðè �èêñàöèè òî÷êè áàçû ñëîåâûå �îðìû ïðåâðàùàþòñÿ âèíâàðèàíòíûå ñòðóêòóðíûå �îðìû ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû.Ñðåäè ñâÿçíîñòåé, çàäàííûõ â ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿõ (16), èíâàðèàíòíûì îá-ðàçîì âûäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè [4℄, òî åñòü ñâÿçíîñòè, ó êîòîðûõ âñåêîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè, êðîìå êîý��èöèåíòîâ ïðè ω1, ω2 , ðàâíû íóëþ.Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè,îïðåäåëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû. Íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçíîñòü â ãëàâ-íîì ðàññëîåíèè íàä áàçîé JkH (k = 1 èëè k = 2) íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ,îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ çàäàííîãî äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ, åñëè å¼ �îðìû êðèâèçíû îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ðåøåíèÿõ ýòîãîóðàâíåíèÿ (ãîâîðÿ òî÷íåå, íà ïîäíÿòèÿõ ðåøåíèé) è òîëüêî íà ðåøåíèÿõ.2.2. Ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè â kr∗H, k = 1, 2 . Åñëè â ðàññëîåíèè kr∗Hçàäàíà ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü, òî (êàê â ñëó÷àå k = 1 , òàê è â ñëó÷àå k = 2) ñîâî-êóïíîñòü �îðì ñâÿçíîñòè ñîñòîèò èç îäíîé �îðìû ϑ̃ , êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèéâèä:
ϑ̃ = ϑ+ h1 ω

1 + h2 ω
2.Êîý��èöèåíòû h1 è h2 çàâèñÿò îò xi, z, pj , åñëè k = 1 , è îò xi, z, pj , pk l ,åñëè k = 2 . Îíè óäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì






d h1 −
1

2
h1ϑ− 1

2
h1ω − h2ω

2
1 − ω1

11 − ω2
12 = 0,

d h2 −
1

2
h2ϑ+

1

2
h2ω − h1ω

1
2 − ω1

12 − ω2
22 = 0.

(17)Çäåñü ðàâåíñòâî íóëþ èìååò ìåñòî ïî ìîäóëþ ãëàâíûõ �îðì. Ôîðìà ñâÿçíîñòè ϑ̃óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíîìó óðàâíåíèþ
d ϑ̃ = Ω. (18)ãäå Ω = Rω1 ∧ ω2 + · · · � �îðìà êðèâèçíû (ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíà ñóììà ñëàãà-åìûõ, ñîäåðæàùàÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãëàâíûõ �îðì, îòëè÷íûå îò ω1 ∧ ω2 ).
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ωi = dxi, ω2+1 = dz − pi dx

i,

ω2+1
j = dpj − pjk dx

k, ω2+1
jk = dpjk − pjkl dx

l.
(19)Ïðè òàêîì âûáîðå ãëàâíûõ �îðì ωij = 0 (ñëåäîâàòåëüíî, ϑ = 0) è �îðìà ñâÿçíîñòè

ϑ̃ ïðèíèìàåò âèä
ϑ̃ = h1 dx

1 + h2 dx
2.Ïðè ýòîì â ñëó÷àå k = 1

R =
∂h2

∂p1
· p11 +

(
∂h2

∂p2
− ∂h1

∂p1

)
· p12 −

∂h1

∂p2
· p22 +

∂h2

∂z
· p1 −

− ∂h1

∂z
· p2 +

∂h2

∂x1
− ∂h1

∂x2
, (20)à â ñëó÷àå k = 2

R =
∂h2

∂p11
· p111 +

(
∂h2

∂p12
− ∂h1

∂p11

)
· p112 +

(
∂h2

∂p22
− ∂h1

∂p12

)
· p122 −

− ∂h1

∂p22
· p222 +

∂h2

∂p1
· p11 +

(
∂h2

∂p2
− ∂h1

∂p1

)
· p12 −

∂h1

∂p2
· p22 +

+
∂h2

∂z
· p1 −

∂h1

∂z
· p2 +

∂h2

∂x1
− ∂h1

∂x2
. (21)Íà ïîäíÿòèè ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H êîíòàêòíûå �îðìû ω2+1, ω2+1

j , ω2+1
k l îá-ðàùàþòñÿ â íóëü (ñì. Çàìå÷àíèå 1.1) è ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå (18) ïðèíèìàåòâèä:

d ϑ̃
σ

= R
σ
dx1 ∧ dx2,ãäå R

σ
� ýòî êîý��èöèåíò R , ðàññìàòðèâàåìûé íà ïîäíÿòèè ñå÷åíèÿ σ ⊂ H . Óðàâ-íåíèå

R
σ

= 0 (22)ÿâëÿåòñÿ ïðè k = 1 êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà. Ïðè k = 2 óðàâ-íåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèåì 3-ãî ïîðÿäêà. Âìåñòå ñ òåì ñðåäèñïåöèàëüíûõ ñâÿçíîñòåé, çàäàííûõ â 2r∗H , ñóùåñòâóþò è òàêèå ñâÿçíîñòè, äëÿêîòîðûõ óðàâíåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà (ñì. äàëåå Ïðèìåð 2.2).Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â [25℄:Ëåììà 2.1. Åñëè â 2r∗H çàäàíà ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü è â êà÷åñòâå ãëàâ-íûõ �îðì âûáðàíû êîíòàêòíûå �îðìû (19) , òî óðàâíåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ äè�-�åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäàêîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè èìåþò âèä
h i = ϕ · p1i + ψ · p2i + χi, i = 1, 2, (23)ãäå ϕ, ψ, χ1, χ2 � �óíêöèè ïåðåìåííûõ x1, x2, z, p1, p2 .



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 101Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó (21) è (23) óðàâíåíèå (22) ïðè k = 2 ïðèíè-ìàåò ñëåäóþùèé âèä:
(
∂ψ

∂z1
− ∂ϕ

∂z2

)
·
(
z11 · z22 − (z12)

2
)
−−

(
∂ϕ

∂z
· z2 +

∂ϕ

∂x2
+
∂χ2

∂z1

)
· z11+

+

(
∂ϕ

∂z
· z1 −

∂ψ

∂z
· z2 +

∂ϕ

∂x1
− ∂ψ

∂x2
+
∂χ2

∂z2
− ∂χ1

∂z1

)
· z12+

+

(
∂ψ

∂z
· z1 +

∂ψ

∂x1
− ∂χ1

∂z2

)
· z22 +

∂χ2

∂z
· z1 −

∂χ1

∂z
· z2 +

∂χ2

∂x1
− ∂χ1

∂x2
= 0.Îíî ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì, åñëè �óíêöèè ϕ è ψ óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ:

∂ϕ

∂p2
=

∂ψ

∂p1
, (24)è óðàâíåíèåì òèïà Ìîíæà �Àìïåðà (13), åñëè óñëîâèå (24) íå âûïîëíåíî. Î÷åâèä-íî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîéêðèâèçíû äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà (5′′ ), åñëè ëåâàÿ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (5′′ ) îòëè÷àåòñÿ îò R ìíîæèòåëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 2.1. Åñëè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-íûìè 2-ãî ïîðÿäêà (5′′) ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â 1r∗H , îïðåäå-ëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, òî óðàâíåíèå (5′′) � êâàçèëèíåéíîå.Åñëè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5′′) ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòüâ 2r∗H , îïðåäåëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, è â ñîîòíîøåíèÿõ (23)�óíêöèè ϕ è ψ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (24) , òî óðàâíåíèå (5′′) è â ýòîì ñëó-÷àå � êâàçèëèíåéíîå. Åñëè æå óñëîâèå (24) íå âûïîëíåíî, òî óðàâíåíèå (5′′) ÿâ-ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà Ìîíæà �Àìïåðà (13) .Ïðèìåð 2.1. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â 1r∗H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè

h1 = p2, h2 = ln zîïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ îáîáù¼ííîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè
z1 − z · z22 = 0.Äåéñòâèòåëüíî, íà ëþáîì ñå÷åíèè σ ⊂ H �îðìà ñâÿçíîñòè

ϑ̃
σ

= z2 dx
1 + ln z dx2óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíîìó óðàâíåíèþ

d ϑ̃
σ

=
1

2
(z1 − z · z22) dx1 ∧ dx2.Ïðèìåð 2.2. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â 2r∗H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè

h1 =
a2

2
· p11 · ln

(
(p1)

2
+ (p2)

2
+ 1
)

+ z, h2 =
a2

2
· p12 · ln

(
(p1)

2
+ (p2)

2
+ 1
)îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ìîí-æà �Àìïåðà (2). Â ñàìîì äåëå, íà êàæäîì ñå÷åíèè σ ⊂ H �îðìà ñâÿçíîñòè

ϑ̃
σ

=

(
a2

2
· z11 · ln

(
(z1)

2
+ (z2)

2
+ 1
)

+ z

)
dx1 +

a2

2
· z12 · ln

(
(z1)

2
+ (z2)

2
+ 1
)
dx2
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d ϑ̃
σ

= −a2 z2

(z1)
2 + (z2)

2 + 1

(
z11 · z22 − (z12)

2 +
(z1)

2
+ (z2)

2
+ 1

a2

)
dx1 ∧ dx2.2.3. Ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè â kR∗H, (k = 1, 2). Â ñëó÷àå, êîãäà ñïåöè-àëüíàÿ ñâÿçíîñòü çàäàíà â kR∗H , ãäå k = 1 èëè k = 2 , �îðìû ñâÿçíîñòè èìåþòâèä

ω̃ = ω + γ1ω
1 + γ2ω

2, ω̃2
1 = ω2

1 + γ2
11ω

1 + γ2
12ω

2, ω̃1
2 = ω1

2 + γ1
21ω

1 + γ1
22ω

2.Êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè
γ1, γ2

11, γ1
21, γ2, γ2

12, γ1
22 (25)â ñëó÷àå k = 1 çàâèñÿò îò xi, z, pj , à â ñëó÷àå k = 2 � îò xi, z, pj, pkl . Îíèóäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì






dγ1 −
1

2
γ1ϑ− 1

2
γ1ω −

(
γ2 + 2γ1

21

)
ω2

1 + 2γ2
11ω

1
2 − ω1

11 + ω2
12 = 0,

dγ2 −
1

2
γ2ϑ+ 1

2γ2ω − 2γ1
22ω

2
1 −

(
γ1 − 2γ2

12

)
ω1

2 − ω1
12 + ω2

22 = 0,

dγ2
11 −

1

2
γ2
11ϑ− 3

2
γ2
11ω +

(
γ1 − γ2

12

)
ω2

1 − ω2
11 = 0,

dγ2
12 −

1

2
γ2
12ϑ− 1

2
γ2
12ω + γ2ω

2
1 − γ2

11ω
1
2 − ω2

12 = 0,

dγ1
21 −

1

2
γ1
21ϑ+

1

2
γ1
21ω − γ1

22ω
2
1 − γ1ω

1
2 − ω1

21 = 0,

dγ1
22 −

1

2
γ1
22ϑ+

3

2
γ1
22ω −

(
γ2 + γ1

21

)
ω1

2 − ω1
22 = 0.

(26)

Çäåñü ðàâåíñòâî íóëþ èìååò ìåñòî ïî ìîäóëþ ãëàâíûõ �îðì.Çàìå÷àíèå 2.1. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â kR∗H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè(25) ïîðîæäàåò ñïåöèàëüíóþ ñâÿçíîñòü â kr∗H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè
h 1 = γ1 + 2γ2

12, h2 = −γ2 + 2γ1
12. (27)Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòî-ðûì óäîâëåòâîðÿþò êîý��èöèåíòû h1 è h2 , âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëàì (27), èìå-þò âèä (17).Ôîðìû ñâÿçíîñòè ω̃, ω̃2

1 , ω̃
1
2 óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì

d ω̃ = 2 ω̃2
1 ∧ ω̃1

2 + Ω, d ω̃2
1 = ω̃ ∧ ω̃2

1 + Ω2
1, d ω̃1

2 = ω̃1
2 ∧ ω̃ + Ω1

2, (28)ãäå Ω = R12ω
1 ∧ω2 + · · · , Ω2

1 = R2
112ω

1 ∧ω2 + · · · , Ω1
2 = R1

212ω
1 ∧ω2 + · · · � �îðìûêðèâèçíû (ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñóììû ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâåäåíèÿãëàâíûõ �îðì, îòëè÷íûå îò ω1 ∧ ω2 ).Íàïîìíèì, ÷òî èíâàðèàíòíûå ñòðóêòóðíûå �îðìû ñòðóêòóðíîé ãðóïïû SL(2)(îáîçíà÷èì èõ ω, ω2

1, ω
1
2 ) óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì ýòîé ãðóïïû:

dω = 2ω2
1 ∧ ω1

2, d ω2
1 = ω ∧ ω2

1, d ω1
2 = ω1

2 ∧ ω.
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1 =

= ω1
2 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ω̃ = γ1 dx

1 + γ2 dx
2, ω̃2

1 = γ2
1 1 dx

1 + γ2
12 dx

2, ω̃1
2 = γ1

21 dx
1 + γ1

22 dx
2. (29)Ïðè ýòîì åñëè k = 1 , òî

R12 =
∂γ2

∂p1
· p11 +

(
∂γ2

∂p2
− ∂γ1

∂p1

)
· p12 −

∂γ1

∂p2
· p22 +

∂γ2

∂z
· p1−

− ∂γ1

∂z
· p2 +

∂γ2

∂x1
− ∂γ1

∂x2
+ +2

(
γ1
21 · γ2

12 − γ1
22 · γ2

11

)
,

R2
112 =

∂γ2
12

∂p1
· p11 +

(
∂γ2

12

∂p2
− ∂γ2

11

∂p1

)
· p12 −

∂γ2
11

∂p2
· p22+

+
∂γ2

12

∂z
· p1 −

∂γ2
11

∂z
· p2 +

∂γ2
12

∂x1
− ∂γ2

11

∂x2
+ γ2

11 · γ2 − γ2
12 · γ1,

R1
212 =

∂γ1
22

∂p1
· p11 +

(
∂γ1

22

∂p2
− ∂γ1

21

∂p1

)
· p12 −

∂γ1
21

∂p2
· p22+

+
∂γ1

22

∂z
· p1 −

∂γ1
21

∂z
· p2 +

∂γ1
22

∂x1
− ∂γ1

21

∂x2
+ γ1

22 · γ1 − γ1
21 · γ2,à åñëè k = 2 , òî

R12 =
∂γ2

∂p11
· p111 +

(
∂γ2

∂p12
− ∂γ1

∂p11

)
· p112 +

(
∂γ2

∂p22
− ∂γ1

∂p12

)
· p122−

− ∂γ1

∂p22
· p222 +

∂γ2

∂p1
· p11 +

(
∂γ2

∂p2
− ∂γ1

∂p1

)
· p12 −

∂γ1

∂p2
· p22+

+
∂γ2

∂z
· p1 −

∂γ1

∂z
· p2 +

∂γ2

∂x1
− ∂γ1

∂x2
+ 2

(
γ1
21 · γ2

12 − γ1
22 · γ2

11

)
,

R2
112 =

∂γ2
12

∂p11
· p111 +

(
∂γ2

12

∂p12
− ∂γ2

11

∂p11

)
· p112 +

(
∂γ2

12

∂p22
− ∂γ2

11

∂p12

)
· p122−

− ∂γ2
11

∂p22
· p222 +

∂γ2
12

∂p1
· p11 +

(
∂γ2

12

∂p2
− ∂γ2

11

∂p1

)
· p12 −

∂γ2
11

∂p2
· p22+

+
∂γ2

12

∂z
· p1 −

∂γ2
11

∂z
· p2 +

∂γ2
12

∂x1
− ∂γ2

11

∂x2
+ γ2

11 · γ2 − γ2
12 · γ1,

R1
212 =

∂γ1
22

∂p11
· p111 +

(
∂γ1

22

∂p12
− ∂γ1

21

∂p11

)
· p112 +

(
∂γ1

22

∂p22
− ∂γ1

21

∂p12

)
· p122−

− ∂γ1
21

∂p22
· p222 +

∂γ1
22

∂p1
· p11 +

(
∂γ1

22

∂p2
− ∂γ1

21

∂p1

)
· p12 −

∂γ1
21

∂p2
· p22+

+
∂γ1

22

∂z
· p1 −

∂γ1
21

∂z
· p2 +

∂γ1
22

∂x1
− ∂γ1

21

∂x2
+ γ1

22 · γ1 − γ1
21 · γ2.



104 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂÇàìåòèì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå Çàìå÷àíèå 1.1, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íà ïîäíÿòèèëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ (28) ïðèíèìàþò âèä




dω̃
σ

= 2ω̃
σ

2
1 ∧ ω̃σ

1
2 +R

σ
12 dx

1 ∧ dx2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃
σ

2
1 +R

σ

2
112 dx

1 ∧ dx2,

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ
+R

σ

1
212 dx

1 ∧ dx2.Óðàâíåíèÿ
R
σ

12 = 0, R
σ

2
112 = 0, R

σ

1
212 = 0 (30)ÿâëÿþòñÿ ïðè k = 1 äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè 2-ãî ïîðÿäêà. Ïðè k = 2óðàâíåíèÿ (30) ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿìè 3-ãî ïîðÿäêà. Âìåñòå ñ òåìñóùåñòâóþò è òàêèå ñâÿçíîñòè â 2R∗H , äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèÿ (30) ÿâëÿþòñÿóðàâíåíèÿìè 2-ãî ïîðÿäêà (ñì. äàëåå Ïðèìåð 2.5). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà,äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 2.1:Ëåììà 2.2. Åñëè â 2R∗H çàäàíà ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü è â êà÷åñòâå ãëàâ-íûõ �îðì âûáðàíû êîíòàêòíûå �îðìû (19) , òî óðàâíåíèÿ (30) ÿâëÿþòñÿ äè�-�åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè 2-ãî ïîðÿäêà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäàêîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè èìåþò âèä

γi = ϕ · p1i + ψ · p2i + χi,

γ2
1i = ϕ2

1 · p1i + ψ2
1 · p2i + χ2

1i, (31)

γ1
2i = ϕ1

2 · p1i + ψ1
2 · p2i + χ1

2i.Çäåñü i = 1, 2; ϕ, ϕ2
1, ϕ

1
2, ψ, ψ

2
1 , ψ

1
2 , χi, χ

2
1i, χ

1
2i � �óíêöèè ïåðåìåííûõ x1, x2,

z, p1, p2 .Â ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè èìåþò âèä (31), êîìïîíåíòû R12,
R2

112, R
1
212 âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R 12 =

(
∂ψ

∂p1
− ∂ϕ

∂p2
+ 2

∣∣∣∣
ϕ1

2 ϕ2
1

ψ1
2 ψ2

1

∣∣∣∣
)
·
(
p11 · p22 − (p12)

2
)
+K1 p11+L1 p12+M1 p22+N1,

R2
112 =

(
∂ψ2

1

∂p1
− ∂ϕ2

1

∂p2
+

∣∣∣∣
ϕ2

1 ϕ
ψ2

1 ψ

∣∣∣∣
)
·
(
p11 · p22 − (p12)

2
)
+K2 p11+L2 p12+M2 p22+N2,

R1
212 =

(
∂ψ1

2

∂p1
− ∂ϕ1

2

∂p2
+

∣∣∣∣
ϕ ϕ1

2

ψ ψ1
2

∣∣∣∣
)
·
(
p11 · p22 − (p12)

2
)
+K3 p11+L3 p12+M3 p22+N3,ãäå Ki, Li, Mi, Ni, i = 1, 2, 3, çàâèñÿò îò x1, x2, z, p1, p2 .Åñëè êàæäàÿ èç êîìïîíåíò R12, R

2
112, R

1
212 îòëè÷àåòñÿ îò ëåâîé ÷àñòè óðàâ-íåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà (5′′ ) ìíîæèòåëåì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â

2R∗H îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ (5′′ ). Òàêèìîáðàçîì, ñïðàâåäëèâà



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 105Òåîðåìà 2.2. Åñëè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-íûìè 2-ãî ïîðÿäêà (5′′) ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â 1R∗H , îïðåäåëÿþ-ùàÿ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, òî óðàâíåíèå (5′′) � êâàçèëèíåéíîå.Åñëè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5′′) ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ ñâÿç-íîñòü â 2R∗H , îïðåäåëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, è â ñîîòíîøåíè-ÿõ (31) �óíêöèè (11) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (12) , òî óðàâíåíèå (5′′) è â ýòîìñëó÷àå � êâàçèëèíåéíîå. Åñëè æå óñëîâèå (12) íå âûïîëíåíû, òî óðàâíåíèå (5′′)ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà Ìîíæà�Àìïåðà (13) .Ïðèìåð 2.3. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â 1R∗H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè
γ1 = cos

z

2
, γ2

11 = −1

2
sin

z

2
− 1

4
p1, γ1

21 = −1

2
sin

z

2
+

1

4
p1,

γ2 = cos
z

2
, γ2

12 =
1

2
sin

z

2
+

1

4
p2, γ1

22 =
1

2
sin

z

2
− 1

4
p2îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà

z12 = sin z.Â ñàìîì äåëå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
R
σ

12 = 0, R
σ

2
112 =

1

2
(z12 − sin z) , R

σ

1
212 = −1

2
(z12 − sin z)íà ïîäíÿòèè ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H .Ïðèìåð 2.4. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â 2R∗H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè

γ1 =
1

2
p1, γ2

11 = 0, γ1
21 =

1√
2
ez/2,

γ2 = −1

2
p2, γ2

12 =
1√
2
ez/2, γ1

22 = 0îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ
z12 = ez.Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü ÷òî

R
σ

12 = − (z12 − ez) , R
σ

2
112 = 0, R

σ

1
212 = 0íà ïîäíÿòèè ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H .Ïðèìåð 2.5. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â 2R∗H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè

γ1 = 2 p2 · p1 1 − 1, γ2
1 1 = −p2 · p1 1, γ1

2 1 = p2 · p1 1 − 1,

γ2 = 2 p2 · p1 2 − 1, γ2
1 2 = −p2 · p1 2, γ1

2 2 = p2 · p1 2 − 1îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ
z11 · z22 − (z12)

2
+ z2 · z11 − z2 · z12 = 0.Â ñàìîì äåëå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

R
σ

12 = −2
(
z11 · z22 − (z12)

2 + z2 · z11 − z2 · z12
)
,

R
σ

2
112 = z11 · z22 − (z12)

2
+ z2 · z11 − z2 · z12,

R
σ

1
212 = −

(
z11 · z22 − (z12)

2 + z2 · z11 − z2 · z12
)íà ïîäíÿòèè ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H .



106 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂ2.4. Ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè â kℜ∗H, k = 1, 2 . Ìîæíî ðàññìàòðèâàòüòàêæå ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè â kℜ∗H, k = 1, 2 . Ôîðìû ñâÿçíîñòè â ýòîì ñëó÷àåèìåþò âèä
˜̃ω
i

j = ωij + Γijkω
k.Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γijk = Γikj . Êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñëó÷àå

k = 1 çàâèñÿò îò xi, z, pj , à â ñëó÷àå k = 2 � îò xi, z, pj , pkl . Îíè óäîâëåòâîðÿþòäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
dΓijk + Γmjkω

i
m − Γimkω

m
j − Γijmω

m
k − ωijk = 0. (32)Çäåñü ðàâåíñòâî íóëþ èìååò ìåñòî ïî ìîäóëþ ãëàâíûõ �îðì.Çàìå÷àíèå 2.2. Çàìåòèì, ÷òî çàäàíèå ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòè â kℜ∗H ðàâíî-ñèëüíî çàäàíèþ ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòè â kR∗H .Â ÷àñòíîñòè, ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â kℜ∗H ñ êîý��èöèåíòàìè Γijk ïîðîæäàåòñïåöèàëüíóþ ñâÿçíîñòü â kR∗H ñ êîý��èöèåíòàìè:

γ1 = Γ1
11 − Γ2

12, γ2
11 = Γ2

11, γ1
2 1 = Γ1

12,

γ2 = Γ1
12 − Γ2

22, γ2
12 = Γ2

12, γ1
22 = Γ1

22.
(33)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþòêîý��èöèåíòû Γijk (25), âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëàì (33), èìåþò âèä (26).3. Ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà è îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà,ñèñòåìû ÁýêëóíäàÍàðÿäó ñ ãëàâíûìè ðàññëîåíèÿìè (16) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àññîöèèðîâàííûåñ íèìè ðàññëîåíèÿ. Íàïîìíèì (ñì. ðàçä. 1, ï. 1.2), ÷òî, ñëåäóÿ [8℄, ìû îáîçíà-÷àåì ñèìâîëîì P (B,G) ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñ áàçîé B è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé G .Àññîöèèðîâàííîå ñ íèì ðàññëîåíèå ñ òèïîâûì ñëîåì ℑ (ℑ � ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâ-ëåíèÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïû G) ìû îáîçíà÷àåì ℑ (P (B,G)) . Çàìåòèì, ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå Çàìå÷àíèå 2.2, ÷òî, èññëåäóÿ ñâÿçíîñòè â àññîöèèðîâàííûõ ðàññëîåíè-ÿõ ℑ

(
kr∗H

) , ℑ (kR∗H
) , ℑ (kℜ∗H

) , ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ñâÿçíîñòåé â
ℑ
(
kr∗H

) è ℑ
(
kR∗H

) . Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íàñ ñâÿçíîñòè â àññîöè-èðîâàííûõ ðàññëîåíèÿõ ℑ
(
kR∗H

)
, k = 1, 2, ñ îäíîìåðíûì òèïîâûì ñëîåì.Íàïîìíèì ñíà÷àëà (ñì. [8℄), ÷òî ñâÿçíîñòü, çàäàííàÿ â ãëàâíîì ðàññëîåíèè

P (B,G) , ïîðîæäàåò ñâÿçíîñòü â àññîöèèðîâàííîì ðàññëîåíèè ℑ(P (B,G)) . Åñëèïðè ýòîì dim ℑ = 1 , òî ñîâîêóïíîñòü �îðì ñâÿçíîñòè â ℑ (P (B,G)) ñîñòîèò èçîäíîé �îðìû θ̃ , êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:
θ̃ = dY − ξA (Y ) · ω̃A.Çäåñü ω̃A � �îðìû ñâÿçíîñòè â P (B,G) , èíäåêñû A, B, C ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ

1, . . . ,dim G, à êîý��èöèåíòû ξA(Y ) óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì Ëè:
dξB · ξC − dξC · ξB = ξA C

A
BC dY,ãäå CABC � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ãðóïïû Ëè G .Ôîðìà θ̃ óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíîìó óðàâíåíèþ

dθ̃ = θ̃ ∧
(
−dξA
dY

ω̃A
)
− ξAΩA,ãäå ΩA � �îðìû êðèâèçíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçíîñòè, çàäàííîé â P (B,G) .



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 107Èìååò ìåñòîËåììà 3.1. Ôîðìó ñâÿçíîñòè θ̃ â àññîöèèðîâàííîì ðàññëîåíèè ℑ(P (B,G))ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
θ̃ = χ

{
dy + ω̃2

1 − y ω̃ − y2 ω̃1
2

}
, χ 6= 0, (35)ãäå ω̃, ω̃2

1 , ω̃
1
2 � �îðìû ñâÿçíîñòè, çàäàííîé â kR∗H .Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìà ñâÿçíîñòè â ℑ

(
kR∗H

) èìååò ñëåäóþùèé âèä
θ̃ = dY − ξ (Y ) · ω̃ − ξ21 (Y ) · ω̃1

2 − ξ12 (Y ) · ω̃2
1 ,ãäå ω̃, ω̃2

1 , ω̃
1
2 � �îðìû ñâÿçíîñòè, çàäàííîé â kR∗H . Òîæäåñòâà Ëè, êîòîðûì óäî-âëåòâîðÿþò êîý��èöèåíòû ξ(Y ), ξ21(Y ), ξ12(Y ) , èìåþò â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóþùèéâèä:

ξ · dξ21 − ξ21 · dξ = ξ21 dY,

ξ · dξ12 − ξ12 · dξ = −ξ12 dY,
ξ21 · dξ12 − ξ12 · dξ21 = 2ξ dY.

(36)Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (36) íà ξ12 , âòîðîãî � íà ξ21 ,òðåòüåãî � íà ξ è ïîñëåäóþùåãî ñëîæåíèÿ ïîëó÷èì:
ξ21 · ξ12 + (ξ)

2
= 0. (37)Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

ξ12 6= 0, (38)òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç (37) ñëåäóåò, ÷òî ξ = 0 , è òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâ ξ12 =
= ξ = 0 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (36) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ξ21 = 0. Îäíàêîîäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå â íóëü âñåõ òð¼õ êîý��èöèåíòîâ ξ, ξ21 , ξ

1
2 íå ìîæåòèìåòü ìåñòà. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (38), ïðåäñòàâèì �îðìó θ̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ̃ = −ξ12
{
−dY
ξ12

+
ξ

ξ12
ω̃ +

ξ21
ξ12
ω̃1

2 + ω̃2
1

}è ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ
y = − ξ (Y )

ξ12 (Y )
. (39)Äè��åðåíöèðóÿ (39), ïîëó÷èì (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòå-ìû (36)):

− dY

ξ12 (Y )
= dy. (40)Èç (39) è (37) ñëåäóåò, ÷òî

ξ = −y · ξ12 , ξ21 = −y2 · ξ12 , (41)è â ñèëó (40) è (41) �îðìó θ̃ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (35), ãäå χ = −ξ12 6= 0 , ÷òîè òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Íàïîìíèì (ñì. ðàçä. 1), ÷òî ñâÿçíîñòè â ℑ
(
kR∗H

)
, dim ℑ = 1, ìû íàçûâà-åì ñâÿçíîñòÿìè Áýêëóíäà êëàññà k äëÿ çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ



108 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂ(5′′ ), åñëè îíè ïîðîæäåíû ñïåöèàëüíûìè ñâÿçíîñòÿìè â kR∗H , îïðåäåëÿþùè-ìè ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ (5′′ ). Íàðÿäó ñî ñâÿçíîñòÿ-ìè Áýêëóíäà îáùåãî òèïà ñóùåñòâóþò îñîáûå ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà, ïîðîæä¼ííûåñïåöèàëüíûìè ñâÿçíîñòÿìè â P (JkH,G) (ãäå G � ïîäãðóïïà ãðóïïû SL(2)), îïðå-äåëÿþùèìè ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû (ñì. óïîìèíàíèå î íèõ â ðàçä. 1).Óðàâíåíèå Ï�à��à (8):
θ̃
σ

= 0,ãäå θ̃
σ
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà �îðìà θ̃ , ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîä-íÿòèè ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H , âïîëíå èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà σ ⊂ H � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5′′ ). Îíî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå (9):

H ⊃ σ → Σ
σ
⊂ ℑ

(
kR∗H

)
, dim ℑ = 1,êîòîðîå ìû óñëîâèëèñü (ñì. ðàçä. 1) íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì Áýêëóíäà êëàññà k ,ñîîòâåòñòâóþùèì äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5′′ ). Óðàâíåíèå (8) ìû íàçû-âàåì óðàâíåíèåì Ï�à��à, îïðåäåëÿþùèì îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà.Çàìåòèì (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå Ëåììó 3.1), ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâåãëàâíûõ �îðì âûáðàíû êîíòàêòíûå �îðìû (19), óðàâíåíèå Ï�à��à (8) èìååòâèä

dy −
(
−γ
σ

2
11 + y · γ

σ
1 + y2 · γ

σ

1
21

)
dx1 −

(
−γ
σ

2
12 + y · γ

σ
2 + y2 · γ

σ

1
22

)
dx2 = 0è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè




y1 = −γ

σ

2
11 + y · γ

σ
1 + y2 · γ

σ

1
21,

y2 = −γ
σ

2
12 + y · γ

σ
2 + y2 · γ

σ

1
22,

(42)êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ñèñòåìîé Áýêëóíäà. Çäåñü γ
σ

2
1i, γ

σ
i, γ

σ

1
2i, i = 1, 2, � êîý��è-öèåíòû ñâÿçíîñòè â kR∗H , îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû (ðàñ-ñìàòðèâàåìûå íà ñå÷åíèè σ ⊂ H ).Ñèñòåìó Áýêëóíäà (42) ìîæíî òàêæå ïîñðåäñòâîì çàìåíû y = tg

(′y)

2
ïðåäñòà-âèòü â �îðìå






′y1 = γ
σ

1
21 − γ

σ

2
11 + γ

σ
1 · sin(′y) −

(
γ
σ

1
21 + γ

σ

2
11

)
· cos(′y),

′y2 = γ
σ

1
22 − γ

σ

2
12 + γ

σ
2 · sin(′y) −

(
γ
σ

1
22 + γ

σ

2
12

)
· cos(′y)

(42′)ëèáî ïîñðåäñòâîì çàìåíû y = e(
′′y) â �îðìå






′′y1 = γ
σ

1 + γ
σ

1
21 · e(

′′y) − γ
σ

2
11 · e−(′′y),

′′y2 = γ
σ

2 + γ
σ

1
22 · e(

′′y) − γ
σ

2
12 · e−(′′y).

(42′′)Çàìå÷àíèå 3.1. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà Áýêëóíäà (42), ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòîá-ðàæåíèþ Áýêëóíäà êëàññà 2, èìååò â ñèëó (31) âèä (10)





y1 =
(
ϕ1

2y
2 + ϕy − ϕ2

1

)
· z11 +

(
ψ1

2y
2 + ψy − ψ2

1

)
· z12 + χ1

21y
2 + χ1y − χ2

11,

y2 =
(
ϕ1

2y
2 + ϕy − ϕ2

1

)
· z12 +

(
ψ1

2y
2 + ψy − ψ2

1

)
· z22 + χ1

22y
2 + χ2y − χ2

12



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 109Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 2.1:Òåîðåìà 3.1. Åñëè äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
2-ãî ïîðÿäêà (5′′) äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 1 , òî îíî � êâàçèëè-íåéíîå.Åñëè óðàâíåíèå (5′′) äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 2 , òî îíî ÿâ-ëÿåòñÿ ëèáî óðàâíåíèåì òèïà Ìîíæà �Àìïåðà (13) , ëèáî êâàçèëèíåéíûì óðàâ-íåíèåì (åñëè â ñèñòåìå Áýêëóíäà (10) �óíêöèè (11) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
(12)).Çàìå÷àíèå 3.2. Òåîðåìà 3.1 ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì èçâåñòíîãî åù¼ ñ 1906 ã.ðåçóëüòàòà À.�. Ôîðñèñà [27℄, êîòîðûé óñòàíîâèë, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà, îíî èìååòâèä

T
(
z11 · z22 − (z12)

2
)

+ P z11 +Qz12 +Rz22 + S = 0,ãäå P, Q, R, S, T ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïåðåìåííûõ x1, x2, z, z1, z2 .Ïðèìåð 3.1. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 1, äëÿ êîòîðîãî ñè-ñòåìà Áýêëóíäà (çàïèñàííàÿ â �îðìå (42′ )) èìååò âèä




y1 =
1

2
z1 + sin y · cos

z

2
+ cos y · sin z

2
=

1

2
z1 + sin

(
y +

z

2

)
,

y2 = −1

2
z2 + sin y · cos

z

2
− cos y · sin z

2
= −1

2
z2 + sin

(
y − z

2

)
.

(43)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîñòü Áýêëóíäà ïîðîæäåíà ñâÿçíîñòüþ â 1R∗H , îïðåäåëÿþ-ùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà (Ïðèìåð 2.3).Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àâòîïðåîáðàçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäè��åðåíöèðóåì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (43) ïî x2 , àâòîðîå � ïî x1 . Ïîñëå ñëîæåíèÿ ïîëó÷èì
(2y)12 = sin (2y) .Ïðèìåð 3.2. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 1, äëÿ êîòîðîãî ñè-ñòåìà Áýêëóíäà (çàïèñàííàÿ â �îðìå (42′′)), èìååò âèä





y1 =
1

2
z1 +

1√
2
ez/2+y,

y2 = −1

2
z2 −

1√
2
ez/2−y.

(44)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîñòü Áýêëóíäà ïîðîæäåíà ñâÿçíîñòüþ â 1R∗H , îïðåäåëÿ-þùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (Ïðèìåð 2.4).Ñèñòåìà (44) îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â âîëíîâîå óðàâ-íåíèå
y12 = 0. (45)Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî





y12 =
1

2
z12 +

1√
2
ez/2+y

(
1

2
z2 + y2

)
,

y21 = −1

2
z21 −

1√
2
ez/2−y

(
1

2
z1 − y1

)
.Â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (44)) ïîëó÷èì (45).



110 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂÏðèìåð 3.3. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 1, äëÿ êîòîðîãî ñè-ñòåìà Áýêëóíäà èìååò âèä {
y1 = y − z + z2,

y2 = −y + ln z.
(46)Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà óðàâíåíèÿ

z1 = z · z22 + z ln z − z2 (47)â óðàâíåíèå
y1 = y + ey+y2 (−1 + y2 + y22) . (48)Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. Â ðåçóëüòàòå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (46) ïî x2 ,âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïî x1 è ïîñëåäóþùåãî âû÷èòàíèÿ ìû ïðèä¼ì (ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå óðàâíåíèÿ(46)) ê óðàâíåíèþ (47).2. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (46) ñëåäóåò, ÷òî z = ey+y2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

z2 = ey+y2 (y2 + y22) . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (46),ïîëó÷èì (48).Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ îñîáûì ïðåîáðàçîâàíèåì Áýê-ëóíäà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà �îðìàìè ñâÿç-íîñòè ÿâëÿþòñÿ �îðìû
ω̃ = dx1 − dx2, ω̃2

1 = (z − z2) dx
1 + ln z · dx2, ω̃1

2 = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâÿçíîñòü Áýêëóíäà ïîðîæäåíà ñâÿçíîñòüþ (îïðåäåëÿþùåéïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû), çàäàííîé â ðàññëîåíèè P
(
J1H, G

) , ãäå G �ïîäãðóïïà ãðóïïû SL(2) , îïðåäåë¼ííàÿ óðàâíåíèåì Ï�à��à ω1
2 = 0 (îá èíâàðè-àíòíûõ ñòðóêòóðíûõ �îðìàõ ω, ω2

1, ω
1
2 ãðóïïû SL(2) ñì. ðàçä. 2, ï. 2.3).Ïðèìåð 3.4. Ñèñòåìà

{
y1 = z2 · z11 + (2 z2 · z11 − 1) · y + (z2 · z11 − 1) · y2,

y2 = z2 · z12 + (2 z2 · z12 − 1) · y + (z2 · z12 − 1) · y2ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áýêëóíäà, îïðåäåëÿþùåé îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 2 äëÿóðàâíåíèÿ
z11 · z22 − (z12)

2 + z2 · z11 − z2 · z12 = 0.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîñòü Áýêëóíäà ïîðîæäåíà ñâÿçíîñòüþ, îïðåäåëÿþùåéïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (Ïðèìåð 2.5).4. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà êëàññà 1 îäíîãî ñïåöèàëüíîãî òèïà(¾ñòàíäàðòíûå¿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà )Îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 1 óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì, åñëè â îä-íîì èç óðàâíåíèé ñèñòåìû Áýêëóíäà êîý��èöèåíòû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îäíîãîïåðåìåííîãî z (äîïóñòèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ýòî êîý��èöèåíòû γ2, γ
2
12, γ

1
22 ),è ïðè ýòîì äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî z .Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ-ìè Áýêëóíäà. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå z = z (y, y2) è, ñëåäîâàòåëüíî, zi =

= φi (y, y1, y2, y12, y22) . Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû Áýê-ëóíäà, ìû ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé y .Ïðèìåðîì ñòàíäàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå,ðàññìîòðåííîå â Ïðèìåðå 3.3.



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 111Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð ñòàíäàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà.Ïðèìåð 4.1. �àññìîòðèì ñèñòåìó




y1 = −1

2

(
z2 −

z2

2

)
· y − 1

4
z · y2,

y2 = −z
2
· y +

1

2
y2,êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áýêëóíäà, îïðåäåëÿþùåéñòàíäàðòíîå àâòîïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà

z1 + z · z2 − z22 = 0. (49)Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå � îñîáîå (êàê è ïðåîáðàçîâàíèå, ðàññìîòðåííîåâ Ïðèìåðå 3.3).Çàìå÷àíèå 4.1. Óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå ñòàíäàðòíûå ïðåîáðà-çîâàíèÿ Áýêëóíäà, èìåþò âèä
P1 (z, z1, z2) · z12 + P (z, z1, z2) · z22 +Q (z, z1, z2) = 0, (50)òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (30) èìååò âèä (50). Ñðåäèóðàâíåíèé âèäà (50) ñîäåðæàòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ

z22 − h (z, z1, z2) = 0.Çàìå÷àíèå 4.2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ z22−h (z, z1, z2) = 0,äîïóñêàþùèå ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, èìåþò âèä
z22 − F (z, z2) · z1 −G (z, z2) = 0.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà F (z, z2) çàâèñèò òîëüêî îò z è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü,òàêîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z1 − f (z) · z22 − g (z, z2) = 0 (f (z) 6= 0) .Ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [26℄), ÷òî èìååò ìåñòîÒåîðåìà 4.1. Åñëè äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
z1 − f (z) · z22 − g (z, z2) = 0, f (z) 6= 0,äîïóñêàåò ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà, òî îíî èìååò âèä

z1 − f (z) · z22 − ξ (z) · (z2)2 − η (z) · z2 − ζ (z) = 0, f (z) 6= 0, (51)ãäå
ζ (z) =

f (z)

fξ (z)

(
A

∫
η (z) · fξ (z)

f (z)
dz +B

∫
fξ (z)

f (z)
dz −A2

∫
fξ (z) dz + C

)
.Çäåñü A, B, C � êîíñòàíòû, fξ (z) = exp

(∫
ξ (z)

f (z)
dz

)
, ñèìâîëàìè

∫
ξ (z)

f (z)
dz,

∫
fξ (z) dz,

∫
fξ (z)

f (z)
dz,

∫
η (z) · fξ (z)

f (z)
dz (52)îáîçíà÷åíû ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå ïåðâîîáðàçíûå.



112 À.K. �ÛÁÍÈÊÎÂÇàìå÷àíèå 4.3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (51) â ñëó÷àå A2 +B2 6= 0äîïóñêàåò ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà Áýêëóíäàèìååò âèä





y1 = By + a ·
(
z2 · fξ (z) −

∫
η (z) · fξ (z)

f (z)
dz −A

∫
fξ (z) dz + k1

)
,

y2 = −Ay + a ·
(∫

fξ (z)

f (z)
dz + k2

)
,

(53)ãäå a, k1, k2 � êîíñòàíòû. Ïðè ýòîì a 6= 0 , à êîíñòàíòû k1 è k2 ñâÿçàíû ñîîòíî-øåíèåì Ak1 +Bk2 − C = 0 .Óðàâíåíèåì òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (47) (ñì. Ïðèìåð 3.3).Â ýòîì ñëó÷àå f (z) = z, ξ (z) = η (z) = 0, A = B = 1, C = 0.Ïåðâîîáðàçíûå (52) âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∫

ξ (z)

f (z)
dz =

∫
0 · dz = 1(ñëåäîâàòåëüíî, fξ (z) = e0 = 1),

∫
fξ (z) dz =

∫
1 · dz = z,

∫
fξ (z)

f (z)
dz =

∫
dz

z
= ln z,

∫
η (z) · fξ (z)

f (z)
dz =

∫
0 · dz = 0.Ñèñòåìà Áýêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ (47) (ñèñòåìà (46)) èìååò âèä (53), ãäå a = 1 ,

k1 = k2 = 0 .Çàìå÷àíèå 4.4. Óðàâíåíèå (51) â ñëó÷àå A = B = C = 0 äîïóñêàåò, êàêíåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìàÁýêëóíäà èìååò âèä





y1 =
(
ay2 + by + c

)
·
(
z2 · fξ (z) −

∫
η (z) · fξ (z)

f (z)
dz

)
,

y2 =
(
ay2 + by + c

)
·
(∫

fξ (z)

f (z)
dz + 1

)
,ãäå a, b, c � êîíñòàíòû, a2 + b2 + c2 6= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿ-ùåé çàìåíû ïåðåìåííîé y ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå, îïðåäåëÿþùåé ïðåîáðà-çîâàíèå Êîóëà �Õîï�à.Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ âèäà (51), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A =

= B = C = 0 è äîïóñêàþùèå ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, íå ñâîäÿùèåñÿ êïðåîáðàçîâàíèÿì Êîóëà �Õîï�à. Òàêèì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óðàâíå-íèå Áþðãåðñà (ñì. Ïðèìåð 4.1). Îíî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (51), ãäå f (z) = 1,
ξ (z) = 0, η (z) = z, A = B = C = 0.



ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÁÝÊËÓÍÄÀ Ñ ÒÎ×ÊÈ Ç�ÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ 1135. Ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèé Áýêëóíäà êëàññà 2äëÿ óðàâíåíèÿ z11 · z22 − (z12)
2 + c2 = 0, c = constÈìååò ìåñòîÒåîðåìà 5.1. Óðàâíåíèå

z11 · z22 − (z12)
2
+ c2 = 0, c = const (54)äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå Áýêëóíäà êëàññà 2 , äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà Áýêëóíäà èìå-åò âèä




y1 =

(
A1

2 y
2 +Ay +A2

1

)
· z11 +

(
B1

2 y
2 +B y +B2

1

)
· (z12 + c) ,

y2 =
(
A1

2 y
2 +Ay +A2

1

)
· (z12 − c) +

(
B1

2 y
2 +B y +B2

1

)
· z22,ãäå A, A2

1, A
1
2, B, B

2
1 , B

1
2 � êîíñòàíòû, ïðè÷¼ì rg

(
A1

2 A A2
1

B1
2 B B2

1

)
= 2 .Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñïåöèàëü-íóþ ñâÿçíîñòü â 2R∗H , îïðåäåëÿþùóþ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâ-íåíèÿ (54). Òàêîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòü ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè(31), ãäå

ϕ = A, ψ = B, χ1 = cB, χ2 = −cA,
ϕ2

1 = −A2
1, ψ2

1 = −B2
1 , χ2

11 = −cB2
1 , χ2

12 = cA2
1,

ϕ1
2 = A1

2, ψ1
2 = B1

2 , χ1
21 = cB1

2 , χ1
21 = −cA1

2.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò�îðìû ñâÿçíîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà ïîäíÿòèè ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H ýòèóðàâíåíèÿ èìåþò âèä:
d ω̃
σ

= 2ω̃
σ

2

1
∧ ω̃
σ

1

2
− 2

∣∣∣∣
A1

2 A2
1

B1
2 B2

1

∣∣∣∣
(
z11 · z22 − (z12)

2
+ c2

)
dx1 ∧ dx2,

d ω̃
σ

2

1
= ω̃

σ
∧ ω̃
σ

2

1
+

∣∣∣∣
A A2

1

B B2
1

∣∣∣∣
(
z11 · z22 − (z12)

2 + c2
)
dx1 ∧ dx2,

d ω̃
σ

1

2
= ω̃

σ

1

2
∧ ω̃
σ
−
∣∣∣∣
A1

2 A
B1

2 B

∣∣∣∣
(
z11 · z22 − (z12)

2
+ c2

)
dx1 ∧ dx2,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. SummaryA.K. Rybnikov. B�a
klund Maps in View of the Theory of Conne
tions.Study of B�a
klund transformations is one of the most interesting topi
s in the theory ofpartial di�erential equations. These transformations are used for sear
hing of solutions (inparti
ular, soliton solutions) of nonlinear equations. At the same time B�aklund transformationis the instan
e of di�erential-geometri
 stru
ture generated by a di�erential equation.The notion of B�a
klund transformation is a parti
ular 
ase of more general notion ofB�a
klund map. In the present work the theory of B�a
klund maps is treated as a spe
ial 
hapterof the theory of 
onne
tions.Key words: B�a
klund transformation, di�erential-geometri
 obje
t, di�erential-geometri
stru
ture, 
onne
tion in prin
ipal or asso
iated bundle, 
onne
tion de�ning the representationof zero 
urvature for a given partial di�erential equation.
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