
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 151, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2009ÓÄÊ 513.7ÏÎ×ÒÈ �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÒÈÏÀ π1ÍÀ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ �È××È-ÑÈÌÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÂ.Å. Áåðåçîâñêèé, É. ÌèêåøÀííîòàöèÿÏîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîîáðàçèå ñ ëèíåé-íîé ñâÿçíîñòüþ äîïóñêàëî ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå òèïà π1 â ñìûñëå Í.Ñ. Ñè-íþêîâà íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå òèïà π1 , îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèì-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâî à��èííîé ñâÿçíîñòè.ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé òè-ïà π1 ïðîñòðàíñòâ à��èííîé ñâÿçíîñòè íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðî-ñòðàíñòâà à��èííîé ñâÿçíîñòè.Ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ à��èííîé ñâÿçíîñòè ââåë â ðàñ-ñìîòðåíèå Í.Ñ. Ñèíþêîâ, êîòîðûé âûäåëèë òðè òèïà òàêèõ îòîáðàæåíèé: π1 , π2è π3 (ñì. [1℄). Â ðàáîòå [2℄ äîêàçàíî, ÷òî äðóãèõ òèïîâ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîá-ðàæåíèé íå ñóùåñòâóåò.Â ðàáîòå [1℄ ðàññìàòðèâàëèñü ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π1 ïðî-ñòðàíñòâ à��èííîé ñâÿçíîñòè An íà ðèìàíîâû ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-ñòâà. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàéäåíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ â âèäå çàìêíóòîé ñèñòåìû òè-ïà Êîøè â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòè ðåçóëüòàòû áûë îáîáùåíû â ðàáîòå [3℄íà ñëó÷àé, êîãäà An îòîáðàæàåòñÿ íà ðèìàíîâî (èëè, ÷òî îñîáî íå îãîâàðèâàåì,ïñåâäî-ðèìàíîâî) ïðîñòðàíñòâî.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó-÷àÿ êàíîíè÷åñêèõ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé òèïà π1 ïðîñòðàíñòâ à��èí-íîé ñâÿçíîñòè íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà à��èííîé ñâÿç-íîñòè. 1. Ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π1Ïîíÿòèå ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé èñïîëüçîâàëîñü Â.Ì. ×åðíûøåí-êî [4℄. Òàêîå æå ïîíÿòèå (íî â äðóãîì ñìûñëå) áûëî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå èèçó÷àëîñü Í.Ñ. Ñèíþêîâûì [1, 5, 6℄.Ïóñòü An è Ān � ïðîñòðàíñòâà à��èííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ, ðàçìåðíîñòüêîòîðûõ n > 2 .Îïðåäåëåíèå 1 [1, 5, 6℄. Äè��åîìîð�èçì f : An → Ān íàçûâàåòñÿ ïî÷òèãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, åñëè êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ ïðîñòðàíñòâà Anïåðåõîäèò â ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ ïðîñòðàíñòâà Ān .



10 Â.Å. ÁÅ�ÅÇÎÂÑÊÈÉ, É. ÌÈÊÅØÏî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π1 â îáùåé ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæå-íèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò {xi} õàðàêòåðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè
P h

(ij,k) + Pα
(ijP

h
k)α = a(ijδ

h
k) + b(iP

h
jk), (1)ãäå P h

ij(x) ≡ Γ̄h
ij(x) − Γh

ij(x) � òåíçîð äå�îðìàöèè îáúåêòîâ ñâÿçíîñòåé Γ̄h
ij(x) è

Γh
ij(x) ïðîñòðàíñòâ An è Ān ñîîòâåòñòâåííî, δh

k � ñèìâîë Êðîíåêåðà, aij è bi �íåêîòîðûå òåíçîðû.Çàïÿòîé çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî îòíîøåíèþ êñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà An .Í.Ñ. Ñèíþêîâûì áûëè âûäåëåíû êàíîíè÷åñêèå ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæå-íèÿ, êîòîðûå îí îáîçíà÷èë ÷åðåç π̃1 . Ýòè îòîáðàæåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ íóëåâûìòåíçîðîì bi . Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ òèïà π̃1 õàðàêòåðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè
P h

(ij,k) + Pα
(ijP

h
k)α = a(ijδ

h
k). (2)Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå òèïà π1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçè-öèè îòîáðàæåíèÿ òèïà π̃1 è íåêîòîðîãî ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ.2. �è÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå è îáîáùåííîðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà�è÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâî à��èííîéñâÿçíîñòè Ān , â êîòîðîì òåíçîð �è÷÷è àáñîëþòíî ïàðàëëåëåí (òî åñòü îí êîâà-ðèàíòíî ïîñòîÿíåí):

R̄ij;k = 0,ãäå � ; � îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîñòè ïðî-ñòðàíñòâà Ān .Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé π̃1 ïðîñòðàíñòâà à��èííîéñâÿçíîñòè An íà ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå (ïñåâäî-) ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà Ān , ïî-ëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Êî-øè â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (áîëåå äåòàëüíî ýòî îáúÿñíÿåòñÿ â ìîíîãðà�èè[1, ñ. 34�35℄). Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî âñåõ ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûå äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå òèïà π̃1 çàäàííîå ïðîñòðàíñòâîà��èííîé ñâÿçíîñòè An , çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ.Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò ìû îáîáùàåì íà ñëó÷àé îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ à��èííîé ñâÿçíîñòè.Îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Ān íàçûâàåì ïðîñòðàí-ñòâî à��èííîé ñâÿçíîñòè, â êîòîðîì òåíçîð �è÷÷è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
R̄ij;k + R̄ik;j = 0. (3)Åñëè òåíçîð �è÷÷è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), òî îíàáñîëþòíî ïàðàëëåëüíûé, òî åñòü R̄ij;k = 0 , è, òàêèì îáðàçîì, Ān åñòü ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.3. Ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π̃1íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâàÏóñòü An è Ān � n-ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà à��èííîé ñâÿçíîñòè. Äè��åîìîð-�èçì f : An → Ān áóäåò êàíîíè÷åñêèì ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì òè-ïà π̃1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îáùåé ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ ñèñòåìåêîîðäèíàò âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ [1, 6℄:

3(P h
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ÏÎ×ÒÈ �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÒÈÏÀ π1 11ãäå P h
ij � òåíçîð äå�îðìàöèè, aij � íåêîòîðûé òåíçîð, Rh

ijk , R̄h
ijk � òåíçîðû êðè-âèçíû ïðîñòðàíñòâ An è Ān ñîîòâåòñòâåííî.Ñîîòíîøåíèå (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé â êîâàðèàòíûõïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé P h

ij â An .Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (4) èìåþò âèä:
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(ij)ℓ − R̄α
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(iajk)).Ïåðåõîäèì îò R̄h

ijk,l ê R̄h
ijk;l è èç óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (4) â èòîãåïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:

R̄h
(ij)[k;ℓ] = δh

(iajk),ℓ − δh
(iajℓ),k + Θh

ijkℓ, (5)ãäå
Θh

ijkℓ = Rh
(ij)[k,ℓ] + 3(Pα

ijR̄
h
αkℓ − P h

α(jR
α
i)kℓ)−

− P h
αk(Rα

(ij)ℓ − R̄α
(ij)ℓ + δα

(iajℓ)) + P h
αℓ(R

α
(ij)k − R̄α

(ij)k + δα
(iajk))−

− Pα
ℓ(iR̄

h
|α|j)k − Pα

ℓ(iR̄
h
j)αk + Pα

k(iR̄
h
|α|j)ℓ + Pα

k(iR̄
h
j)αℓ.Çäåñü ñèìâîë |α| îáîçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ α íå ó÷àñòâóåò â öèêëè÷åñêîì ñóììèðî-âàíèè. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà �è÷÷è, óñëîâèÿ (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

R̄h
iℓk;j + R̄h

jℓk;i = δh
(iajk),ℓ − δh

(iajℓ),k + Θh
ijkℓ.Ñâåðòûâàÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî èíäåêñàì h è k , ïîëó÷èì ñëåäóþùååñîîòíîøåíèå äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà �è÷÷è ïðîñòðàíñòâà Ān :

R̄iℓ;j + R̄jℓ;i = (n + 1)aij,ℓ − aℓ(i,j) + Θα
ijαℓ. (6)Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ān ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòîìó òåíçîð �è÷÷è ýòîãî ïðîñòðàíñòâàóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3). Òîãäà (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(n + 1)aij,ℓ − aℓi,j − aℓj,i = −Θα
ijαℓ. (7)Èç óðàâíåíèé (7) â ñèëó (3) ïîëó÷èì:

aℓi,j + aℓj,i = −
1

n
Θα

(i|ℓα|j) +
2

n
aij,ℓ.Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà óðàâíåíèå (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n2 + n − 2

n
aij,ℓ = −Θα

ijαℓ −
1

n
Θα

(i|ℓα|j). (8)Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (5) êîâàðèàíòíî ïðîäè��åðåíöèðóåì â ïðîñòðàíñòâå Ānè â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåéäåì îò êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â Ān ê êîâàðèàíòíîéïðîèçâîäíîé â An . Ïðèìåíèâ òîæäåñòâà �è÷÷è äëÿ âòîðûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèç-âîäíûõ R̄h
(ij)l;km

, ïîëó÷èì
R̄h

(ij)k;ℓm − R̄h
(ij)ℓ;mk = δh

(iajk),ℓm − δh
(iajℓ),km + T h

ijkℓm, (9)
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T h

ijkℓm = R̄h
αmkR̄α
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ℓmkR̄h
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jmkR̄h

(iα)ℓ − R̄α
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(jα)ℓ−

− P h
mαδα

(iajk),ℓ − Pα
mjδ

h
(iaαk),ℓ − Pα

miδ
h
(αajk),ℓ − Pα

mkδh
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mlδ
h
(iajk),α−

− P h
mαδα

(iajℓ),k + Pα
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h
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h
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αmΘα
ijkℓ − Pα

miΘ
h
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mjΘ
h
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mkΘh
ijαℓ − Pα

mℓΘ
h
ijkα.Ïðîàëüòåðíèðóåì óðàâíåíèÿ (9) ïî èíäåêñàì ℓ, m . Èìååì:
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α
αℓm. (10)Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà òåíçîðà �èìàíà R̄h

ijk , óñëîâèÿ (10) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
R̄h

imℓ;jk + R̄h
jmℓ;ik = δh
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ijkℓm, (11)ãäå
Nh
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k)ℓm.Ïðîàëüòåðíèðóåì (11) ïî j è k . Ïîëó÷èì
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imαR̄α
ℓkj − R̄α

imℓR̄
h
αkj . (12)Â ñîîòíîøåíèè (11) ïîìåíÿåì ìåñòàìè èíäåêñû i è k , à çàòåì ñëîæèì ñ (12).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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ijkℓm, (13)ãäå
Ωh

ijkℓm = −Nh
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jmαR̄α
ℓik−

− R̄h
αi(jR̄

α
k)mℓ + R̄h

jαℓR̄
α
mik + R̄h

jmαR̄α
ℓik − R̄h

αmℓR̄
α
ikj − R̄h

iαℓR̄
α
mkj + R̄α

im[ℓR̄
h
α]kj .Â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (13) ïåðåéäåì îò êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â Ān ê êî-âàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â An . Èìååì:

2R̄h
jmℓ,ik = δh

(iajℓ),km−δh
(iajm),kℓ−δh

(kajm),iℓ+δh
(iakm),jℓ−δh

(iakℓ),jm−δh
(kajℓ),im+Sh

ijkℓm,
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Sh

ijkℓm = Ωh
ijkℓm − 2

[
R̄α

jmℓ,iP
h
ℓk − R̄h

αmℓ,iP
α
jk−

− R̄h
jαℓ,iP

α
mk − R̄h

jmα,iP
α
ℓk − R̄h

jmℓ,αPα
ik+

+ (R̄α
jmℓP

β
αi − R̄h

αmℓP
α
ij − R̄h

jαℓP
α
im − R̄h

jmαPα
iℓ)P

h
βk−

− (R̄α
jmℓP

h
αβ − R̄h

αmℓP
α
βj − R̄h

jαℓP
α
βm − R̄h

jmαPα
βℓ)P

β
ik−

− (R̄α
βmℓP

h
αi − R̄h

αmℓP
α
βi − R̄h

βαℓP
α
im − R̄h

βmαPα
iℓ)P

β
jk−

− (R̄α
jβℓP

h
αi − R̄h

αβℓP
α
ji − R̄h

jαℓP
α
βi − R̄h

jβαPα
iℓ)P

β
km−

− (R̄α
jmβP h

αi − R̄h
αmβPα

ji − R̄h
jαβPα

mi − R̄h
jmαPα

βi)P
β
kℓ

]
.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 4) ñëåäóþùèì îáðàçîì

R̄h
jmℓi ≡ R̄h

jmℓ,i, (14)è ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàïèøåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðíîãî ïîëÿâ ïðîñòðàíñòâå An :
2R̄h

jmℓi,k = δh
(iajℓ),km−δh

(iajm),kℓ−δh
(kajm),iℓ+δh

(iakm),jℓ−δh
(iakℓ),jm+δh

(kajℓ),im+Sh
ijkℓm.(15)Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (15) ìîæíî çàìåíèòü âòîðûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîä-íûå òåíçîðà aij , èñïîëüçóÿ (8).Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèÿ (4), (8), (14) è (15) äëÿ �óíêöèé

P h
ij(x) , aij(x) , R̄h

ijk(x) è R̄h
ijkm(x) â ïðîñòðàíñòâå An îáðàçóþò ñèñòåìó äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Êîøè. Óêàçàííûå âû-øå �óíêöèè äîëæíû òàêæå óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì óñëî-âèÿì:

P h
ij(x) = P h

ji(x), aij(x) = aji(x),

R̄h
i(jk)(x) = R̄h

(ijk)(x) = 0, R̄h
i(jk)ℓ(x) = R̄h

(ijk)ℓ(x) = 0.
(16)Èòàê, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî à��èííîé ñâÿçíîñòè An äîïóñ-êàëî êàíîíè÷åñêîå ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå òèïà π1 íà îáîáùåííûåðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Ān , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âíåì ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ñìåøàííîé ñèñòåìû òèïà Êîøè (4) , (8) , (14) , (15) ,è (16) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé P h

ij(x) , aij(x) , R̄h
ijk(x) è R̄h

ijkm(x) .Òåîðåìà 1 îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå Í.Ñ. Ñèíþêîâûì [6℄.Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èìÏðåäëîæåíèå 1. Ñåìåéñòâî âñåõ îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâ à��èííîé ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçîì çàäàííîãî ïðîñòðàí-ñòâà à��èííîé ñâÿçíîñòè An îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé òèïà π̃1 , çàâèñèòíå áîëåå ÷åì îò 1
6 n(n + 1)2 (2n2 − 2n + 3) ïàðàìåòðîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà MSM 6198959214 ×åøñêîé �åñïóá-ëèêè.
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