
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 151, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2009
ÓÄÊ 514.76ÎÁ ÀË�ÅÁ�ÀÕ ËÈ �ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÀÔÔÈÍÍÛÕÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÍÀ �ÀÑÑËÎÅÍÈßÕ ÂÅÉËßÀ.ß. ÑóëòàíîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå óñòàíîâëåíû ìàêñèìàëüíûå ðàçìåðíîñòè àëãåáð Ëè ãîëîìîð�íûõ à��èííûõâåêòîðíûõ ïîëåé íà ðàññëîåíèÿõ Âåéëÿ, ñíàáæåííûõ ãîëîìîð�íûìè ëèíåéíûìè ñâÿçíî-ñòÿìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðà Âåéëÿ, ðàññëîåíèå Âåéëÿ, ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ, ãîëî-ìîð�íàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, à��èííîå âåêòîðíîå ïîëå, àëãåáðà Ëè.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è �àêòûÎïðåäåëåíèå 1 [1℄. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà A êîíå÷íîãî ðàíãà íàä ïîëåì R íàçû-âàåòñÿ àëãåáðîé Âåéëÿ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) A � êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà, îáëàäàåò åäèíèöåé;
(2) ñóùåñòâóåò èäåàë I òàêîé, ÷òî Ip 6= {0} , à Ip+1 = {0} ;
(3) �àêòîð-àëãåáðà A/I èçîìîð�íà R .×èñëî p íàçûâàåòñÿ âûñîòîé àëãåáðû A , à ÷èñëî m , ðàâíîå ðàçìåðíîñòè�àêòîð-àëãåáðû I/I2 , � øèðèíîé àëãåáðû A .Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðó Âåéëÿ êîíå÷íîãî ðàíãà íàä ïîëåìäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíèöà δ àëãåáðû A îòîæäåñòâ-ëåíà ñ åäèíèöåé 1 ïîëÿ R . Òîãäà A êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé ñóììû R è èäåàëà I . Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü áàçèñ

εα, α = 0, 1, . . . , dim I àëãåáðû A, ïðè÷åì ε0 = 1 . Íàðÿäó ñ A áóäåì èñïîëüçîâàòüäóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî A∗ ëèíåéíûõ �îðì, çàäàííûõ íà A , ñî çíà÷åíèÿìè â R .Îáîçíà÷èì ÷åðåç εα ýëåìåíòû äóàëüíîãî áàçèñà ê áàçèñó (εα) , òîãäà εα(εβ) = δβ
α .Ïóñòü Mn � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ñâÿçíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà C∞ ,îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞(Mn) àëãåáðó ãëàäêèõ êëàññà C∞ �óíêöèé, çàäàííûõ íà Mnè ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â R .Îïðåäåëåíèå 2 [1℄. Òî÷êîé, A-áëèçêîé ê òî÷êå q ∈ Mn , íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð-�èçì jq : C∞(Mn) → A , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ jq(f) ≡ f(q)(mod I) .Ìíîæåñòâî òî÷åê, A-áëèçêèõ ê òî÷êå q ∈ Mn , îáîçíà÷èì ÷åðåç ℑq(Mn) .Îáúåäèíåíèå ∪

q∈M
ℑq(Mn) îáîçíà÷èì ÷åðåç MA

n . Îòîáðàæåíèå π : MA
n → Mn ,îïðåäåëåííîå óñëîâèåì π(jq) = q , íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé, à òðîé-êà (MA

n , π, Mn) � ðàññëîåíèåì Âåéëÿ.Íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå MA
n âîçíèêàþò ñòðóêòóðû ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿíàä àëãåáðîé A è íàä àëãåáðîé R . Ïóñòü f � �óíêöèÿ êëàññà C∞ , çàäàííàÿ íà

Mn . Ôóíêöèÿ fA , îïðåäåëåííàÿ óñëîâèåì fA(jq) = jq(f) , íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûìïðîäîëæåíèåì �óíêöèè f . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a∗ ∈ A∗ �óíêöèÿ a∗ ◦fA = f(a∗)íàçûâàåòñÿ (a∗)-ëè�òîì �óíêöèè f ñ Mn íà MA
n .



172 À.ß. ÑÓËÒÀÍÎÂÂ.Â. Øóðûãèíûì äîêàçàíî [2, 
. 99℄, ÷òî âñÿêóþ ãîëîìîð�íóþ �óíêöèþ f̃íà MA
n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f̃ = εαfA

α äëÿ íåêîòîðûõ �óíêöèé fα ∈ C∞(Mn),ãäå εα � ýëåìåíòû íåêîòîðîãî áàçèñà àëãåáðû A . Àëãåáðó ãîëîìîð�íûõ �óíêöèéíàä A îáîçíà÷èì ÷åðåç B, à ÷åðåç B̃ � àëãåáðó ãëàäêèõ êëàññà C∞ �óíêöèé íà ðàñ-ñëîåíèè MA
n , ñíàáæåííîì åñòåñòâåííîé ãëàäêîé C∞ -ñòðóêòóðîé íàä R.Âåêòîðíîå ïîëå X̃ íà ðàññëîåíèè MA

n íàçûâàåòñÿ ãîëîìîð�íûì, åñëè �óíêöèÿ
X̃f̃ ãîëîìîð�íà äëÿ êàæäîé ãîëîìîð�íîé �óíêöèè f̃ .Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ T 1

0 (Mn) åäèíñòâåííîåâåêòîðíîå ïîëå X̃ ∈ T 1
0 (MA

n ), óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó
X̃fA = (Xf)A,íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ X.Îáîçíà÷àåòñÿ ýòî âåêòîðíîå ïîëå ÷åðåç XA . Èòàê, XAfA = (Xf)A.Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ XA áûë äàí â 1976 ã. À. Ìîðè-ìîòî [1℄.Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ XA ñëåäóåò, ÷òî ∂

∂(xi)A
=

(
∂

∂xi

)A

.Ââåäåì ïîíÿòèå ãîëîìîð�íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.Îïðåäåëåíèå 4. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇̃ íà MA
n íàçûâàåòñÿ ãîëîìîð�íîé,åñëè äëÿ ëþáûõ ãîëîìîð�íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X̃ è Ỹ âåêòîðíîå ïîëå ∇̃

X̃
Ỹ ãî-ëîìîð�íî.Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇̃ íà MA

n ãîëîìîð�íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y, çàäàííûõ íà Mn, âåêòîðíîå ïîëå ∇̃XAY A ãîëî-ìîð�íî.Ïðåäëîæåíèå 1. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇̃ , çàäàííàÿ íà ðàññëîåíèè Âåéëÿ MA
n ,ãîëîìîð�íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà áàçå Mn ñóùåñòâóþò ëèíåéíàÿ ñâÿç-íîñòü ∇ = Γ0 , òåíçîðíûå ïîëÿ Γλ (λ 6= 0) òèïà (1.2) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿòîæäåñòâî

∇̃XAY A = εα(Γα(X, Y ))A.Ñðåäè ãîëîìîð�íûõ ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé âûäåëèì ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü, êîòî-ðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì
∇XAY A = (∇XY )A (1)äëÿ X, Y ∈ T 1

0 (Mn). Ýòà ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñâÿçíîñòüþ ∇, çàäàííîéíà áàçå Mn ðàññëîåíèÿ Âåéëÿ MA
n , è íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåìëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ ñ áàçû Mn â ðàññëîåíèå MA

n . Ñâÿçíîñòü, îïðåäåëåííàÿòîæäåñòâîì (1), îáîçíà÷àåòñÿ ∇A ; îíà âïåðâûå áûëà ââåäåíà À. Ìîðèìîòî [1℄.Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ 3, ïðåäëîæåíèÿ 1 è òîæäåñòâà (1) çàêëþ÷àåì, ÷òîèìååò ìåñòîÒåîðåìà 1. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇̃ íà MA
n ãîëîìîð�íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà íà áàçå Mn ðàññëîåíèÿ ñóùåñòâóþò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ , òåíçîðíûå ïîëÿ

Γλ (λ 6= 0) òàêèå, ÷òî
∇̃ = ∇A + ελΓA

λ (λ 6= 0).



ÎÁ ÀË�ÅÁ�ÀÕ ËÈ �ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÀÔÔÈÍÍÛÕ ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÏÎËÅÉ 173Òåíçîðíûå ïîëÿ êðó÷åíèÿ T̃ è êðèâèçíû R̃ ãîëîìîð�íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
∇̃ = εαΓα íà ðàññëîåíèè Âåéëÿ MA

n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
(1) T̃ = εαT A

α ,

(2) R̃ = εαRA

α,ãäå T0 � òåíçîðíîå ïîëå êðó÷åíèÿ, R0 � òåíçîðíîå ïîëå êðèâèçíû ëèíåéíîé ñâÿç-íîñòè Γ0 = ∇, à òåíçîðíûå ïîëÿ Tλ, Rλ (λ 6= 0) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííîóñëîâèÿìè:
Tλ(X, Y ) = Γλ(X, Y ) − Γλ(Y, X),

Rλ(X, Y, Z) = ∇XΓλ(Y, Z) −∇Y Γλ(X, Z) + Γλ(T (X, Y ), Z)+

+ γστ
λ (Γσ(X, Γτ (Y, Z)) − Γσ(Y, Γτ (X, Z))),ãäå ïî σ, τ (6= 0) âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå, γστ
λ � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå àëãåáðûÂåéëÿ A.Åñëè ñâÿçíîñòü ∇̃ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ñâÿçíîñòè ∇ ñ Mnâ MA

n , òî
T̃ = T A è R̃ = RA.2. �îëîìîð�íûå à��èííûå âåêòîðíûå ïîëÿÏóñòü ∇̃ � ãîëîìîð�íàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà MA

n .Îïðåäåëåíèå 5. �îëîìîð�íîå âåêòîðíîå ïîëå X̃ , çàäàííîå íà MA
n , íàçû-âàåòñÿ à��èííûì îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇̃ , åñëè L

X̃
∇̃ = 0 .Åñëè X � à��èííîå âåêòîðíîå ïîëå, òî òåíçîðíûå ïîëÿ êðó÷åíèÿ T̃ è êðèâèçíû

R̃ ñâÿçíîñòè ∇̃ óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì:
L

X̃
(∇̃kT̃ ) = 0 è L

X̃
(∇̃kR̃) = 0, k ∈ N.Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(MA

n ) ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîð�íûõ à��èííûõ âåêòîðíûõïîëåé îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇̃ . Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé Ëè ëèíåéíîé ñâÿç-íîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè X̃ , Ỹ ∈ g(MA
n ) è a , b ∈ A , òî aX̃ + bỸ , [X̃, Ỹ ] ÿâëÿþòñÿãîëîìîð�íûìè à��èííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè îòíîñèòåëüíî ∇̃ . Ñëåäîâàòåëüíî,

A-ìîäóëü g(MA
n ) ãîëîìîð�íûõ à��èííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî ñâÿçíî-ñòè ∇̃ , ñíàáæåííûé îïåðàöèåé êîììóòèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè íàä A .Ìîäóëü g(MA

n ) îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàäïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R , ïîýòîìó ïàðà (g(MA
n ), [, ]) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëèãîëîìîð�íûõ à��èííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íàä R . Îáîçíà÷èì ýòó àëãåáðó ñèì-âîëîì (g(MA

n ))R , à ñèìâîëîì g(MR
mn) � âåùåñòâåííóþ àëãåáðó Ëè à��èííûõâåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî ∇R . Âåùåñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ X̃(δ) ãîëîìîð�íîãîâåêòîðíîãî ïîëÿ X̃ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì X̃(δ)f(a∗) = (X̃fA)(a∗) . Âåùåñòâåííóþðåàëèçàöèþ àëãåáðû (g(MA

n ))R îáîçíà÷èì ÷åðåç R(g(MA
n )) .Ïðåäëîæåíèå 2. Îòîáðàæåíèå h : (g(MA

n ))R → g(MR
mn) , îïðåäåëåííîå óñëî-âèåì h(X) = X(δ) , ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîð�èçìîì.Ñëåäñòâèå. Àëãåáðû Ëè (g(Mn))R è R(g(Mn)) ⊂ g(MR
mn) èçîìîð�íû.



174 À.ß. ÑÓËÒÀÍÎÂÈç ýòîãî ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî àëãåáðà (g(Mn))R êîíå÷íîìåðíà. Äåéñòâè-òåëüíî, àëãåáðà Ëè g(MR
mn) èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâûøàþùóþ (mn)2 + mn ,ãäå m � ðàíã àëãåáðû A .�àññìîòðèì ðàññëîåíèå ëèíåéíûõ ðåïåðîâ (L(MR

mn), π, MR
mn) íàä ìíîãîîáðà-çèåì MR

mn . Èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå Z̃ → Z̃
(0)
q′ , ãäå Z̃ ∈ g(MR

mn) , Z̃
(0)
q′ � çíà÷åíèåâ òî÷êå q′ ∈ L(MR

mn) ïîëíîãî ëè�òà âåêòîðíîãî ïîëÿ Z̃ â ðàññëîåíèå L(MR
mn) ,ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì [3, 
. 219℄.Ïóñòü q ∈ MR

mn � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè q′ ∈ L(MR
mn) , òî åñòü q = π(q′) ,

(U, xi
α) � êàðòà íà MR

mn òàêàÿ, ÷òî q ∈ U , èíäåêñ i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî
n , à α � îò 0 äî m− 1 . Íà L(MR

mn) ïîñòðîèì êàðòó (π−1(Ũ), xi
α, xiβ

αj) . Äëÿ ëþáîéòî÷êè q′ ∈ π−1(Ũ) ìàòðèöà ‖xiβ
αj(q

′)‖ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû
GL(mn, R) .Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîëîìîð�íîãî à��èííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X̃ ∈ g(MA

n )èìååì:
X̃(δ) = (X̃ i∂i)

(δ) = (X̃ i)(εα)∂
(εα)
i = X i

α∂α
i .Çäåñü εα , εβ � ýëåìåíòû áàçèñà àëãåáðû A è äóàëüíîãî åìó áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå

A∗ , X̃ i = X i
αεα � êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ X̃ â êàðòå (Ũ , (xi)A = xi

αεα) .Ïîëíûé ëè�ò âåêòîðíîãî ïîëÿ X(δ) èìååò âèä:
X̃(0) = (X i

α)(0)(∂
α
i )(0) + (X i

α)(j
σ)(∂

α
i )(j

σ).Â òî÷êå q′ ∈ L(MR
mn) áóäåì èìåòü, ÷òî
X̃

(0)
q′ = X i

α(q)(∂α
i )(0)

∣∣∣
q′

+ ∂τ
kX i

α(q)xkσ
τj (q′) ∂αj

iσ

∣∣∣
q′

.Â ñèëó ãîëîìîð�íîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ X̃ ∈ (g(MA
n ))R âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà(óñëîâèÿ Øå��åðñà):

∂τ
kX i

α(q) = δσ∂σ
k X i

µ(q)γµτ
α ,ãäå γµτ

α � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå àëãåáðû A îòíîñèòåëüíî áàçèñà (εα) : γµτ
α =

= εα(εµετ ) , δαεα = δ .Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X i
kµ = δα∂α

k X i
µ . Òîãäà

X̃
(0)
q′ = X i

α(q)(∂α
i )(0)

∣∣∣
q′

+ X i
kµ(q)γµτ

α xkσ
τj (q′) ∂αj

iσ

∣∣∣
q′

.Ñèñòåìà âåêòîðîâ (∂α
i )(0)

∣∣
q′
, γµτ

α xkσ
τj (q′) ∂αj

iσ

∣∣∣
q′

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tq′ê ðàññëîåíèþ L(MR
mn) ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Aiα (∂α
i )(0)

∣∣∣
q′

+ Ai
µkγµτ

α xkσ
τj (q′) ∂αj

iσ

∣∣∣
q′

= 0. (2)Âåêòîðû (∂α
i )(0)

∣∣
q′
, ∂αj

iσ

∣∣∣
q′

îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tq′(L(MR
mn)) .Ïîýòîìó èç (2) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

Aiα = 0, Ai
µkγµτ

α xkσ
τj (q′) = 0. (3)Òàê êàê ‖xkσ

τj (q′)‖ ∈ GL(mn, R) , òî èç (3) ïîëó÷èì:
Ai

µkγµτ
α = 0.
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Ai

αk = 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Tq′(L(MR
mn)) , íàòÿíóòîå íàâåêòîðû (∂α

i )(0)
∣∣
q′
, γµτ

α xkσ
τj (q′) ∂αj

iσ

∣∣∣
q′

, èìååò ðàçìåðíîñòü m(n2 + n) .Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàÒåîðåìà 2. �àçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè íàä R ãîëîìîð�íûõ à��èííûõ âåêòîð-íûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ íà MA
n íå áîëüøå, ÷åì m(n2 +n) , ãäå m �ðàíã àëãåáðû A .Îïðåäåëåíèå 6. �àíãîì ýëåìåíòà a àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ðàíã ëèíåéíîãîîïåðàòîðà La : A → A , äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó La(x) = ax .Îáîçíà÷èì ðàíã ýëåìåíòà a ÷åðåç ranka .Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a àëãåáðû Âåéëÿ ranka ≥ 1 , ïðè÷åì îöåíêàýòà òî÷íàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì èäåàëà Ip àëãåáðû Âåéëÿ Aâûñîòû p , òî ranka = 1 .Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ëèíåéíûå ñâÿçíîñòè ∇̃ , íå èìå-þùèå êðó÷åíèÿ, òî åñòü T̃ = 0 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç W̃ òåíçîðíîå ïîëå Âåéëÿ ñâÿçíîñòè ∇̃ . Òåíçîðíîå ïîëå W̃îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, êàê è òåíçîðíîå ïîëå Âåéëÿ ïðîåêòèâíîé êðèâèçíû âå-ùåñòâåííîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ.Åñëè (U, xi) � êàðòà A-ãëàäêîãî àòëàñà íà MA

n , òî îáîçíà÷èì ÷åðåç W̃h
ijk ñîñòàâ-ëÿþùèå òåíçîðíîãî ïîëÿ W̃ . Ýòè êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òîæäå-ñòâàì:

W̃h
ijk = −W̃h

ikj ,

W̃ s
ijs = 0 (ïî s âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå)è òîæäåñòâó Áèàíêè

W̃h
ijk + W̃h

jki + W̃h
kij = 0.Êàê è â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, òåíçîðíîå ïîëå W̃ îáëàäàåòñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: òåíçîð W̃q , q ∈ MA

n , îòëè÷åí îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:à) ñóùåñòâóåò êàðòà (U, xi) , q ∈ U òàêàÿ, ÷òî W̃ 1
223(q) 6= 0 ;á) äëÿ âñåõ êàðò, îáëàñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò òî÷êó q , âñå ñîñòàâëÿþùèå âèäà

W̃h
iij â òî÷êå q ðàâíû íóëþ, íî ñóùåñòâóåò êàðòà (U, xi) , q ∈ U , â êîòîðîé W̃ 1

234(q) 6=
6= 0 .Ýòè óñëîâèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû È.Ï. Åãîðîâûì ïðè èññëåäîâàíèè àëãåáð Ëèèí�èíèòåçèìàëüíûõ à��èííûõ è ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [4, 
. 19�20℄.Èìååò ìåñòîÏðåäëîæåíèå 3 [5℄. Ïóñòü ∇̃ � ãîëîìîð�íàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà MA

nè T̃ = 0 . Åñëè ñóùåñòâóåò êàðòà (U, xi) A-ãëàäêîãî àòëàñà íà MA
n òàêàÿ, ÷òî

W̃ 1
223(q) = a 6= 0 è r = rank a , òî

dimR (g(Mn))R ≤ m(n2 + n) − r(3n − 5).Ïîñêîëüêó ranka ≥ 1 , èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåòÏðåäëîæåíèå 4. Ìàêñèìàëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü àëãåáð Ëèãîëîìîð�íûõ à��èííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà MA
n ñ A-ãëàäêèìè ëèíåéíûìè ñâÿç-íîñòÿìè ∇̃ , òåíçîðíûå ïîëÿ Âåéëÿ W̃ êîòîðûõ èìåþò â íåêîòîðîé êàðòå îò-ëè÷íûå îò íóëÿ ñîñòàâëÿþùèå âèäà W̃h

iij , ðàâíà m(n2 +n)−(3n−5) , m = dimR A .



176 À.ß. ÑÓËÒÀÍÎÂÈìååò ìåñòî ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 5 [5℄. Åñëè â êàæäîé êàðòå ñîñòàâëÿþùèå âèäà W̃h
iij (h 6= i, j,

i 6= j) òåíçîðíîãî ïîëÿ Âåéëÿ ðàâíû íóëþ è W̃ 1
234(q) = λ2 6= 0 , W̃ 1

342(q) = λ3 ,
W̃ 1

423(q) = λ4 è q ∈ MA
n , òî dimR(g(MA

n ))R ≤ m(n2 + n) − r(4n − 12) − 2r1 , ãäå
r = rankA = (A2, A3, A4) , Ai � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Lλi

r1 = rank




A2 − A3 0 0
0 A2 − A4 0
0 0 A4 − A3


 .Ïîñêîëüêó ranka ≥ 1 , òî r ≥ 1 , r1 ≥ 2 . Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 5 ñëåäóåòÏðåäëîæåíèå 6. Åñëè â êàæäîé êàðòå ñîñòàâëÿþùèå âèäà W̃h

iij (h 6= i, j, i 6=

6= j) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, à W̃ 6= 0 , òî íàèáîëüøàÿ âåùåñòâåííàÿ ðàçìåð-íîñòü àëãåáðû Ëè ãîëîìîð�íûõ à��èííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òàêèõ ïðîñòðàíñòâ
(MA

n , ∇̃) ðàâíà m(n2 + n) − 4(n − 2) , m = dimRA .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òî÷íîñòè îöåíêè ðàññìîòðèìÏðèìåð. Íà A-ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè An = (Rn)A ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü çàäà-äèì ñîîòíîøåíèÿìè:
∇̃∂2

∂3 = ∇̃∂3
∂2 = bx4, ∇̃∂3

∂4 = ∇̃∂4
∂3 = 2bx2, îñòàëüíûå ∇̃∂j

∂k = 0,ãäå b ∈ A è rank b = 1 .Òîãäà R̃1
234 = −b , R̃1

342 = −b , R̃1
423 = 2b , R̃1

243 = b , R̃1
324 = b , R̃1

432 = −2b , äðóãèåñîñòàâëÿþùèå R̃i
jkl = 0 .Ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ∇̃kR̃ = 0 äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k . Ïîýòîìóñîîòíîøåíèÿ L

X̃
∇̃kR̃ = 0 áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñëåäñòâèÿìè ñîîòíîøåíèÿ L

X̃
R̃ = 0 .Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå ðàâåíñòâ:

bXh
1 = 0 (h > 1), bX2

l = 0, bX3
l = 0, bX4

l = 0 (l > 4),

bX4
2 = 0 bX4

3 = 0, bX2
4 = 0, bX3

4 = 0,

b(X2
2 + X3

3 + X4
4 − X1

1 ) = 0.Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó L
X̃
∇̃(∂A

j , ∂A

k ) = 0 , ïîëó÷èì, ÷òî àëãåáðà Ëè ãîëîìîð�-íûõ à��èííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïðîñòðàíñòâà (An, ∇̃) ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõâåêòîðíûõ ïîëåé âèäà:
X̃ = (ct

sx
s + ct)∂t − (c3

2b(x
2)2x4 + c2

3b(x
3)2x4 + c4bx2x3 + 2c2bx3x4)∂1,ãäå ct

s = ct
sαεα , ct = ct

αεα � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû àëãåáðû A , êîîðäèíàòû ct
sα ,

ct
α óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

Aβ
τ ch

1β = 0 (h > 1),

Aβ
τ ca

lβ = 0 (a = 2, 3, 4; l > 4),

Aβ
τ c4

aβ = 0, Aβ
τ ca

4β = 0 (a = 2, 3),

Aβ
τ (c2

2β + c3
3β + c4

4β − c1
1β) = 0,ãäå Aβ

τ = bνγνα
β , bνεν = b . �àíã ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ðàâåí 4(n − 2) . Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ ct

sα , ct
α ðàâíî m(n2 + n) − 4(n − 2) .Çíà÷èò,

dimR(g(An))R = m(n2 + n) − 4(n − 2).
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