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ÓÄÊ 514.756 ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÑÍÀÙÅÍÍÎÉ�ÈÏÅ�ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÂ Ï�ÎÅÊÒÈÂÍÎ-ÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÌÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÀ.Â. ÑòîëÿðîâÀííîòàöèÿÈçó÷àåòñÿ âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Vn−1 , âëîæåííûõ â ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Kn , n ≥ 3 , è îñíàùåííûõ â ñìûñëå À.Ï. Íîðäåíà è Ý. Êàðòà-íà. Ïîñòðîåíû à��èííûå è ïðîåêòèâíûå ñâÿçíîñòè íà Vn−1 , èíäóöèðóåìûå óêàçàííûìèîñíàùåíèÿìè. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îñíàùåíèå èíäóöèðóåò íà Vn−1 ïëîñêóþñâÿçíîñòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîñòü, îñíàùå-íèå ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïðîñòðàíñòâî à��èííîé ñâÿçíîñòè, ïðîñòðàíñòâî ïðîåêòèâíîéñâÿçíîñòè, ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.Èçâåñòíî [1, ñ. 81℄, ÷òî n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Kn ñ ïðîåêòèâíîé ìåòðèêîéíàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn , â êîòîðîì çàäàíà íåïîäâèæíàÿ ãèïåðê-âàäðèêà Qn−1 (àáñîëþò); óðàâíåíèå Qn−1 â ïðîåêòèâíîì ðåïåðå R çàïèñûâàåòñÿâ âèäå

gĪK̄xĪxK̄ = 0, gĪK̄ = gK̄Ī . (1)Ñîãëàñíî ðàáîòå [2, ñ. 339℄ ïðîñòðàíñòâî Kn áóäåì íàçûâàòü íèæå ïðîåêòèâíî-ìåò-ðè÷åñêèì.Ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà Kn ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïààáñîëþòà Qn−1 ; ýòà ïîäãðóïïà ñîõðàíÿåò íåêîòîðûé ïîëÿðèòåò [1, ñ. 81℄, íàçâàí-íûé À.Ï. Íîðäåíîì àáñîëþòíûì ïîëÿðèòåòîì ïðîñòðàíñòâà Kn . Â ñëó÷àå, êîãäààáñîëþò Qn−1 îâàëüíîãî òèïà, ïîëÿðèòåò íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì [1, ñ. 86℄.�èïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Kn èìååò îñîáîå çíà÷åíèå â ãåîìåòðèè, èáî îíîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêòèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ñ ïîìî-ùüþ ýòîé èíòåðïðåòàöèè Ô. Êëåéí äàë ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî åå íåïðîòèâîðå÷è-âîñòè.Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 , âëîæåííîéâ ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Kn , n > 3 è îñíàùåííîé: 1) â ñìûñëåÀ.Ï. Íîðäåíà ïîëÿìè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ {Gi
n, Gi} è {H i

n, Gi} ; 2) â ñìûñëåÝ. Êàðòàíà ïîëåì ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà {H i
n, Hn} . Äîêàçàíî, íàïðèìåð, ÷òîïðîñòðàíñòâî ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè Pn−1,n−1 , èíäóöèðóåìîå îñíàùåíèåì â ñìûñ-ëå Ý. Êàðòàíà ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn , n > 3 ïîëåì ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà

{Hi
n, Hn} , ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå íîðìàëèçàöèÿ ïîëåìîáúåêòà {Hi

n, Gi} â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè èíäóöèðóåò ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî
Rn−1 ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K = −1/c .Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ñ ïðèâëå÷åíèåì èíâàðèàíòíûõ ìåòîäîâ äè��å-ðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé [1�3℄.



ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÑÍÀÙÅÍÍÎÉ �ÈÏÅ�ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ 161Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû èíäåêñû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:
Ī , J̄ , K̄, L̄ = 0, . . . , n; I, J, K, L = 1, . . . , n; i, j, k, l, s, t = 1, . . . , n − 1.Îïåðàòîð ∇ äåéñòâóåò ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

∇T α
iu = dT α

iu − T α
iνων

u − T α
juωj

i + T β
iuωα

β .1. �àññìîòðèì n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn . Äåðèâàöèîííûå �îðìó-ëû ïðîåêòèâíîãî ðåïåðà R = {BĪ} çàïèñûâàþòñÿ â âèäå dBĪ = ωK̄
Ī

BK̄ , ãäå �îðìûÏ�à��à èí�èíèòåçèìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ðåïåðà óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûìóðàâíåíèÿì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn [3℄
DωK̄

Ī
= ωL̄

Ī
∧ ωK̄

L̄
, ωL̄

L̄
= 0. (2)Óñëîâèåì íåïîäâèæíîñòè ãèïåðêâàäðèêè (1) ÿâëÿåòñÿ [2, ñ. 359℄ âûïîëíåíèåäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dgĪK̄ − gĪL̄ωL̄
K̄
− gL̄K̄ωL̄

Ī
= θgĪK̄ , Dθ = θ ∧ θ0

0 . (3)Äîêàçàíî [4℄, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè g00 6= 0 (ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
B0 6= Qn−1 ) çà ñ÷åò íîðìèðîâêè êîý��èöèåíòîâ gĪK̄ è âåðøèí ðåïåðà R óðàâíåíèå(1) àáñîëþòà Qn−1 è óñëîâèå (3) åãî íåïîäâèæíîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâåí-íî â âèäå

aIKxIxK +
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c
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c
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(5)ãäå
aIK = gIK − gI0gK0

c
, aIK = aKI , c = g00 = const 6= 0;ïðè ýòîì �îðìà ω0

0 ñòàíîâèòñÿ ãëàâíîé:
ω0

0 = −gL0

c
ωL

0 . (6)2. Â ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Kn ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü
Vn−1 , n > 3 , òåêóùàÿ òî÷êà êîòîðîé íå ïðèíàäëåæèò àáñîëþòó Qn−1 . Â ðåïåðå
R ïåðâîãî ïîðÿäêà (B0 ∈ Vn−1 , âåðøèíû Bi ðåïåðà ïðèíàäëåæàò êàñàòåëüíîéãèïåðïëîñêîñòè Tn−1(B0) ê ãèïåðïîâåðõíîñòè â åå òåêóùåé òî÷êå B0 ) äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå Vn−1 èìååò âèä [2, ñ. 359℄

ωn
0 = 0. (7)Òðåõêðàòíîå ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèÿ (7) ñ èñïîëüçîâàíèåì (2), (6) ïðèâîäèò ê ñëå-äóþùèì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì:
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ij} , {Λn

ijk, Λn
ij} îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êî âòî-ðîé è òðåòüåé äè��åðåíöèàëüíûì îêðåñòíîñòÿì òî÷êè B0 ∈ Vn−1 .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü Vn−1 ⊂ Kn ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî åñòüñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ïîðÿäêà Λn

ij íåâûðîæäåí: Λ
def
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ij | 6= 0 , ñëåäîâà-òåëüíî, ñóùåñòâóåò âçàèìíûé òåíçîð Λkj
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gk0. (12)Äâóêðàòíîå ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèÿ (12) ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-íåíèÿì
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n
ij} , {Aij , Λ

n
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ij} îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåí-íî ê òðåòüåé è ÷åòâåðòîé äè��åðåíöèàëüíûì îêðåñòíîñòÿì òåêóùåé òî÷êè B0 ∈
∈ Vn−1 ⊂ Kn .3. �àññìîòðèì íîâóþ ñèñòåìó èç (n + 1)2 �îðì Ï�à��à ω̄K̄
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(14)Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2), (52 ), (6), (8)�(11), (13), �îðìû ω̄K̄
Ī

ñèñòåìû (14) óäî-âëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P̄n , òî åñòü
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= 0, (15)ïðè÷åì îíè ÿâëÿþòñÿ �îðìàìè èí�èíèòåçèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ òàíãåíöèàëü-íîãî ðåïåðà {ξK̄} : dξK̄ = ω̄L̄
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ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÑÍÀÙÅÍÍÎÉ �ÈÏÅ�ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ 163Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (9) â ñèëó (14), (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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. (19)Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (6), (7), (14) ïîëó÷èì
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0 , (20)ãäå
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Ak. (21)Àíàëîãè÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâ (18), (19), (21) íàõîäèì, ÷òî �óíêöèè
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n Λ̄n
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c
ḡk0(ñì. (12)) èìåþò ñòðîåíèå

Āk =
n + 1

c
gk0. (22)Äîêàçàíî [5℄, ÷òî: 1) ïðåîáðàçîâàíèå J : ωK̄

Ī
→ ω̄K̄

Ī
ñòðóêòóðíûõ �îðì ïîçàêîíó (14) ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì, òî åñòü J ≡ J−1 ; 2) ðåãóëÿðíàÿ ãèïåðïî-âåðõíîñòü Vn−1 , ïîãðóæåííàÿ â ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Kn , n > 3 ,èíäóöèðóåò:à) â òðåòüåé äè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P̄n ,äâîéñòâåííîå [6℄ Kn îòíîñèòåëüíî èíâîëþòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóðíûõ�îðì ïî çàêîíó (14), ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî P̄n â ÷åòâåðòîé äè��åðåíöèàëüíîéîêðåñòíîñòè èìååò âíóòðåííèì îáðàçîì îïðåäåëÿåìûé òàíãåíöèàëüíûé àáñîëþò

Q̄n−1 , äâîéñòâåííûé Qn−1 , ñëåäîâàòåëüíî, ðåãóëÿðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Vn−1 ⊂
⊂ Kn â ÷åòâåðòîé äè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè âíóòðåííèì îáðàçîì èíäóöè-ðóåò ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî K̄n , äâîéñòâåííîå Kn ;á) âî âòîðîé äè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèå V̄n−1 ⊂ P̄n ,äâîéñòâåííîå èñõîäíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ; åãî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåâ òàíãåíöèàëüíîì ðåïåðå (16) èìååò âèä ω̄n

0 = 0 , ïðè÷åì òàíãåíöèàëüíàÿ ãèïåðïî-âåðõíîñòü V̄n−1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (n − 1)-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êàñàòåëü-íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ê Vn−1 .4. Óðàâíåíèÿ (5) â ñèëó (7), (8) ïðèìóò âèä
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(23)Ñëåäóÿ �.Ô. Ëàïòåâó [2℄, â ðàáîòå [7℄ íà ðåãóëÿðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂
⊂ Kn â ÷åòâåðòîé äè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè íàéäåíî ïîëå ñîïðèêàñàþùèõñÿãèïåðêâàäðèê Q2

n−1 :
Λn

ijx
ixj + 2

Λi

n + 1
xixn + Sn(xn)2 = 2x0xn, (24)



164 À.Â. ÑÒÎËß�ÎÂãäå
Λi = Ai + (n + 1)Gi, Gi = −1
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. (252)Èçâåñòíî [7℄, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âûðîæäåíèÿ ãèïåðïî-âåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn â ãèïåðêâàäðèêó (24) ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü ñèììåò-ðè÷íîãî òåíçîðà Äàðáó
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ijk = (n + 1)(Λn
ijk − GiΛ

n
jk − GjΛ

n
ik) − Λn

(ijAk). (26)Ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü Vn−1 ⊂ Kn íîðìàëèçîâàíà [1℄ ïîëÿìè êâàçèòåíçîðîâñîîòâåòñòâåííî òðåòüåãî Gi
n è ïåðâîãî Gi ïîðÿäêîâ, ãäå

Gi
n

def
= − 1

n + 1
Λij

n Aj , ∇Gi
n + ωi

n = Gi
nkωk

0 , ∇Gi + ω0
i = Gikωk

0 , (27)â ñèëó (11), (131 ) è (234 ) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
Gi

nk =
1

n + 1
Λis

n (Λlt
nΛn

slkAt − Ask), Gik = −1

c
(aik + gn0Λ

n
ik). (28)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íîðìàëèçàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn ïîëÿìè êâà-çèòåíçîðîâ Gi

n , Gi ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîé îòíîñèòåëüíî ïîëÿ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ãè-ïåðêâàäðèê (24).Âîçüìåì ñèñòåìó �îðì Ï�à��à {
1

θi,
1

θi
j} , ãäå

1

θ
i = ωi

0,
1

θ
i
j = ωi

j − Gi
nωn

j + Gjω
i
0 − δi

j (ω0
0 − Gkωk

0 )
︸ ︷︷ ︸

0

, (29)ýòà ñèñòåìà â ñèëó (1), (6), (8), (27) óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì Êàð-òàíà�Ëàïòåâà [8℄, [2℄
D

1

θ
i =

1

θ
k ∧

1

θ
i
k, D

1

θ
i
j =

1

θ
k
j ∧

1

θ
i
k +

1

2

1
ri

jst

1

θ
s ∧

1

θ
t, (30)ãäå

1
ri

jst = −2

[

Gk
nGi

nΛn
j[sΛ

n
t]k +

1

n + 1
Λik

n

(

Λlp
n ApΛ

n
kl[sΛ

n
t]j − Ak[sΛ

n
t]j

)

−

−Gk
nGkΛn

j[sδ
i
t] +

1

c

(

aj[sδ
i
t] + gn0Λ

n
j[sδ

i
t]

)]

. (31)Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëèçàöèÿ (Gi
n, Gi) ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn èíäóöèðóåòà��èííóþ ñâÿçíîñòü 1

∇ áåç êðó÷åíèÿ; åå òåíçîð êðèâèçíû èìååò ñòðîåíèå (31). Òàêêàê 2
1
r[js] = − 1

ri
ijs = 0 (ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâà�è÷÷è 1

ri
(jst) = 0 è ñîîòíîøåíèÿ (9), (131 )), ãäå 1

rjs =
1
ri

jsi � òåíçîð �è÷÷è, òîñâÿçíîñòü 1

∇ ÿâëÿåòñÿ ýêâèà��èííîé [1℄. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Íîðìàëèçàöèÿ ðåãóëÿðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn , n > 3 ,îïðåäåëÿåìàÿ âíóòðåííèì îáðàçîì â òðåòüåé äè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè ïî-ëÿìè êâàçèòåíçîðîâ Gi
n è Gi (ñì. (25) , (27)) , ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîé îòíîñèòåëüíîïîëÿ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ãèïåðêâàäðèê (24) è èíäóöèðóåò ýêâèà��èííóþ ñâÿçíîñòü

1

∇ ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè (29) (ýêâèà��èííàÿ ñâÿçíîñòü ïåðâîãî ðîäà) .



ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÑÍÀÙÅÍÍÎÉ �ÈÏÅ�ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ 1655. Ñîãëàñíî [6℄ íîðìàëèçàöèÿ îäíîé èç ðåãóëÿðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
Vn−1 ⊂ Kn è V̄n−1 ⊂ K̄n ðàâíîñèëüíà íîðìàëèçàöèè äðóãîé; ïðè ýòîì êîìïî-íåíòû ïîëåé îñíàùàþùèõ îáúåêòîâ {Gi

n, Gi} , {Ḡi
n, Ḡi} ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Ḡi
n = −Λij

n Gj , Ḡi = Λn
ijC

j
n, (32)ýòè �óíêöèè â ñèëó (9), (11), (14) óäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿìâèäà (27):

dḠi
n − Ḡi

nω̄n
n + Ḡj

nω̄i
j + ω̄i

n = Ḡi
nj ω̄

j
0, dḠi − Ḡjω̄

j
i + ω̄0

i = Ḡijω̄
j
0, (33)ãäå

Ḡi
nj = Λik

n

(
1

c
akj − GkGj

)

+
1

c
gn0δ

i
j , Ḡij = Gk

n

(

Λn
ik

Aj

n + 1
− Λn

kij

)

. (34)Ïî àíàëîãèè ñ (29) âîçüìåì ñèñòåìó �îðì Ï�à��à {
2

θi,
2

θi
j} , ãäå

2

θ
i = ω̄i

0,
2

θ
i
j = ω̄i

j − Ḡi
nω̄n

j + Ḡjω̄
i
0 − δi

j(ω̄
0
0 − Ḡkω̄k

0 ). (35)Ñîãëàñíî (15), (33) ñèñòåìà �îðì (35) óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿìïðîñòðàíñòâà à��èííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ, ïîñêîëüêó
D

2

θ
i =

2

θ
k ∧

2

θ
i
k, D

2

θ
i
j =

2

θ
k
j ∧

2

θ
i
k +

1

2

2
ri

jst

2

θ
s ∧

2

θ
t (36)òåíçîð êðèâèçíû 2

ri
jst à��èííîé ñâÿçíîñòè 2

∇ èìååò ñòðîåíèå
2
ri

jst = 2

[

GkGk
nΛn

j[sδ
i
t] +

1

c
(Λik

n ak[sΛ
n
t]j + gn0δ

i
[sΛ

n
t]j) − Gk

nΛn
kj[sδ

i
t]−

− 1

n + 1

(
1

n + 1
AjA[sδ

i
t] + Aj[sδ

i
t]

)]

. (37)Â ñèëó (9), (131 ), (37) ñïðàâåäëèâî 2
ri

ist = 0 , òî åñòü òåíçîð �è÷÷è 2
rst ñâÿçíîñòè

2

∇ ñèììåòðè÷åí; ñëåäîâàòåëüíî, à��èííàÿ ñâÿçíîñòü 2

∇ ÿâëÿåòñÿ ýêâèà��èííîé.Èç ñòðîåíèé (29), (35) �îðì 1

θi
j è 1

θi
j ñ èñïîëüçîâàíèåì (14), (32) íàõîäèì

2

θ
i
j =

1

θ
i
j + Gi

nωn
j − Gjω

i
0 + Λik

n (Λn
kjsω

s
0 − Gkωn

j ) + Λn
jkGk

nωi
0 + δi

jG
k
nωn

k . (38)Òåïåðü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (9) ñ èñïîëüçîâàíèåì (29), (38) çàïèøóòñÿ ââèäå
dΛn

ij − Λn
ik

2

θ
k
j − Λn

kj

1

θ
k
i = −Λn

ij(ω
n
n + Gk

nωn
k ), (39)ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî à��èííûå ñâÿçíîñòè 1

∇ è 2

∇ ñîïðÿæåíû [1℄ îòíîñèòåëüíîïîëÿ òåíçîðà Λn
ij .À��èííàÿ ñâÿçíîñòü 0

∇ , ñðåäíÿÿ [1℄ ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîñòÿì 1

∇ è 2

∇ , îïðåäå-ëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðóêòóðíûõ �îðì {

ωi
0,

0

θi
j = 1

2

(1

θi
j +

2

θi
j

)} . Äëÿ ñðåäíåé ñâÿçíîñòèèç óðàâíåíèé (39) èìååì
dΛn

ij − Λn
ik

0

θ
k
j − Λn

kj

0

θ
k
i = −Λn

ij (ωn
n + Gk

nωn
k )

︸ ︷︷ ︸

Θ

. (40)



166 À.Â. ÑÒÎËß�ÎÂÏîñëåäíèå óðàâíåíèÿ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñðåäíÿÿ à��èííàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿâåéëåâîé [1℄ ñ ïîëåì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Λn
ij . Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ñâÿçíîñòü

0

∇ , êàê è ñâÿçíîñòè 1

∇ è 2

∇ , ÿâëÿåòñÿ ýêâèà��èííîé; ïîñëåäíåå ïîäòâåðæäàåòñÿè òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ �îðìà Θ (ñì. (40)) â ñèëó (2), (7), (34) åñòü ïîëíûéäè��åðåíöèàë íåêîòîðîé �óíêöèè: DΘ = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ à��èííàÿñâÿçíîñòü 0

∇ ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ñ ïîëåì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Λn
ij .Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ.Òåîðåìà 2. Íîðìàëèçàöèÿ ðåãóëÿðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn , n >

3 , âíóòðåííèì îáðàçîì îïðåäåëÿåìàÿ â òðåòüåé äè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòèïîëÿìè êâàçèòåíçîðîâ Gi
n è Gi , êðîìå ýêâèà��èííîé ñâÿçíîñòè ïåðâîãî ðîäà 1

∇èíäóöèðóåò ýêâèà��èííóþ ñâÿçíîñòü âòîðîãî ðîäà 2

∇ , äâîéñòâåííóþ ïåðâîé.Òåîðåìà 3. Ýêâèà��èííûå ñâÿçíîñòè ïåðâîãî 1

∇ è âòîðîãî 2

∇ ðîäîâ, èíäó-öèðóåìûå íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 â ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Kn , íîðìàëèçîâàííîé ïîëÿìè êâàçèòåíçîðîâ Gi

n è Gi , ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìèîòíîñèòåëüíî ïîëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî òåíçîðà Λn
ij .Çàìåòèì, ÷òî òåíçîðû êðèâèçíû (31) è (37) à��èííûõ ñâÿçíîñòåé 1

∇ è 2

∇ ñâÿ-çàíû ñîîòíîøåíèÿìè
2
ri

jst = −Λil
nΛn

kj

1
rk

lst,êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé (39).Òåîðåìà 4. À��èííàÿ ñâÿçíîñòü 0

∇ , ñðåäíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê ýêâèà��èí-íûì ñâÿçíîñòÿì ïåðâîãî 1

∇ è âòîðîãî 2

∇ ðîäîâ, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ñ ïîëåììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Λn
ij .Òåîðåìà 5. Äâîéñòâåííûå à��èííûå ñâÿçíîñòè 1

∇ è 2

∇ , èíäóöèðóåìûå íîðìà-ëèçàöèåé ðåãóëÿðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn , n > 3 , ïîëÿìè êâàçèòåíçîðîâ
Gi

n , Gi , ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðïîâåðõíîñòü âûðîæäàåòñÿâ ãèïåðêâàäðèêó (24) .Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé
2

θ
i
j =

1

θ
i
j +

1

n + 1
Λik

n Dn
kjsω

s
0,êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (38) ñ èñïîëüçîâàíèåì (26) ñòðîåíèÿ òåíçîðà Äàðáó ãèïåð-ïîâåðõíîñòè.6. Ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü Vn−1 ⊂ Kn îñíàùåíà â ñìûñëå Ý. Êàðòàíà [9℄ ïîëåìãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà {νi

n, νn} :
∇νi

n + ωi
n = νi

nkωk
0 , ∇νn + νk

nω0
k + ω0

n = νnkωk
0 . (41)Ñèñòåìà n2 �îðì Ï�à��à {Θī

j̄
} , ãäå

Θi
0 = ωi

0, Θ0
0 = Gkωk

0 , Θi
j = ωi

j − νi
nωn

j , Θ0
j = ω0

j − νnωn
j , (42)â ñèëó (2), (41) óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì Êàðòàíà �Ëàïòåâà [2, 8℄

DΘī
j̄ = Θk̄

j̄ ∧ Θī
k̄

+
1

2
Rī

j̄stω
s
0 ∧ ωt

0, (43)



ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÑÍÀÙÅÍÍÎÉ �ÈÏÅ�ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ 167à ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè Pn−1,n−1 áåçêðó÷åíèÿ (Ri
0st ≡ 0). Òåíçîð êðèâèçíû-êðó÷åíèÿ Rī

j̄st
ïðîñòðàíñòâà Pn−1,n−1 èìå-åò ñòðîåíèå

Ri
0st = 0, Ri

jst = 2
(

νnΛn
j[sδ

i
t] − νk

nνi
nΛn

j[sΛ
n
t]k − νi

n[sΛ
n
t]j

)

,

R0
0st = 0, R0

jst = 2
(

νnΛn
j[sGt] − νk

nνnΛn
j[sΛ

n
t]k − νn[sΛ

n
t]j

)

.
(44)Çàìûêàÿ êâàäðàòè÷íûå óðàâíåíèÿ DΘī

0 = Θk̄
0 ∧ Θī

k̄
(ñì. (43), (441,3 )), èìååìòîæäåñòâà Rī

(kst) ≡ 0 .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð aij (ñì. (23)) íåâûðîæäåí, ñëåäîâà-òåëüíî, ñóùåñòâóåò îáðàòíûé òåíçîð aij , êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èçñîîòíîøåíèé aikakj = δj
i è óäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

daij + aikωj
k + akjωi

k = aij
k ωk

0 , (45)ãäå
aij

k =
1

c
(aisδj

k + asjδi
k)gs0 − (aisajt + ajsait)ansΛ

n
ik. (46)Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (232,5 ), (272 ), (45), ïîëå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà

{Hi
n, Hn} , ãäå

Hi
n = −aikank, Hn = GkHk

n − gn0

c
,

∇Hi
n + ωi

n = Hi
nkωk

0 , ∇Hn + Hk
nω0

k + ω0
n = Hnkωk

0 ,
(47)â ïåðâîé äè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè âíóòðåííèì îáðàçîì îïðåäåëÿåò îñíà-ùåíèå â ñìûñëå Ý.Êàðòàíà ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn ; îñíàùàþùàÿ òî÷êà Snèìååò ðàçëîæåíèå

Sn = Bn + Hk
nBk + HnB0. (48)Â óðàâíåíèÿõ (47) �óíêöèè H i

nk è Hnk ñ ó÷åòîì (282 ), (472 ) èìåþò ñëåäóþùèåñòðîåíèÿ:
Hi

nk = −Hnδi
k + (Hi

nHs
n − Tnnais)Λn

sk,

Hnk = Hn(Hs
nΛn

sk − Gk) − TnnGia
isΛn

sk, Tnn = ann − atsantans.
(49)Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (49) �óíêöèÿ Tnn åñòü îòíîñèòåëüíûé èíâàðèàíò.Òàê êàê

dSn = (ωn
n + Hk

nωn
k )Sn − Tnnaks(ωn

s Bk + Gsω
n
k B0), (50)òî ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 6. Îòíîñèòåëüíûé èíâàðèàíò Tnn îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðïîâåðõíîñòü Vn−1 ⊂ Kn , n > 3 , åñòü ïðîåêòèâíàÿãèïåðñ�åðà ñ öåíòðîì â òî÷êå Sn (ñì. (48) ) .Ïðè îñíàùåíèè â ñìûñëå Ý. Êàðòàíà ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn ïîëåìãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà {H i

n, Hn} êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû-êðó÷åíèÿ ïðî-ñòðàíñòâà ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè Pn−1,n−1 â ñèëó (44), (47), (49) èìåþò ñòðîåíèå
R0

0st = Ri
0st = 0, Ri

jst = 2TnnailΛn
l[sΛ

n
t]j , R0

jst = GlR
l
jst. (51)



168 À.Â. ÑÒÎËß�ÎÂÑîîòíîøåíèÿ (51) ñ ó÷åòîì òåîðåìû 6 äîêàçûâàþò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:Òåîðåìà 7. Ïðîñòðàíñòâî ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè Pn−1,n−1 , èíäóöèðóåìîåîñíàùåíèåì â ñìûñëå Ý. Êàðòàíà ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn , n > 3 , ïîëåìãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà {H i
n, Hn} , ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ïîäìíîãîîáðàçèå Vn−1 åñòü ïðîåêòèâíàÿ ãèïåðñ�åðà ñ öåíòðîì â òî÷êå Sn .7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü Vn−1 ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà Kn íîðìàëèçîâàíà ïîëÿìè êâàçèòåíçîðîâ H i

n è Gi (ñì. (47) è (27)).Âîçüìåì ñèñòåìó �îðì Ï�à��à {Ωi, Ωi
j} , ãäå

Ωi = ωi
0, Ωi

j = ωi
j − Hi

nωn
j + Gjω

i
0; (52)ýòà ñèñòåìà â ñèëó óðàâíåíèé (27), (47) óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿìÊàðòàíà �Ëàïòåâà [2, ñ. 315℄, [8, ñ. 82℄:
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i
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TnnaipΛn
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c
aj[sδ

i
t]

]

. (53)Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà �îðì (52) îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî à��èííîé ñâÿçíîñòè
0

An−1,n−1 áåç êðó÷åíèÿ, òåíçîð êðèâèçíû R
i
jst ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ñòðîåíèå(53).Òàê êàê òåíçîð �è÷÷è Rjs = R

i
jsi óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì 2R[js] =

= − R
i
ijs (ïîñëåäíåå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîæäåñòâ �è÷÷è R

i
(jst) = 0), òîèç (53) íàõîäèì R[js] = 0 , òî åñòü ïðîñòðàíñòâî 0

An−1,n−1 ÿâëÿåòñÿ ýêâèà��èííûì.Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî 0

An−1,n−1 ÿâëÿåòñÿ âåéëåâûì ñ ïîëåì íåâûðîæäåííîãîòåíçîðà aij , èáî óðàâíåíèÿ (231 ) â ñèëó (52) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
daij − aikΩk

j − akjΩ
k
i = 0.Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 8. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà aij (ñì. (231 )ïîëÿ êâàçèòåíçîðîâ Hi

n è Gi íîðìàëèçóþò ãèïåðïîâåðõíîñòü Vn−1 ïðîåêòèâ-íî-ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Kn âçàèìíî îòíîñèòåëüíî åãî àáñîëþòà Qn−1(ñì. (4)), ïðè÷åì ýòà íîðìàëèçàöèÿ èíäóöèðóåò ðèìàíîâó ñâÿçíîñòü ∇ ñ ïîëåììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà aij , ïðè ýòîì ñòðóêòóðíûå �îðìû è òåíçîð êðèâèçíûýòîé ñâÿçíîñòè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ñòðîåíèÿ (52) è (53) .Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8 èç (53) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû R
i
jst ðèìàíîâàïðîñòðàíñòâà Rn−1 èìååò ñòðîåíèå

R
i
jst = −2

c
aj[sδ

i
t] (54)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîñèòåëüíûé èíâàðèàíò Tnn (ñì. (492 )) îáðàùàåòñÿâ íóëü. Èçâåñòíî [1℄, ÷òî ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Rn−1 ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K =

= −1/c õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðîåíèåì (54) åãî òåíçîðà êðèâèçíû R
i
jst . Äîêàçàíà



ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÑÍÀÙÅÍÍÎÉ �ÈÏÅ�ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ 169Òåîðåìà 9. Íîðìàëèçàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 , âëîæåííîé â ïðîåêòèâíî-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Kn , n > 3 , ïîëÿìè êâàçèòåíçîðîâ H i
n , Gi èíäóöèðó-åò ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Rn−1 ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îòíîñèòåëüíûé èíâàðèàíò Tnn îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïðè ýòîì K = −1/c .Çàìå÷àíèå. Èç (54) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð �è÷÷è Rjs ïðîñòðàíñòâà Rn−1 ïîñòî-ÿííîé êðèâèçíû ïðîïîðöèîíàëåí ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó ajs ñ ïîñòîÿííûì êîý�-�èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè: Rjs = −n − 2

c
ajs , ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî

Rn−1 ÿâëÿåòñÿ ýéíøòåéíîâûì [10, ñ. 268℄.Òåîðåìà 9 ñ ó÷åòîì òåîðåì 6, 7 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:Òåîðåìà 10. Ïðîñòðàíñòâî ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè Pn−1,n−1 , èíäóöèðóåìîåîñíàùåíèåì â ñìûñëå Ý. Êàðòàíà ãèïåðïîâåðõíîñòè Vn−1 ⊂ Kn , n > 3 , ïîëåì ãåî-ìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà {H i
n, Hn} , ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàåå íîðìàëèçàöèÿ ïîëåì îáúåêòà {H i

n, Gi} â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè èíäóöèðóåòðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Rn−1 ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K = −1/c .SummaryA.V. Stolyarov. Conne
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