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Аннотация. Изучены условия, при которых произвольная прямая сумма существенно (ква-
зи) инъективных модулей является существенно (квази) инъективным модулем. Получено
описание существенно квазиинъективных абелевых групп.
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Введение

В последние несколько десятилетий были систематически изучены модули, инвариантные
(соответственно коинвариантные) относительно специальных эндоморфизмов своих инъек-
тивных оболочек (соответственно проективных накрытий). Многие результаты, получен-
ные в этом направлении, были отражены в монографиях [1], [2] и в обзорах [3]–[5]. Мо-
дули, инвариантные относительно всех эндоморфизмов своих инъективных оболочек, под
названием квазиинъективных модулей впервые были введены и исследованы в работе [6].
В этой же работе было показано, что модуль M квазиинъективен в точности тогда, когда
каждый гомоморфизм из подмодуля модуля M в модуль M продолжается до некоторого
эндоморфизма M. Квазиинъективые абелевы группы были описаны в [7]. Обобщение ре-
зультатов работы [7] на случай нетеровых наследственных первичных колец, которые не
являются примитивными, было получено в работе [8]. Модуль, инвариантный относитель-
но автоморфизмов своей инъективной оболочки, называется автоморфизм-инвариантным.
Впервые автоморфизм-инвариантные модули над конечномерными алгебрами были изуче-
ны С. Диксоном и К. Фуллером в работе [9]. В статье [10] был доказан нетривиальный
результат, согласно которому модуль M является автоморфизм-инвариантным в точно-
сти тогда, когда он псевдоинъективен, т. е. каждый мономорфизм из подмодуля модуля
M в модуль M продолжается до некоторого эндоморфизма M. Естественным обобщени-
ем автоморфизм-инвариантных модулей являются существенно квазинъективные модули,
т. е. модули, инвариантные относительно эндоморфизмов своих инъективных оболочек, у
которых ядра существенны. Относительная существенная инъективность для модулей бы-
ла введена в статье [11] при исследовании проблемы о нахождении условий, при которых
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прямая сумма CS-модулей является CS-модулем. Существенно квазиинъективные модули
были изучены в работе [12].
Модуль M называется автоморфизм-продолжаемым (соответственно эндоморфизм-про-

должаемым), если для любого подмодуля X модуля M каждый автоморфизм (соответ-
ственно эндоморфизм) модуля X продолжается до эндоморфизма модуля M . В работе [13]
было доказано, что полуартинов модуль M является автоморфизм-продолжаемым в точ-
ности тогда, когда M является автоморфизм-инвариантным модулем. В ([14], предложе-
ние 10.22) был доказан аналогичный результат, согласно которому каждый эндоморфизм-
продолжаемый полуартиновый модуль является квазиинъективным.
В работе изучаются существенно квазиинъективные модули и близкие к ним классы

модулей. В разделе 1 найдены условия на кольцо R, при которых каждый существенно
эндоморфизм-продолжаемый правый R-модуль является существенно квазиинъективным.
При доказательстве основных результатов из этого раздела используются методы работы
[4]. В разделе 2 получены необходимые и достаточные условия, при которых бесконечная
прямая сумма существенно квазиинъективных модулей является существенно квазиинъек-
тивным модулем. В частности, получен аналог теоремы Фейса, устанвливающий критерий
инъективности прямой суммы изоморфных копий инъективного модуля. В разделе 3 рабо-
ты получено описание существенно квазиинъективных абелевых групп. При доказательстве
основного результата из этого раздела важными являются фундаментальные результаты
Л.Я. Куликова [15].
Тот факт, что N является подмодулем (соответственно существенным подмодулем) мо-

дуля M будем обозначать через N \leq M (соответственно через N \leq e M). Инъективная
оболочка модуля M обозначается E(M). В работе используются стандартные понятия и
факты теории модулей и теории абелевых групп (см., например, [16]–[20]).

1. Предварительные результаты

Пусть M и N — правые R-модули. Модуль N называется существенно M -инъективным,

если для каждого подмодуля A модуляM любой гомоморфизм f \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}R(A,N), у которого
\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e A, продолжается до некоторого гомоморфизма f \prime \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}R(M,N). Модуль M на-
зывается существенно квазиинъективным, если он является существенноM -инъективным.
Если модуль N существенно инъективен относительного каждого правого R-модуля, то та-
кой модуль называется существенно инъективным.
Приведем утверждения, которые потребуются в дальнейшем.

Теорема 1 ([12], теорема 2.12). Пусть M и N — правые R-модули. Тогда модуль N суще-

ственно M -иньективен в точности тогда, когда f(M) \leq N для каждого гомоморфизма

f : E(M) \rightarrow E(N), у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e E(M).
В частности, модуль M является существенно квазиинъективным в точности тогда,

когда f(M) \leq M для каждого f \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}R(E(M)), у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e E(M).

Модуль, изоморфный подмодулю гомоморфного образа прямых сумм копий правого R-
модуля M , называется M -подпорожденным модулем. Полная подкатегория категории всех
правых R-модулей, состоящая из всех M -подпорожденных модулей, обозначается через
\sigma [M ].

Лемма 1 ([21], теорема 2.15). Пусть M — правый R-модуль. Имеют место следующие

утверждения:
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1) прямое произведение
\prod 

i\in I Ui семейства правых R-модулей \{ Ui\} i\in I является суще-

ственно M -иньективным в точности тогда, когда модуль Ui существенно M -

иньективен для каждого i \in I;
2) если 0 \rightarrow M \prime 

R \rightarrow MR \rightarrow M \prime \prime 
R \rightarrow 0 — точная последовательность правых R-модулей и

правый R-модуль U существенноM -иньективен, то U существенноM \prime -иньективен
и существенно M \prime \prime -иньективен;

3) если \{ Ui\} i\in I — семейство правых R-модулей, то модуль M существенно
\bigoplus 

i\in I Ui-

иньективен в точности тогда, когда модуль M существенно Ui -иньективен для

каждого i \in I;
4) если правый R-модуль U существенно M -иньективен, то U — существенно N -

иньективен для каждого N \in \sigma [M ];
5) модуль M существенно инъективен в точности тогда, когда M существенно RR-

инъективен.

Следствие 1. Для правых R-модулей M и N следующие условия равносильны:
a) модуль N существенно M -инъективен;
b) модуль N существенно mR-инъективен для каждого m \in M .

Модуль M называется существенно эндоморфизм-продолжаемым, если для каждого его
подмодуля A любой эндоморфизм f \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}R(A), у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e A, продолжается
до некоторого эндоморфизма f \prime модуля M. Несложно заметить, что каждый существенно
квазиинъективный модуль является существенно эндоморфизм-продолжаемым.
Модуль M называется ADS-модулем, если для каждого его разложения M = A\oplus B мо-

дули A и B взаимно инъективны. ADS-модули были введены в работе [22] и в последующем
были изучены в ряде работ. Обобщением понятий ADS-модуля и существенно инъективного
модуля является понятие LADS-модуля, которое было введено и изучено в недавней работе
[23]. Модуль M называется LADS-модулем, если для каждого его разложения M = A\oplus B
модули A и B взаимно существенно инъективны.

Лемма 2. Каждый существенно эндоморфизм-продолжаемый модуль является LADS-
модулем.

Доказательство. Пусть M — cущественно эндоморфизм-продолжаемый модуль, для ко-
торого имеет место разложение M = A \oplus B. Покажем, что модуль B существенно A-
инъективен. Пусть A0 \leq A и f : A0 \rightarrow B — гомоморфизм, у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f \leq e A0. Рассмот-
рим гомоморфизм g : A0\oplus \mathrm{I}\mathrm{m}(f) \rightarrow A0\oplus \mathrm{I}\mathrm{m}f , действующий согласно правилу g(a+b) = f(a),
где a \in A0 и b \in \mathrm{I}\mathrm{m}(f). Ясно, что \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(g) = \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f \oplus \mathrm{I}\mathrm{m}f \leq e A0 \oplus \mathrm{I}\mathrm{m}f . Так как модуль M су-
щественно эндоморфизм-продолжаем, то для некоторого гомоморфизма g\prime : M \rightarrow M имеет
место равенство g\prime | A0\oplus \mathrm{I}\mathrm{m}f= g. Пусть \pi : A \oplus B \rightarrow B — естественная проекция. Тогда для
гомоморфизма h = \pi \circ g\prime | A имеет место равенство h | A0= g\prime | A0= f . \square 

Модуль M называется существенно нетеровым, если в нем каждая возрастающая цепь
существенных подмодулей стабилизируется. Кольцо R называется существенно нетеровым
справа, если модуль RR существенно нетеров. Согласно ([12], теорема 2.20) кольцо R яв-
ляется существенно нетеровым справа в точности тогда, когда каждая прямая сумма су-
щественно инъективных правых R-модулей существенно инъективна. В статье [24] было
показано, что модуль M является существенно нетеровым в точности тогда, когда фактор-
модуль M/\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(M) нетеров. Также в этой работе было доказано, что каждое самоинъектив-
ное справа и существенно нетерово справа (слева) кольцо является квазифробениусовым. В
работе [25] этот результат был обобщен на случай непрерывных справа колец. В статье [26]
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было показано, что каждый существенно нетеровый CS-модуль представим в виде прямой
суммы нетрового модуля и полупростого модуля. Следствием этого важного утверждения
являются упомянутые результаты из работ [24] и [25].
Если каждый конечно порожденный подмодуль модуля M является существенно нете-

ровым, то M называется локально существенно нетеровым модулем. Несложно заметить,
что модуль M является локально существенно нетеровым в точности тогда, когда каждый
циклический подмодуль модуля M является существенно нетеровым.

Теорема 2. Пусть f — эндоморфизм модуля M, у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e M. Если A —

существенно нетеровый подмодуль модуля M, то fn(A) = 0 для некоторого n \in \BbbN .

Доказательство. Пусть A — существенно нетеровый подмодуль модуля M. Для каждого
i \in \BbbN положим Ai = A \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f i). Так как \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e M , то Ai \leq e A для каждого i \in \BbbN .
Тогда имеет место возрастающая цепь A1 \leq A2 \leq . . . существенных подмодулей модуля
A. Поскольку модуль A существенно нетеров, то An = An+1 = An+2 = . . . для некоторого
натурального числа n.
Предположим, что fn(A) \not = 0 или, что равносильно, A/An \not = 0. Положим g = (fn) | A.

Тогда \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(g) = \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(fn)\cap A = An и \mathrm{I}\mathrm{m}(g) \sim = A/An. Так как \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e M , то \mathrm{I}\mathrm{m}(g)\cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e

\mathrm{I}\mathrm{m}(g). Пусть B = g - 1(\mathrm{I}\mathrm{m}(g) \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)). Тогда B/An \leq e A/An и, следовательно, поскольку
A/An \not = 0, то B/An \not = 0. Так как fn+1(B) = f(fn(B)) = f(g(B)) = f(\mathrm{I}\mathrm{m}(g) \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)) = 0,
то B \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(fn+1) \cap A = An+1, что противоречит равенству An = An+1. Таким образом,
fn(A) = 0. \square 

Из ([14], предложение 10.22; [13], теорема 1) вытекает, что следующие импликации в
случае таких широких классов колец, как полуартиновы кольца, можно заменить на экви-
валентности:

квазиинъективные модули \Rightarrow эндоморфизм-продолжаемые модули,

автоморфизм-инвариантные модули \Rightarrow автоморфизм-продолжаемые модули.

Далее будут доказаны аналогичные утверждения, согласно которым в случае достаточно
широких классов колец, классы существенно квазиинъективных модулей и существенно
эндоморфизм-продолжаемых модулей совпадают.

Теорема 3. Пусть M — существенно локально нетеров модуль. Тогда модуль M являет-

ся существенно квазиинъективным в точности тогда, когда M — существенно эндомор-

физм-продолжаемый модуль.

Доказательство. Пусть модульM является существенно эндоморфизм-продолжаемым. По-
кажем, чтоM является существенно квазиинъективным. Пусть f \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(E(M)) и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e

E(M). Положим N = \{ m \in M | fn(m) \in M для каждого n \in \BbbN \} . Несложно заметить, что
N — наибольший подмодуль модуля M, для которого выполнено условие f(N) \leq N. Так
как M \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e M и M \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq N , то N \leq e M . Поскольку \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \cap N \leq e N и мо-
дульM существенно эндоморфизм-продолжаем, то для некоторого f \prime \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(M) выполнено
равенство f | N = f \prime | N . Так как f \prime (M \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)) = f(M \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)) = 0, то \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f \prime ) \leq e M .
Предположим, что N \not =M . Тогда m /\in N для некоторого m\in M . По теореме 2 f \prime n0(m) = 0

для некоторого n0 \in \BbbN . Положим M = M/N и m := m+N . Так как f \prime | N = f | N , то для каж-
дого i \in \BbbN выполнено равенство f \prime i| N = f i| N . Тогда для каждого i \in \BbbN корректно определен
гомоморфизм hi : mR \rightarrow E(M), действующий согласно правилу hi(mr) = f i(mr) - f \prime i(mr)
для каждого r \in R. Положим V i = h - 1

i (N) \leq mR для каждого i \in \BbbN . Так как N \leq e E(M),

то V i \leq e mR. Пусть V = V 1 \cap V 2 \cap . . . \cap V n0 . Тогда V \leq e mR и, следовательно, mr \in V и
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mr \not = 0 для некоторого r \in R. Так как для каждого 1 \leq i \leq n0 имеет место принадлежность
mr \in V i, то hi(mr) \in N и, следовательно, f i(mr) = hi(mr) + f \prime i(mr) \in N + f \prime (M) \leq M.
Поскольку fn0+k(mr) = fk(fn0(mr)) = fk(hn0(mr) + f \prime n0(mr)) = fk(hn0(mr)) \in M для
каждого k \in \BbbN , то f i(mr) \in M для любого i \in \BbbN . Тогда mr \in N и, следовательно, mr = 0.
Получили противоречие. Таким образом, N = M и f(M) \leq M . Тогда согласно теореме 1
модуль M является существенно квазиинъективным. \square 

Следствие 2. Пусть M — правый модуль над существенно нетеровым справа кольцом R.
Тогда следующие условия равносильны:

a) модуль M является существенно квазиинъективным;
b) модуль M является существенно эндоморфизм-продолжаемым.

Модуль M называется существенно полуартиновым, если \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(M/N) \not = 0 для каждого
его собственного существенного подмодуля N. Кольцо R называется существенно полуар-
тиновым справа, если модуль RR существенно полуартинов.

Лемма 3. Если R — существенно полуартиново справа кольцо, то всякий модуль правый

R-модуль M является существенно полуартиновым.

Доказательство. Пусть A — собственный существенный подмодуль модуля M и x \in M \setminus A.
Так как xR\cap A \leq e xR, то R/I \sim = xR/(xR\cap A) для некоторого I \leq e RR. Поскольку кольцо R
существенно полуартиново справа, то \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(RR/I) \not =0 и, следовательно, \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(xR/(xR\cap A)) \not =0.
Таким образом, \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(M/A) \not = 0. \square 

Теорема 4. Для существенно полуартинова модуля M следующие условия эквивалентны:

1) модуль M является существенно квазиинъективным;
2) модуль M является существенно эндоморфизм-продолжаемым.

Доказательство. Импликация 1) \Rightarrow 2) очевидна.
2) \Rightarrow 1). Пусть f — произвольный эндоморфизм модуля E(M), у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e

E(M). Согласно теореме 1 достаточно доказать, что f(M) \leq M . Пусть X — сумма всех
таких подмодулей A модуля M , что f(A) \leq A. Ясно, что f(X) \leq X и X — наибольший
подмодуль модуля M с этим свойством. Предположим, что X \not = M . Поскольку \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \cap 
M \leq e M и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \cap M \leq X, то X \leq e M. Так как модуль M существенно полуартинов, то
существует такой подмодуль Y модуля M, что X \lneq Y \leq M и Y/X = \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(M/X). Поскольку
M — существенно эндоморфизм-продолжаемый модуль и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \cap M \leq e X, то существует
эндоморфизм g \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}R(M), для которого выполнено равенство g | X= f | X . Гомоморфизмы
g и f | M можно рассматривать как элементы абелевой группы \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}R(M,E(M)). Так как
(f | M  - g)(X) = 0, то

(f | M  - g)(Y ) \leq \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(M) \leq X \lneq Y.

Поскольку g(X) \leq X, то существует эндоморфизм g \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}R(M/X), действующий согласно
правилу g(m+X) = g(m) +X. Тогда

g(Y/X) = g(\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(M/X)) \leq \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(M/X) = Y/X

и, следовательно, g(Y ) \leq Y . Поскольку

f(Y ) \leq (f | M  - g)(Y ) + g(Y ) \leq Y,

то получаем противоречие с выбором X. Таким образом, X = M . \square 

Следствие 3. ПустьM — правый модуль над существенно полуартиновым справа кольцом
R. Тогда следующие условия равносильны:
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a) модуль M является существенно квазиинъективным;
b) модуль M является существенно эндоморфизм-продолжаемым.

Доказательство следует из леммы 3 и теоремы 4. \square 

Следуя ([4], с. 210), модуль M назовем сильно эндоморфизм-продолжаемым, если для
каждого его подмодуля X любой гомоморфизм f : X \rightarrow M , отображающий в себя некото-
рый существенный подмодуль из X, может быть продолжен до некоторого эндоморфизма
f \prime : M \rightarrow M .

Теорема 5 ([4], 3.3). Для правого R-модуля M cледующие условия равносильны:
1) M — сильно эндоморфизм-продолжаемый модуль;
2) f(M) \leq M для любого эндоморфизма f \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(E(M)), переводящего в себя некоторый

существенный подмодуль модуля M ;
3) M — эндоморфизм-продолжаемый и существенно квазиинъективный модуль.

Из теорем 3–5 непосредственно вытекают следующие утверждения.

Следствие 4. Для существенно полуартинова (нетерова) правого R-модуля M следующие
условия эквивалентны:
a) M — эндоморфизм-продолжаемый модуль;
b) M — сильно эндоморфизм-продолжаемый модуль.

Следствие 5. Если R — существенно полуартиново (нетерова) справа кольцо, то следую-
щие условия для правого R-модуля M эквивалентны:
a) M — эндоморфизм-продолжаемый модуль;
b) M — сильно эндоморфизм-продолжаемый модуль.

2. Прямые суммы существенно квазииньективных модулей

Пусть M — правый R — модуль и A,B — правые идеалы кольца R. Правый идеал A
кольца R называется M -существенным в B, если для некоторого элемента m \in M выпол-
нены условия \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq A и AR/r(m) \leq e B/r(m). Правый идеал A кольца R называется
M -существенным, если он M -существенен в R.

Лемма 4. Для правых R-модулей M и U следующие условия эквивалентны:

1) модуль UR является существенно MR-иньективным;

2) для любого правого идеала I кольца R и гомоморфизма f : I \rightarrow U , у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) явля-
ется M -существенным правым идеалом в I, существует такой гомоморфизм f \prime : R \rightarrow U ,
что f \prime | I= f ;
3) для любого существенного правого идеала I кольца R и гомоморфизма f : I \rightarrow U , у ко-

торого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) является M -существенным правым идеалом кольца R, существует такой

гомоморфизм f \prime : R \rightarrow U, что f \prime | I= f .

Доказательство. 1) \Rightarrow 2). Пусть I — правый идеал кольца R и f : I \rightarrow U — гомоморфизм, у
которого\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) являетсяM -существенным правым идеалом в I. Тогда для некоторогоm0 \in 
M выполнены условия \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq I и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e I/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0). Заметим,
что имеют место естественные изоморфизмы m0R \sim = RR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) и I/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \sim = m0I.
Пусть \sigma : I \rightarrow m0I — эпиморфизм, действующий согласно правилу с \sigma (a) = m0a для каждо-
го a \in I. Поскольку \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\sigma ) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f), то существует гомоморфизм \varphi : m0I \rightarrow U,
для которого выполнено равенство \varphi \circ \sigma = f . Так как \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi ) = \sigma (\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)) = m0\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)
и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e I/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0), то \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi ) \leq e m0I. Согласно следствию 1 модуль U
существенно m0R-иньективен. Тогда существует такой гомоморфизм \varphi \prime : m0R \rightarrow U , что
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\varphi \prime | m0I= \varphi . Пусть \sigma \prime : R \rightarrow m0R гомоморфизм, действующий согласно правилу \sigma \prime (r) = m0r
для каждого r \in R. Тогда для гомоморфизма f \prime = \varphi \prime \circ \sigma \prime выполнены равенства

f \prime | I= f \prime \circ idI = \varphi \prime \circ \sigma \prime \circ idI = \varphi \prime \circ idm0I \circ \sigma = \varphi \circ \sigma = f.

I
f

��
idI

��

\sigma // m0I

\varphi 
||

idm0I

��

U

R

f \prime 
??

\sigma \prime 
// m0R

\varphi \prime 

bb

2) \Rightarrow 1). Пусть m0 \in M. Покажем, что модуль M является m0R-существенно инъек-
тивным модулем. Рассмотрим гомоморфизм \varphi : L \rightarrow U, где L \leq m0R и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi ) \leq e L.
Для некоторого правого идеала I кольца R, удовлетворяющему условию \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq I, вы-
полнено равенство m0I = L. Рассмотрим эпиморфизм \sigma : I \rightarrow L, действующий согласно
правилу \sigma (a) = m0a для каждого a \in I. Ясно, что \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\sigma ) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0). Рассмотрим гомо-
морфизм f = \varphi \circ \sigma . Поскольку \sigma (\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)) = \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi ) и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi ) \leq e m0I, то \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e

I/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0). Тогда согласно условию пункта 2) существует такой гомоморфизм f \prime : R \rightarrow U,
что f \prime | I= f . Рассмотрим эпиморфизм \sigma \prime : R \rightarrow m0R, действующий согласно правилу
\sigma \prime (r) = m0r для каждого r \in R. Ясно, что \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\sigma \prime ) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f \prime ).
Тогда существует такой гомоморфизм \varphi \prime : m0R \rightarrow U, что \varphi \prime \circ \sigma \prime = f \prime . Таким образом,
\varphi \prime | L \circ \sigma = \varphi \prime \circ idL \circ \sigma = \varphi \prime \circ \sigma \prime \circ idI = f \prime \circ idI = f = \varphi \circ \sigma . Поскольку \sigma — эпиморфизм, то
\varphi \prime | L= \varphi . Тогда согласно следствию 1 модуль U существенно M -иньективен.
2) \Rightarrow 3). Очевидно.
3) \Rightarrow 2). Пусть I — правый идеал кольца R и f : I \rightarrow U — гомоморфизм, для которого суще-
ствует такой элементm0 \in M, что \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq I, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e I/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) и
\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) не является существенным подмодулем модуля RR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0). Тогда RR об-
ладает таким подмодулем T, что \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \lneqq T и T/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0)\oplus I/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e R/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0).
Поскольку T \cap I = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0), то корректно определен гомоморфизм g : T + I \rightarrow U , дей-
ствующий согласно правилу g(x + y) = f(y) для произвольных x \in T и y \in I. Так
как \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e I/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0), то \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(g)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) = (T + \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f))/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e

R/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0). Согласно пункту 3), существует такой гомоморфизм g\prime : R \rightarrow U , что g\prime | (T+I)=
g. Тогда g\prime | I= f . \square 

Лемма 5. Пусть M,N — правые R-модули и для модуля N имеет место разложение

N = \oplus i\in IUi, где I — бесконечное множество. Тогда следующие условия эквивалентны:
1) модуль

\bigoplus 
i\in I Ui существенно M -иньективен;

2) модуль
\bigoplus 

i\in J Ui существенно M -иньективен для каждого счетного подмножества J \subseteq 
I;
3) для каждого i \in I модуль Ui существенно M -иньективен и для всякого подмножества

\{ xi\} i\in \BbbN модуля N, удовлетворяющего условиям

a) для каждого i \in \BbbN существует такое ni \in I, что xi \in Uni ,
b) если i, j — различные натуральные числа, то ni \not = nj ,
c) правый идеал \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in \BbbN ) является M -существенным,

в кольце R возрастающая цепь правых идеалов

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=1,2,...) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=2,3,...) \leq . . .
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стабилизируется;
4) для каждого i \in I модуль Ui существенно M -иньективен и всякого подмножества

\{ xi\} i\in I модуля N, удовлетворяющего условиям

a) xi \in Ui для каждого i \in I;
b) правый идеал \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in I) является M -существенным,

в кольце R выполнено условие максимальности для правых идеалов, являющихся аннуля-

торами подмножеств множества \{ xi\} i\in I .

Доказательство. 1) \Rightarrow 2). Следует из леммы 1.
2) \Rightarrow 3). Пусть \{ xi\} i\in \BbbN — семейство элементов из модуля

\bigoplus 
i\in I Ui, удовлетворяющее условию

п. 3). Покажем, что возрастающая цепь

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=1,2,...) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=2,3,...) \leq . . .

правых идеалов кольца R стабилизируется. Согласно лемме 1 модуль Ui существенно M -
иньективен для каждого i \in I. Для каждого n \in \BbbN положим An = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=n+1,n+2,...).
Согласно условию \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in I)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e RR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) для некоторого m0 \in M. Тогда
имеется возрастающая цепь правых идеалов кольца R

A0 \leq A1 \leq A2 \leq . . .

и Ai/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e R/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) для каждого i \in \BbbN 0. Пусть A =
\bigcup \infty 

n=0An. Для каждого a \in A
существует такое неотрицательное целое число na, что a \in Ana . Тогда xna = 0 для каждого
n > na и имеет место гомоморфизм f : A \rightarrow 

\bigoplus \infty 
j=1 Unj , действующий согласно правилу

с a \mapsto \rightarrow 
\sum \infty 

j=1 xja. Так как \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \geq A0 \geq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e R/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0), то

согласно лемме 4 существует такой гомоморфизм f \prime : R \rightarrow 
\bigoplus \infty 

j=1 Unj , что f \prime | A = f . Если

f \prime (1) \in 
\bigoplus k

j=1 Unj , то \mathrm{I}\mathrm{m}(f) \leq \mathrm{I}\mathrm{m}(f \prime ) \leq 
\bigoplus k

j=1 Unj . Следовательно, xjA = 0 для каждого

j > k. Тогда \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xj) \geq A для каждого j > k и An \geq A для произвольного n \geq k. Таким
образом, имеют место равенства

A = Ak = Ak+1 = . . . .

3) \Rightarrow 4). Пусть \{ xi\} i\in I — подмножество модуляN, удовлетворяющее условиям п. 4). Тогда
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in I) и \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in I)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e R/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) для некоторого m0 \in M.
Предположим, что в кольце R существует такая возрастающая цепь правых идеалов A1 \lneqq 
A2 \lneqq A3 \lneqq . . ., что для каждого k \in \BbbN выполнено равенство Ak = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in Ik), где Ik \subseteq I.
Для каждого k \in \BbbN положим Bk = \{ x \in \{ xi\} i\in I | xAk = 0\} . Тогда имеет место строго
убывающая цепь подмножеств множества \{ xi\} i\in I

B1 \supsetneqq B2 \supsetneqq B3 \supsetneqq . . . .

Для каждого k \in \BbbN выберем такой элемент xk из модуля N, что xk \in Bk \setminus Bk+1. Так как
xjAn+1 = 0 для каждого j \geq n+ 1, то \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=n+1,n+2,...) \geq An+1. Для каждого n \in \BbbN из
условия xnAn+1 \not = 0 следует, что \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=n,n+1,n+2,...) \not = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=n+1,n+2,...) . Получено
противоречие с условием п. 3).

4) \Rightarrow 1). Пусть A \leq e RR и f : A \rightarrow 
\bigoplus 

i\in I Ui \leq 
\prod 

i\in I Ui — гомоморфизм, для которого вы-
полнены условия \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f)/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0) \leq e R/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m0), гдеm0 — некоторый
элемент из модуля M.
Поскольку для каждого i \in I модуль Ui существенно M -иньективен, то согласно лемме 1

модуль
\prod 

i\in I Ui является существенно M -иньективным. Следовательно, для некоторого го-
моморфизма f \prime : RR \rightarrow 

\prod 
i\in I Ui имеет место равенство f \prime | A= f .
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Для каждого подмножества J \subseteq I положим xJ = (yi)i\in I , где yi = xi, если i \in J, и
yi = 0, если i \in I \setminus J . Пусть f \prime (1) = (xi)i\in I \in 

\prod 
i\in I Ui. Тогда \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f \prime ) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xI). Из условия

4) следует, что множество \scrE = \{ \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xI\setminus F ) | F — конечное подмножество в I\} содержит
максимальный элемент \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xI\setminus G) относительно частичного порядка включения множеств.
Пусть a \in A. Так как f \prime (a) = f(a) = (xia)i\in I \in 

\bigoplus 
i\in I Ui, то существует такое конечное

подмножество F (a) в I, что G \subseteq F (a) и xia = 0 для каждого i \in I \setminus F (a). Так как a \in 
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xI\setminus F (a)) и \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xI\setminus F (a)) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xI\setminus G), то a \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xI\setminus G). Следовательно, xia = 0 для
каждого i \in I \setminus G и f(a) \in 

\bigoplus 
i\in G Ui. Таким образом, f(A) \leq 

\bigoplus 
i\in G Ui. Согласно лемме 1

модуль
\bigoplus 

i\in G Ui существенно M -иньективен. Тогда существует такой гомоморфизм g : R \rightarrow \bigoplus 
i\in G Ui \leq 

\bigoplus 
i\in I Ui, что g | A= f . Следовательно, согласно лемме 4 модуль

\bigoplus 
i\in I Ui является

M -иньективным.
\square 

Следствие 6. Для семейства правых R-модулей \{ Mi\} i\in I следующие условия эквивалент-
ны:
a) модуль

\bigoplus 
i\in I Mi существенно иньективен;

b) для каждого i \in I модуль Mi существенно иньективен и для всякого подмножества
\{ xi\} i\in I модуля

\bigoplus 
i\in I Mi, удовлетворяющего условиям

– xi \in Mi для каждого i \in I;
– \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in I) \leq e RR,

в кольце R выполнено условие максимальности для правых идеалов, являющихся аннуля-
торами подмножеств множества \{ xi\} i\in I .

Следствие 7. Для семейства правых R-модулей \{ Mi\} i\in I следующие условия эквивалент-
ны:
a) модуль

\bigoplus 
i\in I Mi существенно квазииньективен;

b) модуль
\bigoplus 

j\in J Mj существенно квазииньективен для каждого счетного подмножества
J \subseteq I;
c) Mi существенно Mj-иньективен для каждых i, j \in I и для всякого подмножества \{ xi\} i\in I
модуля

\bigoplus 
i\in I Mi, удовлетворяющего условиям

– xi \in Mi для каждого i \in I,
– правый идеал \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in I) является

\bigoplus 
i\in I Mi-существенным,

в кольце R выполнено условие максимальности для правых идеалов, являющихся аннуля-
торами подмножеств множества \{ xi\} i\in I .

Пусть N и M — правые R-модули. Через \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}M (N) будем обозначать множество всех
правых идеалов A кольца R, для которых выполнены условия

a) A = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(X), где \varnothing \not = X \subseteq N ;
b) \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq A и AR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq e RR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) для некоторого элемента m \in M .

Теорема 6. Пусть N и M — правые R-модули. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) модуль N (I) существенно M -иньективен для любого множества индексов I;

2) модуль N (\BbbN ) существенно M -иньективен;
3) модуль N — существенно M -иньективен и в кольце R выполнено условие максималь-

ности для правых идеалов из множества \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}M (N).

Доказательство. Эквивалентность 1) \Rightarrow 2) и импликация 3) \Rightarrow 1) непосредственно следу-
ют из леммы 5.
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2) \Rightarrow 3). Предположим, что в кольце R существует строго возрастающая цепь правых
идеалов A1 \lneqq A2 \lneqq A3 \lneqq . . . из множества \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}M (N). Для каждого k \in \BbbN положим Bk =
\{ x \in N | xAk = 0\} . Тогда имеет место строго убывающая цепь подмножеств модуля N

B1 \supsetneqq B2 \supsetneqq B3 \supsetneqq . . . .

Для каждого k \in \BbbN выберем такой элемент xk из модуля N, что xk \in Bk \setminus Bk+1. Так
как xjAn+1 = 0 для каждого j \geq n + 1, то \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=n+1,n+2,...) \geq An+1. Поскольку
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j\in \BbbN ) \geq A1, то \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j\in \BbbN ) и \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j\in \BbbN )/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq e RR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m)
для некоторого элемента m \in M . Таким образом, для подмножества \{ xj\} j\in \BbbN выполнено
условие 3) леммы 5 в случае когда Ui = N для каждого i \in \BbbN . Для каждого n \in \BbbN из
условия xnAn+1 \not = 0 следует, что \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=n,n+1,n+2,...) \not = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=n+1,n+2,...). Получили
противоречие с утверждением леммы 5. \square 

Следствие 8. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:
a) модуль M (I) существенно квазииньективен для любого множества индексов I;

b) модуль M (\BbbN ) существенно квазииньективен;
c) модуль M существенно квазииньективен и в кольце R выполнено условие максимально-
сти для M -существенных правых идеалов, которые являются аннуляторами подмножеств
модуля M .

Следствие 9. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:
a) модуль M (I) существенно иньективен для любого множества индексов I;

b) модуль M (\BbbN ) существенно иньективен;
c) M существенно иньективен и в кольце R выполнено условие максимальности для суще-
ственных правых идеалов, которые являются аннуляторами подмножеств модуля M .

Модуль из категории \sigma [M ], существенно инъективный относительно любого модуля из
\sigma [M ], называется существенно инъективным в \sigma [M ]. Следующее утверждение является
аналогом хорошо известного результата, согласно которому модуль M является локально
нетеровым в точности тогда, когда всякая прямая суммаM -инъективных модулей является
M -инъективным модулем (см., например, [17], 27.3).

Теорема 7. Для правого R-модуля M следующие условия равносильны:
1) модуль M является локально существенно нетеровым;
2) всякая прямая сумма существенно M -инъективных модулей является существенно

M -инъективным модулем;
3) всякая счетная прямая сумма существенно M -инъективных модулей является су-

щественно M -инъективным модулем;
4) если модуль N существенно M -инъективен, то для каждого множества I модуль

N (I) существенно M -инъективен;
5) если модуль N существенно M -инъективен, то модуль N (\BbbN ) существенно M -инъек-

тивен;
6) всякая прямая сумма существенно инъективных в категории \sigma [M ] модулей суще-

ственно инъективна в \sigma [M ];
7) всякая счетная прямая сумма существенно инъективных в категории \sigma [M ] модулей

существенно инъективна в \sigma [M ];
8) всякая прямая сумма попарно изоморфных существенно инъективных в категории

\sigma [M ] модулей существенно инъективна в \sigma [M ];
9) всякая счетная прямая сумма попарно изоморфных существенно инъективных в ка-

тегории \sigma [M ] модулей существенно инъективна в \sigma [M ].
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Доказательство. Импликации 2) \Rightarrow 3), 2) \Rightarrow 4), 3) \Rightarrow 5), 4) \Rightarrow 5), 5) \Rightarrow 8), 6) \Rightarrow 7), 7) \Rightarrow 
9), 8) \Rightarrow 9) очевидны.

1) \Rightarrow 2). Следует из леммы 5.
2) \Rightarrow 6). Следует из условия 4) леммы 1.
9) \Rightarrow 1). Предположим, что модуль M не является локально существенно нетеровым. То-

гда в M существует такой элемент m, что в mR имеется бесконечная строго возрастающая
цепь существенных mR-подмодулей

A1 \lneqq A2 \lneqq . . . .

Пусть \varphi : RR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \rightarrow mR — естественный изоморфизм. Тогда в R существуют такая
бесконечная строго возрастающая цепь правых идеалов кольца R

I1 \lneqq I2 \lneqq . . . ,

что \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq I1 и Ik/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \sim = Ak для каждого k \in \BbbN . Так как Ik/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m), R/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \in 
\sigma [M ], то RR/Ik \in \sigma [M ]. Рассмотрим модуль N = EM (

\bigoplus 
k\in \BbbN R/Ik). Согласно условию 9)

модуль N (\BbbN ) является существенноM -инъективным и, следовательно, согласно лемме 5 для
модуля N выполнено условие 3) этой леммы. Для каждого k \in \BbbN положим xk = (yi)i\in \BbbN \in \bigoplus 

k\in \BbbN R/Ik \leq N, где yk = 1+Ik и yi = 0, если i \not = k. Тогда \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(xk) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=k,k+1,...) = Ik
для каждого k \in \BbbN и \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in \BbbN ) = I1. Так как \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq I1, \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xi\} i\in \BbbN )/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) =
I1/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq e RR/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) и имеет место строго возрастающая цепь

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=1,2,...) \lneqq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(\{ xj\} j=2,3,...) \lneqq . . . ,

то получаем противоречие с условием 3) леммы 5. Таким образом, модуль M является
локально существенно нетеровым.

\square 

Следствие 10 ([12]). Следующие условия эквивалентны для кольца R:

a) R — существенно нетерово справа кольцо;
b) всякая (счетная) прямая сумма существенно иньективных правых R-модулей явля-

ется существенно иньективной;
c) если N — существенно инъективный правый R-модуль, то модуль N (I) является

существенно иньективным для каждого множества индексов I;
d) если N — существенно инъективный правый R-модуль, то модуль N (\BbbN ) является

существенно иньективным.

3. Существенно квазиинъективные абелевы группы

Абелева группа A называется существенно инъективной, если она существенно инъек-
тивна как \BbbZ -модуль. Аналогично определяются ADS-абелевы группы, LADS-абелевы груп-
пы, существенно квазиинъективные и существенно эндоморфизм-продолжаемые абелевы
группы. Очевидно, что каждая абелева группа без кручения является существенно квази-
инъективной. В настоящем разделе будут описаны существенно квазиинъективные абелевы
группы. Также будет показано, что абелева группа является существенно квазиинъективной
в точности тогда, когда она является LADS-абелевой группой. Отметим, что ADS-абелевы
группы были описаны в недавней работе [27].
ЕслиM — правый R-модуль, то его сингулярным подмодулем называется подмодуль вида

\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M) = \{ m \in M | \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}(m) \leq e RR\} . Кольцо R называется несингулярным справа, если
\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(RR) = 0.
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Предложение 1. Пусть R — несингулярное справа кольцо и M — правый R-модуль.
Следующие условия равносильны:

1) модуль M является существенно иньективным;
2) модуль \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M) является инъективным;
3) модуль \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M) является существенно инъективным.

Доказательство. 1) \Rightarrow 2). ПустьM — существенно иньективный модуль и f : A \rightarrow \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M)
— гомоморфизм правых R-модулей, где A \leq e RR. Так как кольцо R несингулярно справа,
то \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e A. Для некоторого гомоморфизма f \prime \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}R(RR,M) имеет место равенство
f \prime 
| A = f. Так как \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f \prime ), то \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f \prime ) \leq e RR и, следовательно, f \prime (R) \leq \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M).

Таким образом, модуль \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M) является инъективным.
2) \Rightarrow 3). Очевидно.
3) \Rightarrow 1). Пусть \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M)— существенно иньективный модуль и f : A \rightarrow M — гомоморфизм

правых R-модулей, где A \leq RR и \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e A. Тогда f(A) \leq \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M) и, следовательно, для
некоторого гомоморфизма f \prime \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}R(RR,\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(M)) имеет место равенство f \prime 

| A = f. Таким

образом, модуль M является существенно инъективным. \square 

Если A — абелева группа, то ее периодическую часть будем обозначать через t(A).

Следствие 11. Для абелевой группы A следующие условия эквивалентны:
a) A — существенно иньективная абелева группа;
b) имеет место разложение A = B \oplus t(A), где t(A) — делимая абелева группа и B —

абелева группа без кручения.

Из следствия непосредственно вытекает

Лемма 6. Пусть M — правый модуль над существенно нетеревым справа кольцом R и

M = \oplus i\in IMi, где Mi — вполне инвариантный подмодуль модуля M и для каждого i \in I.
Если \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(Ni,Mj) = 0 для каждых различных i, j \in I и любого подмодуля Ni модуля Mi,
то модуль M существенно квазииньективен в точности тогда, когда Mi существенно

квазииньективен для каждого i \in I.

Через \BbbP будем обозначать множество всех простых натуральных чисел.

Предложение 2. Для периодической абелевой группы A следующие условия равносильны:

1) A — существенно квазиинъективная абелева группа;
2) A — существенно эндоморфизм-продолжаемая абелева группа;
3) A — LADS-абелева группа;
4) A = \oplus p\in \BbbP Ap, где для каждого p \in \BbbP Ap — p-компонента A и либо Ap

\sim = \oplus I \BbbZ p\infty ,
либо Ap

\sim = (\oplus I \BbbZ pn)\oplus (\oplus I\prime \BbbZ pn+1).

Доказательство. Пусть A = \oplus p\in \BbbP Ap — разложение абелевой группы A на ее примарные
компоненты.
Импликации 1) \Rightarrow 2) и 2) \Rightarrow 3) очевидны.
3) \Rightarrow 4). Рассмотрим ненулевую p-примарную компоненту Ap абелевой группы A. Тогда

Ap = Dp \oplus Cp, где Dp — делимая абелева группа и Cp — редуцируемая абелева группа.
Если Dp \not = 0 и Cp \not = 0, то согласно ([20], следствие 2.3, с. 155) имеют место разложения
Dp = A\oplus A\prime и Cp = B \oplus B\prime , где A \sim = \BbbZ p\infty и B \sim = \BbbZ pn для некоторого n \in \BbbN . Тогда согласно
([23], предложение 3.10) \BbbZ p\infty \oplus \BbbZ pn — LADS-абелева группа и, следовательно, абелева группа
\BbbZ pn существенно \BbbZ p\infty -инъективна, что, очевидно, невозможно. Таким образом, либо Dp = 0,
либо Cp = 0. Рассмотрим два случая.
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1) Cp = 0. В этом случае Ap является делимой абелевой группой и, следовательно, Ap
\sim =

\oplus \BbbZ p\infty .
2) Dp = 0. Предположим, что Ap содержит прямое слагаемое, изоморфное абелевой груп-

пе \BbbZ pn\oplus \BbbZ pm , где n - m \geq 2. Тогда абелева группа \BbbZ pm существенно \BbbZ pn-инъективна. Рассмот-
рим гомоморфизм f : pn - m - 1\BbbZ pn \rightarrow \BbbZ pm , действующий согласно правилу a \mapsto \rightarrow pa. Тогда для
некоторого гомоморфизма f \prime : \BbbZ pn \rightarrow \BbbZ pm имеет место равенство f \prime 

| pn - m - 1\BbbZ pn
= f. Так как

f(pn - m - 1\BbbZ pn) = f \prime (\BbbZ pn), то \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f \prime ) + pn - m - 1\BbbZ pn = \BbbZ pn . Следовательно, \BbbZ pn = pn - m - 1\BbbZ pn ,
что противоречит условию n  - m \geq 2. Таким образом, Ap не содержит прямого слага-
емого, изоморфного абелевой группе \BbbZ pn \oplus \BbbZ pm , где n  - m \geq 2. Так как согласно ([19],
следствие 2.5.3) в неограниченной примарной редуцируемой абелевой группе длины цик-
лических прямых слагаемых неограничены в совокупности, то Ap является ограниченной
абелевой группой. Тогда из ([19], следствие 2.3.1) и из изложенного выше следует, что
Ap

\sim = (\oplus I \BbbZ pn)\oplus (\oplus I\prime \BbbZ pn+1).
4) \Rightarrow 1) В силу леммы 6 достаточно доказать существенную квазиинъективность при-

марных компонент абелевой группы A. Если Ap
\sim = \oplus I \BbbZ p\infty , то существенная квазиинъек-

тивность Ap очевидна. Предположим, что Ap
\sim = (\oplus I \BbbZ pn)\oplus (\oplus I\prime \BbbZ pn+1). Так как E((\oplus I \BbbZ pn)\oplus 

(\oplus I\prime \BbbZ pn+1)) = \oplus I\cup I\prime \BbbZ p\infty , то для каждого эндоморфизма f : E((\oplus I \BbbZ pn) \oplus (\oplus I\prime \BbbZ pn+1)) \rightarrow 
E((\oplus I \BbbZ pn) \oplus (\oplus I\prime \BbbZ pn+1)), у которого \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(f) \leq e E(Ap), выполнены включения \mathrm{I}\mathrm{m}(f) \leq 
\oplus I\cup I\prime \BbbZ pn \leq (\oplus I \BbbZ pn) \oplus (\oplus I\prime \BbbZ pn+1). Тогда из теоремы 1 следует существенная инъектив-
ность Ap. \square 

Из предложения 2 и ([28], следствие 23) вытекает

Следствие 12. Для периодической абелевой группы A следующие условия равносильны:

a) A — существенно квазиинъективная абелева группа;
b) A — существенно эндоморфизм-продолжаемая абелева группа;
c) A — LADS-абелева группа;
d) A — CS-абелева группа.

Предложение 3. Для смешанной абелевой группы A следующие условия равносильны:

1) A — существенно инъективная абелева группа;

2) A — существенно квазиинъективная абелева группа;

3) A — существенно эндоморфизм-продолжаемая абелева группа;

4) A — LADS-абелева группа;
5) A = B \oplus t(A), где t(A) — делимая абелева группа.

Доказательство. Импликации 1) \Rightarrow 2), 2) \Rightarrow 3), 3) \Rightarrow 4) очевидны. Импликация 5) \Rightarrow 1)
вытекает из следствия 11.

4) \Rightarrow 5). Имеет место разложение t(A) = D \oplus B, где D — делимая абелева группа и
B — редуцируемая абелева группа. Тогда A = D \oplus A\prime , где A\prime — непериодическая абелева
группа, у которой периодическая часть t(A\prime ) редуцируема. Предположим, что t(A\prime ) \not = 0.
Тогда согласно ([15], с. 156, следствие 2.4) имеет место разложение A\prime = A1\oplus A2, где A1, A2

— ненулевые абелевы группы. Без ограничения общности можно считать, что A1 обладает
элементом a бесконечного порядка. Тогда согласно условию 2) леммы 1 абелева группа A2

существенно инъективна относительно \BbbZ \BbbZ и, следовательно, согласно условию 5) леммы 1
A2 существенно инъективна. Тогда из редуцируемости t(A2) и следствия 11 вытекает, что
A2 — абелева группа без кручения. Тогда A2 обладает элементом b бесконечного порядка и,
следовательно, абелева группа A1 является существенно инъективной. Тогда из редуциру-
емости t(A1) и следствия 11 имеем, что A1 — абелева группа без кручения. Следовательно,
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A\prime — абелева группа без кручения. Получили противоречие. Таким образом, t(A\prime ) = 0 и,
следовательно, t(A) = D. \square 

Из предложений 2, 3 непосредственно вытекает

Теорема 8. Для абелевой группы A следующие условия равносильны:

1) A — существенно квазиинъективная абелева группа;
2) A — существенно эндоморфизм-продолжаемая абелева группа;
3) A — LADS-абелева группа;
4) выполнено одно из следующих условий:

a) A — абелева группа без кручения;
b) A — периодическая абелева группа и A = \oplus p\in \BbbP Ap, где для каждого p \in \BbbP Ap —

p-компонента A и либо Ap
\sim = \oplus I \BbbZ p\infty , либо Ap

\sim = (\oplus I \BbbZ pn)\oplus (\oplus I\prime \BbbZ pn+1);
c) A — смешанная абелева группа и A = B \oplus t(A), где t(A) — делимая абелева

группа.
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