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Аннотация. Уточнена аксиоматика асимметричных логик множеств. Для ло-
гик X(km, k) – семейств всех подмножеств km-элементного множества X, чис-
ло элементов которых кратно k, – полностью описаны случаи, когда X(km, k)

a) симметрична или b) асимметрична. Для бесконечного множества Ω и нату-
рального числа n ≥ 2 построены логики множеств En

Ω и полностью описаны
случаи, когда эти логики асимметричны. Для асимметричной логики E опре-
делено, когда и множество A ∈ E , и его дополнение Ac одновременно являются
атомами логики E . Пусть симметричная логика E подмножеств конечного мно-
жества Ω не является булевой алгеброй, пусть A – алгебра подмножеств Ω и
E ⊂ A. Тогда существует мера на E , которая не продолжается до меры на A.

Ключевые слова: квантовая логика, логика множеств, атом, симметричная
логика, асимметричная логика, заряд, мера.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.1.16-30

Введение

Пусть Ω – непустое множество. Обозначим через 2Ω множество всех подмножеств
множества Ω. Семейство E ⊆ 2Ω называется логикой множеств на Ω (см. [1–3]), если
выполнены условия:

(i) Ω ∈ E ;
(ii) A ∈ E ⇒ Ac := Ω \ A ∈ E ;
(iii) A ∪B ∈ E для всех A,B ∈ E с A ∩B = ∅.
Логика множеств E называется σ-классом, если {An}∞n=1 ⊂ E , An ∩ Am = ∅ (n ̸= m)

⇒ ∪∞
n=1An ∈ E . Зарядом на логике множеств E называется отображение ν : E → R такое,

что A,B ∈ E , A∩B = ∅ ⇒ ν(A∪B) = ν(A) + ν(B). Мерой на E называется заряд ν такой,
что ν(A) ≥ 0 для всех A ∈ E . Если ν(Ω) = 1, то мера ν называется состоянием (или
вероятностной мерой).
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Изучаемые нами σ-классы, а также заряды и меры на них относятся к “обобщенной
теории меры” [2, 3], которую можно рассматривать как самую близкую к классической
(здесь “классическая” означает на “σ-алгебрах множеств”) версию теории меры на кванто-
вых логиках [1, 2]. О квантово-логическом подходе в аксиоматике физических систем см.
[4, гл. VI, §5]. Если E – логика множеств, то множество S всех состояний на E полно и
пара (E ,S) удовлетворяет всем требованиям к модели физической системы [4, гл. VI, §6].

Мы продолжаем исследования, проведенные в [5–14], уделяя особое внимание клас-
сам a) симметричных и b) асимметричных логик множеств. В следствии 8 уточнена ак-
сиоматика асимметричных логик. Для логик X(km, k) – семейств всех подмножеств km-
элементного множества X, число элементов которых кратно k, – полностью описаны слу-
чаи, когда X(km, k) a) симметрична (предложение 17) или b) асимметрична (предложе-
ние 20). Для бесконечного множества Ω и натурального числа n ≥ 2 построены логики
множеств En

Ω (лемма 21) и полностью описаны случаи, когда эти логики асимметричны
(теорема 22). Для асимметричной логики E определено, когда и множество A ∈ E , и Ac

одновременно являются атомами логики E (теорема 23). Также исследованы заряды и
меры на логиках множеств.

1. Обозначения и определения

Положим Ωn = {1, 2, . . . , n} для любого числа n ∈ N. Хорошо известна

Лемма 1. Если E – логика множеств, то выполнено условие
(iv) B \ A ∈ E для всех A,B ∈ E с A ⊂ B.

Действительно, из Bc ⊂ Ac имеем A ∩Bc = ∅. Поэтому A ∪Bc ∈ E в силу (iii) и

(A ∪Bc)c = Ac ∩B = B \ A ∈ E .

Семейство E ⊂ 2Ω является логикой множеств тогда и только тогда, когда оно удовлетво-
ряет условиям (i) и (iv). Проверим достаточность (т. е. выполнение (ii) и (iii)).

(ii) Если A ∈ E , то A ⊂ Ω ∈ E , поэтому Ω \ A = Ac ∈ E .
(iii) Если A,B ∈ E и A ∩ B = ∅, то A ⊂ Bc и Bc \ A = Bc ∩ Ac ∈ E , поэтому

A ∪B = (Bc ∩ Ac)c ∈ E .

Пример 2. Пусть E ⊂ 2Ω – логика множеств и T ∈ E \ {∅}. Тогда семейство

ET = {A ∈ E | A ⊂ T}

является логикой множеств с наибольшим элементом T . Поскольку T ∈ ET , проверим (iv).
Если A,B ∈ ET , A ⊂ B, то A,B ∈ E и A ⊂ B ⊂ T . Поэтому B \ A ⊂ T и в силу леммы 1
B \ A ∈ E , значит, B \ A ∈ ET .

Атомом в логике множеств E называется минимальный по включению элемент мно-
жества E \ {∅}. Множество всех атомов в E обозначим через α(E). Легко видеть, что E
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есть множество всех всевозможных сумм элементов множества α(E). (Суммой называем
объединение семейства множеств, любые два из которых имеют пустое пересечение.) Для
A ∈ E положим Ẽ(A) = E \ {∅,Ω, A,Ac}.

Состояние mx на логике E подмножеств Ω называется сосредоточенным в точке
x ∈ Ω, если для всех A ∈ E

mx(A) =

1, если x ∈ A;

0, если x /∈ A.

Для A,B ⊂ Ω определим их симметрическую разность

A△B = (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∩Bc) ∪ (B ∩ Ac) = (A ∪B) \ (A ∩B).

Тогда Ac△B = A△Bc = (A△B)c и Ac△Bc = A△B.

2. Симметричные и асимметричные логики множеств

Предложение 3. Пусть E – логика множеств и A,B ∈ E. Тогда

A ∩B ∈ E ⇐⇒ A ∪B ∈ E .

Доказательство. “⇐”. В силу леммы 1 имеем (A ∪ B) \ A = B \ A ∈ E . Следовательно,
B \ (B \ A) = A ∩B ∈ E в силу леммы 1.

“⇒”. Поскольку Ac ∪ Bc = (A ∩ B)c ∈ E , в силу вышедоказанного Ac ∩ Bc ∈ E и
A ∪B = (Ac ∩Bc)c ∈ E .

Следствие 4. Пусть E – логика множеств и A,B ∈ E. Если A ∩B ∈ E, то A△B ∈ E.

Доказательство. Так как A∪B ∈ E , то A△B = (A∪B)\ (A∩B) ∈ E в силу леммы 1.

Следствие 5. Пусть E – логика множеств в Ω и B ⊂ Ω. Имеем

B ∈ E ⇐⇒ ∃A ∈ E (A ∩B,A ∪B ∈ E).

Доказательство. “⇒”. Можно выбрать A ∈ {B,Bc}.
“⇐”. Для C = A ∩ B ∈ E имеем A ∩ C = C ∈ E и в силу следствия 4 получаем

A△C = A \B ∈ E . Теперь B = (A ∪B) \ (A \B) ∈ E в силу леммы 1.

Определение 6. Симметричной логикой называется логика множеств E , удовлетворяю-
щая условию

(v) A△B ∈ E для всех A,B ∈ E .

Семейство E ⊂ 2Ω является симметричной логикой множеств тогда и только тогда,
когда оно удовлетворяет условиям (i) и (v) [9, предложение 1].
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Определение 7 ([11]). Асимметричной логикой называется логика множеств E , удовле-
творяющая условию

(vi) A ∩B ∈ E ⇐⇒ A△B ∈ E для всех A,B ∈ E .

Из следствия 4 вытекает

Следствие 8. Для логики множеств E равносильны условия:
(vii) если A,B ∈ E и A△B ∈ E, то A ∩B ∈ E;
(viii) E – асимметричная логика.

Логика множеств E является алгеброй множеств тогда и только тогда, когда E сим-
метричная и асимметричная [11, предложение 4.5].

Лемма 9. Пусть E – симметричная логика и отображение ν : E → R удовлетворяет
условию

(ix) ν(A△B) ≤ ν(A) + ν(B) для всех A,B ∈ E.
Тогда ν(A) ≥ 0 для всех A ∈ E.

Доказательство. Для A = B = ∅ из (ix) получаем ν(∅) = ν(∅△∅) ≤ 2ν(∅), поэтому
ν(∅) ≥ 0. Теперь для каждого A ∈ E в силу (ix) имеем 0 ≤ ν(∅) = ν(A△A) ≤ 2ν(A).

Мера ν на симметричной логике E называется △-субаддитивной, если она удовле-
творяет условию (ix). Из леммы 9 следует, что всякий заряд ν на симметричной логике E ,
удовлетворяющий условию (ix), является △-субаддитивной мерой. Следующее утвержде-
ние известно (см. [9, лемма 1]); здесь приводится его новое доказательство.

Предложение 10. Для меры ν на симметричной логике E следующие условия эквива-
лентны:

(x) ν △-субаддитивна;
(xi) ν(A△B) ≤ ν(A△C) + ν(C△B) для всех A,B,C ∈ E.

Доказательство. (x)⇒(xi). В силу ассоциативности и коммутативности операции △ сим-
метрической разности имеем

ν(A△B) = ν(A△B△(C△C)) = ν((A△C)△(B△C)) ≤ ν(A△C) + ν(C△B)

для всех множеств A,B,C ∈ E .
(xi)⇒(x). Предположим, что условие (xi) выполнено, но (x) не выполнено. Тогда

найдутся множества A,B ∈ E такие, что ν(A△B) > ν(A) + ν(B). Значит,

ν(Ω)− ν(A△B) < ν(Ω)− ν(A)− ν(B).

Поскольку Ac△B = (A△B)c и Ω \ A = Ac, имеем

ν(Ac△B) + ν(B) < ν(Ac) = ν(Ac△(C△C)) = ν((Ac△C)△C)

≤ ν((Ac△C)△B) + ν(B△C)

= {при C = Ac} = ν(B) + ν(B△Ac).
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Получили противоречие. Предложение доказано.

Следствие 11. Для меры ν на симметричной логике E отображение

(A,B) 7→ d(A,B) := ν(A△B) (E × E → R+)

задает псевдометрику d на E тогда и только тогда, когда ν является △-субаддитивной.

Пример 12. Если в условиях примера 2 логика множеств E является симметричной (со-
ответственно асимметричной), то и логика ET является симметричной (соответственно
асимметричной).

Пример 13 ([11, пример 4.2]). Пусть Ω = {zn}∞n=1 – последовательность комплексных
чисел и Ω ∈ ℓ1, т. е. ряд

∑∞
n=1 zn сходится абсолютно. Пусть Λ ∈ {Q,R} и z =

∑∞
n=1 zn.

Напомним, что каждая перестановка последовательности {zn}∞n=1 сохраняет абсолютную
сходимость и сумму z. Семейство

EΛ,Ω =

{
I ⊂ Ω |

∑
x∈I

x = λz для некоторого λ ∈ Λ

}

является асимметричной логикой. (Сумма пустой последовательности по определению
равна нулю, поэтому ∅ ∈ EΛ,Ω.) Более того, ER,Ω – σ-класс и EQ,Ω – его подлогика.

Пример 14 ([11, пример 4.3]). Пусть A – лебегова σ-алгебра на Ω = [0, 1], µ – линейная
мера Лебега с µ(Ω) = 1. Тогда EQ,µ = {A ∈ A | µ(A) ∈ Q} является асимметричной
логикой.

Пример 15 ([13, пример 4.4]). Пусть Ω – бесконечное множество. Положим

B = {A ⊆ Ω | card(A) конечно или card(Ω \ A) конечно},

Eeven
Ω = {A ⊆ Ω | card(A) четно или card(Ω \ A) четно} ⊂ B.

Тогда B – алгебра подмножеств Ω и Eeven
Ω – симметричная логика.

Напомним, что на Eeven
Ω каждое состояние △-субаддитивно [13, предложение 4.4].

Определение 16 ([15]). Пусть числа k,m ∈ N и множество X = {x1, x2, . . . , xkm}. Обоз-
начим через X(km, k) семейство всех подмножеств X, число элементов которых кратно k:

X(km, k) = {A ⊂ X | card(A) = ik, i = 0, 1, 2, . . . ,m}.

Тогда E = X(km, k) – логика множеств с α(E) = {A ⊂ X | card(A) = k}.

Каждая функция f : X → R определяет заряд νf на логике X(km, k) по формуле

νf (A) =
∑
x∈A

f(x), A ∈ X(km, k).
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Такие заряды называются регулярными. В [15] показано, что любая мера на логике мно-
жеств X(km, k) имеет единственное продолжение до заряда на алгебре 2X . Доказатель-
ство этого факта опирается на интересную комбинаторную лемму, утверждающую, что в
качестве образующих логики X(km, k) можно выбрать km − 1 некоторых k-элементных
множеств. В [16] приведено прямое доказательство этого факта; также описаны крайние
точки пространства состояний логики X(km, k) и автоморфизмы этой логики. Показано,
что для любого заряда ν на логике множеств X(km, k) при m ≥ 3 существует единственная
функция f : X → R такая, что ν = νf .

Предложение 17. Логика множеств X(km, k) на X является симметричной логикой
тогда и только тогда, когда a) m = 1 и k ∈ N любое или b) k ∈ {1, 2} и m ∈ N любое.

Доказательство. При условии a) имеем X = {x1, . . . , xk} и логика множеств X(km, k) =

{∅, X} симметрична. При условии b) рассмотрим отдельно случаи k = 1 и k = 2.

Случай I. Пусть k = 1 и m ∈ N – произвольное число. Тогда X = {x1, . . . , xm} и
логика X(km, k) = 2X , очевидно, симметрична.

Случай II. Пусть k = 2 и m ∈ N – произвольное число (в силу уже разобранного
случая a), считаем m ≥ 2). Тогда X = {x1, x2, . . . , x2m} и логика X(km, k) изоморфна
хорошо известной симметричной логике E = {A ⊂ Ω2m | card(A) четно}.

Теперь покажем, что логика множеств X(km, k) не является симметричной в случае
k ≥ 3,m > 1.

Так как m ≥ 2, то card(X) ≥ 2k и в логике X(km, k) существуют два непересекающи-
еся атома A1 = {a1, a2, a3, . . . , ak} и B1 = {b1, b2, b3, . . . , bk}. Положим A = {x, a2, a3, . . . , ak}
и B = {x, b2, b3, . . . , bk}. Тогда

A△B = (A\(A ∩B)) ∪ (B\(A ∩B)) = {a2, a3, . . . , ak, b2, b3, . . . , bk}

и card(A△B) = 2k− 2. Так как k ≥ 3, то k < card(A△B) = 2k− 2 < 2k. Это значит, что k

не является делителем натурального числа 2k − 2. Следовательно, A△B /∈ X(km, k).

Следствие 18. На симметричной логике X(2m, 2) (m ≥ 2) существует не △-субадди-
тивное состояние.

Доказательство. Пусть E – конечная симметричная логика со свойством:
“каждое состояние на E , являющееся аффинной комбинацией сосредоточенных со-

стояний, △-субаддитивно”.
Тогда E – булева алгебра [11, теорема 4.17]. В частности, если на конечной симмет-

ричной логике E каждое состояние △-субаддитивно, то E – булева алгебра [13, теорема
4.3]. Но логика X(2m, 2) (m ≥ 2) не является булевой алгеброй.

Если симметричная логика не является булевой алгеброй, то она содержит подло-
гику, изоморфную X(4, 2) [11, следствие 4.6]. Из леммы 1 следует, что если ν – мера на
асимметричной логике E , то ν(A△B) ≤ ν(A) + ν(B) для всех A,B ∈ E с A△B ∈ E .
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Следствие 19. Пусть симметричная логика E подмножеств конечного множества Ω

не является булевой алгеброй, пусть A – алгебра подмножеств Ω и E ⊂ A. Тогда суще-
ствует мера на E, которая не продолжается до меры на A.

Доказательство. Всякая мера на булевой алгебре множеств △-субаддитивна.

Предложение 20. Логика множеств X(km, k) на X является асимметричной тогда
и только тогда, когда a) m = 1 и k ∈ N любое или b) k нечетное и m ∈ N любое.

Доказательство. При условии a) имеем X = {x1, . . . , xk} и логика множеств X(km, k) =

{∅, X}, очевидно, асимметрична.
Рассмотрим условие b).

Случай I. Если k нечетно, то покажем, что логика множеств X(km, k) асимметрична.
В силу следствия 8 достаточно доказать, что для произвольных A,B ∈ X(km, k) таких, что
A△B ∈ X(km, k), пересечение A∩B также лежит в X(km, k). Так как A,B,A△B ∈ X(km, k),
то card(A) = s1k, card(B) = s2k, card(A△B) = s3k, где si ∈ N, 0 ≤ si ≤ m, i = 1, 2, 3. Име-
ем

card(A△B) = card[(A\(A ∩B)) ∪ (B\(A ∩B))] = card(A\(A ∩B)) + card(B\(A ∩B))

= card(A)− card(A ∩B) + card(B)− card(A ∩B)

= card(A) + card(B)− 2card(A ∩B),

значит, s3k = s1k + s2 − 2card(A ∩ B) и card(A ∩ B) =
(s1 + s2 − s3)k

2
=

s4k

2
, где s4 ∈ N,

s4 = s1+s2−s3. Пусть card(A∩B) = n, где n ∈ N∪{0}. Если n = 0, то A∩B = ∅ ∈ X(km, k).

Если n > 0, то card(A∩B) =
s4k

2
= n, поэтому s4k = 2n. Это значит, что s4k – четное число.

Так как число k нечетно, то s4 четно. Тогда s4 = 2j и
s4
2

= j, где j ∈ N. Следовательно,

card(A ∩B) =
s4
2
k = jk, A ∩B ∈ X(km, k) и логика X(km, k) асимметрична.

Случай II. Если k четно, то k = 2t с t ∈ N. Покажем, что логика множеств X(km, k)

не является асимметричной (в силу уже разобранного случая a) считаем m ≥ 2). Так как
m ≥ 2, то card(X) ≥ 2k и в логике X(km, k) существуют два непересекающиеся атома
A1 = {a1, a2, a3, . . . , a2t} и B1 = {b1, b2, b3, . . . , b2t}. Положим

A = {x1, . . . , xt, at+1, . . . , a2t}, B = {x1, . . . , xt, bt+1, . . . , b2t}, тогда

A△B = (A\(A ∩B)) ∪ (B\(A ∩B)) = {at+1, . . . , a2t, bt+1, . . . , b2t},

card(A△B) = 2t = k и A△B ∈ X(km, k). Но A ∩ B = {x1, . . . , xt} и card(A ∩ B) = t =
1

2
k.

Следовательно, A ∩B /∈ X(km, k) и логика X(km, k) не является асимметричной.

Лемма 21. Пусть Ω – бесконечное множество и натуральное число n ≥ 2. Тогда семей-
ство
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En
Ω = {A ⊂ Ω : card(A) = ns или card(Ac) = ns, где s ∈ N ∪ {0}}

является логикой множеств.

Доказательство. Очевидно, Ω ∈ En
Ω и A ∈ En

Ω ⇐⇒ Ac ∈ En
Ω, т. е. выполнены условия (i) и

(ii) определения логики множеств. Покажем (iv): для A,B ∈ En
Ω с A ⊂ B проверим, что

B \A ∈ En
Ω. Возможны три случая: a) card(A) = ns1, card(B) = ns2 с s1, s2 ∈ N∪{0}; тогда

s1 ≤ s2 и card(B \ A) = ns2 − ns1 = n(s2 − s1), поэтому B \ A ∈ En
Ω; b) card(A) = ns1,

card(B) = +∞ с s1 ∈ N ∪ {0}; c) card(A) = card(B) = +∞.
При b) имеем card(Bc) = ns2 и (B \ A)c = (B ∩ Ac)c = Bc ∪ A, причем Bc ∩ A = ∅.

Поэтому card((B \ A)c) = card(Bc) + card(A) = n(s1 + s2) и B \ A ∈ En
Ω.

При c) имеем card(Ac) = ns1, card(Bc) = ns2 и s1 ≥ s2 в силу включения Bc ⊂ Ac.
Так как

B \ A = B△A = Bc△Ac = Ac \Bc,

то card(B \ A) = card(Ac \Bc) = n(s1 − s2) и B \ A ∈ En
Ω.

Очевидно, что логика En
Ω лежит в алгебре B подмножеств Ω из примера 15.

Теорема 22. Пусть Ω – бесконечное множество и натуральное число n ≥ 3 нечетно.
Тогда En

Ω является асимметричной логикой.

Доказательство. Пусть A,B,A△B ∈ En
Ω. В силу следствия 8 нужно проверить, что мно-

жество A ∩B лежит в En
Ω. Считаем, что A ∩B ̸= ∅ и A ̸= B. Возможны три случая:

a) card(A) = ns1, card(B) = ns2 с s1, s2 ∈ N;
b) card(A) = ns1, card(B) = +∞ с s1 ∈ N;
c) card(A) = card(B) = +∞.
При a) имеем card(A△B) < +∞ и card(A ∩ B) < +∞. Так как A△B ∈ En

Ω, то суще-
ствует s3 ∈ N∪{0} такое, что card(A△B) = ns3. Тогда cardA+cardB−2card(A∩B) = ns3,
и поэтому

card(A ∩B) =
card(A) + card(B)− ns3

2
=

n(s1 + s2 − s3)

2
=

ns∗

2
∈ N.

Поскольку НОД(2, n) = 1, число s∗ делится на 2. Положим
s∗

2
= s∗∗, тогда card(A∩B) = ns∗∗,

и A ∩B ∈ En
Ω.

При b) имеем card(A) = ns1, card(Bc) = ns2, card((A△B)c) = card(A△Bc) < +∞ и
card(A ∩B) < +∞. Пусть card((A△B)c) = card(A△Bc) = ns3, тогда

card(A) + card(Bc)− 2card(A ∩Bc) = ns3, card(A ∩Bc) =
n(s1 + s2 − s3)

2
=

ns∗

2
= ns∗∗,

поскольку НОД(2, n) = 1. Отсюда получаем

card(A ∩B) = card(A \ (A ∩Bc)) = card(A)− card(A ∩Bc) = 3s1 − 3s∗∗ = 3(s1 − s∗∗) = 3s4,



24 А.М.Бикчентаев, М. Мохамед Али, Х.Фауаз

и A ∩B ∈ En
Ω.

При c) имеем card(Ac) = ns1, card(Bc) = ns2. Тогда

card((A ∩B)c) = card(Ac ∪Bc) ⩽ card(Ac) + card(Bc) < +∞.

Так как card(A△B) = card(Ac△Bc) = ns3, где s3 ∈ N, то

card(Ac) + card(Bc)− 2card(Ac ∩Bc) = ns3, card(Ac ∩Bc) =
n(s1 + s2 − s3)

2
=

ns∗

2
= ns∗∗,

поскольку НОД(2, n) = 1. Тогда

card((A ∩B)c) = card(Ac ∪Bc) = card(Ac△Bc) + card(Ac ∩Bc)

= ns3 + ns∗∗ = n(s3 + s∗∗) = ns4.

Следовательно, A ∩B ∈ En
Ω.

Если натуральное число n ≥ 2 четно, то логика En
Ω не асимметрична (это проверяется

аналогично случаю II в доказательстве предложения 20).

Теорема 23. Пусть E – логика множеств и A ∈ E. Если A△B /∈ E для всех B ∈ Ẽ(A),
то A,Ac ∈ α(E). Обратное утверждение верно для асимметричной логики E.

Доказательство. Поскольку

A ∈ E ⇔ Ac ∈ E и A△B ∈ E ⇔ Ac△B = (A△B)c ∈ E ,

достаточно показать, что Ac ∈ α(E). Если A△B /∈ E для всех B ∈ Ẽ(A), то множество
(A△B)c = Ac△B не лежит в логике E для всех B ∈ Ẽ(A). В частности, не существует
множества B ∈ Ẽ(A) с B ⊂ Ac (в противном случае Ac△B = Ac \ B ∈ E в силу леммы 1).
Следовательно, Ac ∈ α(E).

Пусть теперь E – асимметричная логика и A,Ac ∈ α(E). Не существует множества
B ∈ E \ {∅} с B ⊂ Ac, B ̸= Ac (так как Ac – атом), т. е. для каждого множества B ∈ Ẽ(A)
выполнено в точности одно из следующих условий:

1) B ∩ Ac = Ac или 2) B ∩ Ac /∈ E и B ∩ Ac ̸= Ac.
В случае 1) B ⊃ Ac и B ̸= Ac, поэтому A ⊃ Bc и A ̸= Bc ̸= ∅. Поскольку A – атом,

имеем A = Bc. Значит, B = Ac – получили противоречие.
В случае 2) в силу асимметричности логики E имеем B△Ac /∈ E . Следовательно,

A△B = (B△Ac)c /∈ E .

Пример 24. Логика множеств E = X(8, 4) не симметрична и не асимметрична (см. пред-
ложения 17 и 20). Пусть X = Ω8 и A = {1, 2, 3, 5}. Тогда A,Ac ∈ α(E), причем для
B = {1, 2, 7, 8} ∈ Ẽ(A) имеем A△B ∈ E .

Пример 25. Для симметричной логики E = X(4, 2) имеем A,Ac ∈ α(E) для всех множеств
A ∈ E \ {∅, X}.
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Предложение 26. Если E – конечная симметричная логика, то card(E) = 2n для неко-
торого n ∈ N. В частности, card(X(2m, 2)) = 22m−1 для всех m ∈ N.

Доказательство. Назовем элементы A,B, . . . симметричной логики E векторами и опре-
делим сумму векторов A и B как A△B. Определим операцию умножения векторов на
элементы поля Z2 = {0, 1} по формуле 0 × A = ∅, 1 × A = A (A ∈ E). Легко проверить,
что выполнены все аксиомы линейного пространства над полем Z2. По условию наше про-
странство конечномерно; выберем в нем базис e1, . . . , en. Тогда все векторы пространства
суть всевозможные линейные комбинации e1, . . . , en, их 2n штук.

Для каждого k ∈ N в силу бинома Ньютона получаем

k∑
i=0

(
k

i

)
= (1 + 1)k = 2k,

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
= (1− 1)k = 0.

Следовательно, card(X(2m, 2)) =
2m∑
i=0

(
2m

2i

)
= 22m−1, m ∈ N.

Предложение 27. Пусть E – логика множеств в Ω, B ⊂ Ω и A ∈ E с A△B ∈ E. Если
a) A = {x} или b) E асимметрична, то B ∈ E.

Доказательство. Если A ∩ B = ∅, то A△B = A ∪ B ∈ E и B = (A ∪ B) \ A ∈ E в силу
леммы 1. Пусть теперь A ∩ B ̸= ∅. При условии a) имеем A ∩ B = A, т. е. A ⊂ B и x ∈ B.
По предположению A△B = B \ {x} ∈ E . Поэтому

B = (B \ {x}) ∪ {x} ∈ E

в силу аксиомы (iii) логики множеств.
При условии b) имеем A ∩ B ∈ E и A \ (A ∩ B) = A ∩ Bc ∈ E в силу леммы 1. По

предположению A△B ∈ E , поэтому B ∩ Ac = (A△B) \ (A ∩ Bc) ∈ E в силу леммы 1.
Следовательно,

B = (B ∩ Ac) ∪ (B ∩ A) ∈ E

в силу аксиомы (iii) логики множеств.
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