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Аннотация. Пусть алгебра фон Неймана M операторов действует в гильбер-
товом пространстве H, I – единица M, τ – точный нормальный полуконечный
след на M. Пусть S(M, τ) – ∗-алгебра τ -измеримых операторов и L1(M, τ) –
банахово пространство τ -интегрируемых операторов, P,Q ∈ S(M, τ) являют-
ся идемпотентами. Если P −Q ∈ L1(M, τ), то τ(P −Q) ∈ R. В частности, если
A = A3 ∈ L1(M, τ), то τ(A) ∈ R. Если P − Q ∈ L1(M, τ) и PQ ∈ M, то для
всех n ∈ N имеем (P−Q)2n+1 ∈ L1(M, τ) и τ((P−Q)2n+1) = τ(P−Q) ∈ R. Если
A ∈ L2(M, τ) и U ∈ M является изометрией, то ∥UA−A∥22 ≤ 2∥(I −U)AA∗∥1.
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Введение

Пусть P,Q – идемпотенты в гильбертовом пространстве H. Если X = P−Q является
ядерным оператором, то следы всех нечетных степеней X совпадают:

tr(P −Q) = tr((P −Q)2n+1) = dimker(X − I)− dimker(X + I) ∈ Z, (1)

где I – тождественный оператор в H. Если X является компактным оператором, то пра-
вая часть (1) дает естественную “регуляризацию” для следа и показывает, что это всегда
является целым числом [1, 2]. В [3, теорема 3] установлен C∗-аналог этого утверждения:
пусть φ – след на унитальной C∗-алгебре A, Mφ – идеал определения следа φ и трипотенты
P,Q ∈ A. Если P −Q ∈ Mφ, то φ(P −Q) ∈ R.

Пары идемпотентов играют важную роль в квантовом эффекте Холла (the Quantum
Hall Effect, [4]). Для идемпотентов P,Q,R с ядерными P − Q и Q − R из равенства
tr(P −Q) = tr(P −R) + tr(R−Q) и (1) имеем

tr
(
(P −Q)3

)
= tr

(
(P −R)3

)
+ tr

(
(R−Q)3

)
. (2)
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Физическое понимание аддитивности в (2) приходит из интерпретации tr((P − Q)3) как
проводимости Холла (the Hall conductance). Аддитивность (кубического) уравнения в (2)
может быть рассмотрена как вариант закона Ома (the Ohm’s law) об аддитивности про-
водимости [5]. В [6, теорема 1] получен C∗-аналог квантового эффекта Холла и доказана
вещественность следа разностей широкого класса симметрий из C∗-алгебры (см. следствия
2 и 3 в [6]).

Мы обобщаем эти результаты на неограниченные идемпотенты, трипотенты и сим-
метрии, присоединенные к алгебре фон Неймана (примеры таких операторов см. в [7]).
Пусть алгебра фон Неймана M операторов действует в H, τ – точный нормальный полу-
конечный след на M. Пусть S(M, τ) – ∗-алгебра всех τ -измеримых операторов, S(M, τ)id

= {A ∈ S(M, τ) : A = A2}, L1(M, τ) – банахово пространство всех τ -интегрируемых
операторов. Если P,Q ∈ S(M, τ)id и P − Q ∈ L1(M, τ), то τ(P − Q) ∈ R (теорема 3).
Если A = A3 ∈ L1(M, τ), то τ(A) ∈ R (следствие 4). Пусть A,B ∈ S(M, τ) являются
трипотентами. Если A−B ∈ L1(M, τ) и A+B ∈ M, то τ(A−B) ∈ R (следствие 5). Пусть
U, V ∈ S(M, τ) являются симметриями (U2 = I). Если U −V ∈ L1(M, τ), то τ(U −V ) ∈ R
(следствие 7). Пусть P,Q ∈ S(M, τ)id с P − Q ∈ L1(M, τ) и PQ ∈ M. Тогда для всех
n ∈ N имеем (P − Q)2n+1 ∈ L1(M, τ) и τ((P − Q)2n+1) = τ(P − Q) ∈ R (теорема 10).
Если P,Q,R ∈ S(M, τ)id с P − Q,Q − R ∈ L1(M, τ) и операторы PQ,QR, PR ∈ M, то
τ((P − R)2n+1) = τ((P − Q)2n+1) + τ((Q − R)2n+1) для всех n ∈ N (следствие 11). Если
оператор A = A2 ∈ L2(M, τ) и Re(A) ≥ sA∗A − (s − 1)AA∗ для некоторого s ∈ R, то A

является проектором (следствие 16). Если A ∈ L2(M, τ) и U ∈ M является изометрией,
то ∥UA− A∥22 ≤ 2∥(I − U)AA∗∥1 (теорема 17).

1. Обозначения и определения

Пусть M – алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространстве H, Mpr

– решетка проекторов (P = P 2 = P ∗) в M, I – единица M, M+ – конус положительных
элементов из M. Оператор U ∈ M называется изометрией, если U∗U = I; унитарным,
если U∗U = UU∗ = I.

Отображение φ : M+ → [0,+∞] называется следом, если φ(X + Y ) = φ(X) + φ(Y ),
φ(λX) = λφ(X) для всех X, Y ∈ M+, λ ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0) и φ(Z∗Z) = φ(ZZ∗)

для всех Z ∈ M. След φ называется
• точным, если φ(X) > 0 для всех X ∈ M+, X ̸= 0;
• нормальным, если Xi ↗ X (Xi, X ∈ M+) ⇒ φ(X) = supφ(Xi);
• полуконечным, если φ(X) = sup{φ(Y ) : Y ∈ M+, Y ≤ X, φ(Y ) < +∞} для

каждого X ∈ M+ (см. [8, гл. V, §2]).
Оператор в H (не обязательно ограниченный или плотно определенный) называется

присоединенным к алгебре фон Неймана M, если он перестановочен с любым унитар-
ным оператором из коммутанта M′ алгебры M. Далее всюду τ – точный нормальный
полуконечный след на M. Замкнутый оператор X, присоединенный к M, имеющий всю-
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ду плотную в H область определения D(X), называется τ -измеримым, если для любого
ε > 0 существует такой P ∈ Mpr, что PH ⊂ D(X) и τ(I − P ) < ε. Множество S(M, τ)

всех τ -измеримых операторов является ∗-алгеброй относительно перехода к сопряженному
оператору, умножению на скаляр и операций сильного сложения и умножения, получа-
емых замыканием обычных операций [9, гл. IX]. Для семейства L ⊂ S(M, τ) обозначим
через L+ и Lh его положительную и эрмитову части соответственно. Частичный порядок в
S(M, τ)h, порожденный собственным конусом S(M, τ)+, будем обозначать через ≤. Если
X ∈ S(M, τ) и X = U |X| – полярное разложение X, то U ∈ M и |X| =

√
X∗X ∈ S(M, τ)+.

Оператор A ∈ S(M, τ) называется идемпотентом, если A2 = A; трипотентом, если
A3 = A; симметрией, если A2 = I. Пусть [A,B] = AB − BA – коммутатор операторов
A,B ∈ S(M, τ).

Через µ(t;X) обозначим функцию сингулярных значений оператора X ∈ S(M, τ),
т. е. невозрастающую непрерывную справа функцию µ(·;X) : (0,∞) → [0,∞), заданную
формулой

µ(t;X) = inf{∥XP∥ : P ∈ Mpr и τ(I − P ) ≤ t}, t > 0.

Если A ∈ S(M, τ)id, то µ(t;A) ∈ {0} ∪ [1,+∞) для всех t > 0 [10, теорема 3.3].
Пусть m – линейная мера Лебега на R. Некоммутативное Lp-пространство Лебега

(0 < p < ∞), ассоциированное с (M, τ), может быть определено в виде

Lp(M, τ) = {X ∈ S(M, τ) : µ(·;X) ∈ Lp(R+,m)}

с F -нормой (нормой для 1 ≤ p < ∞) ∥X∥p = ∥µ(·;X)||p, X ∈ Lp(M, τ). Продолжение τ до
единственного линейного функционала на все пространство L1(M, τ) обозначаем той же
буквой τ . Линеал E ⊂ S(M, τ) называется идеальным пространством на (M, τ), если

1) из X ∈ E следует X∗ ∈ E ;
2) из X ∈ E , Y ∈ S(M, τ) и |Y | ≤ |X| следует Y ∈ E .
Таковы, например, алгебра M, совокупность элементарных операторов F(M, τ) и

Lp(M, τ) при 0 < p < ∞. Для каждого идеального пространства E на (M, τ) имеем
MEM ⊂ E [11, лемма 5]. Идеальное пространство E на (M, τ), снабженное F -нормой
∥ · ∥E , называется F -нормированным идеальным пространством на (M, τ), если

1) ∥X∥E = ∥X∗∥E для всех X ∈ E ;
2) из X, Y ∈ E и |Y | ≤ |X| следует ∥Y ∥E ≤ ∥X∥E (см. [12, 13]).
Если M = B(H) – ∗-алгебра всех ограниченных линейных операторов в H и τ = tr

– канонический след, то S(M, τ) совпадает с B(H), пространство Lp(M, τ) совпадает с ∗-
идеалом Sp(H) Шаттена–фон Неймана компактных (=вполне непрерывных) операторов
в B(H) и

µ(t;X) =
∞∑
n=1

sn(X)χ[n−1,n)(t), t > 0,

где {sn(X)}∞n=1 – последовательность s-чисел оператора X; χA – индикатор множества
A ⊂ R.
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Если M абелева (т. е. коммутативна), то M ≃ L∞(Ω,Σ, µ) и τ(f) =

∫
Ω

fdµ, где

(Ω,Σ, µ) – локализуемое пространство с мерой, ∗-алгебра S(M, τ) совпадает с алгеброй
всех измеримых комплексных функций f на (Ω,Σ, µ), которые ограничены всюду, кроме
множества конечной меры. Функция µ(t; f) совпадает c невозрастающей перестановкой
функции |f |; свойства перестановок см. в [14].

2. Разности неограниченных идемпотентов и след

Лемма 1. Если A ∈ M и B ∈ L1(M, τ), то AB,BA ∈ L1(M, τ).

Лемма 2 ([15]). Если A,B ∈ S(M, τ) и AB,BA ∈ L1(M, τ), то τ(AB) = τ(BA).

Теорема 3. Если P,Q ∈ S(M, τ)id и P −Q ∈ L1(M, τ), то τ(P −Q) ∈ R.

Доказательство. Для каждого P = P 2 ∈ S(M, τ) существует единственное разложение
P = P̃ + Z, где P̃ ∈ Mpr и нильпотент Z принадлежит S(M, τ) с Z2 = 0, причем

ZP̃ = 0, P̃Z = Z

[16, теорема 2.23]. Пусть Q = Q̃+T – описанное выше разложение для Q = Q2 ∈ S(M, τ).
В силу леммы 1 имеем

P̃ − Q̃P̃ = (P −Q)P̃ − Q̃(P −Q)P̃ ∈ L1(M, τ).

Аналогично проверяется, что Q̃− P̃ Q̃ ∈ L1(M, τ). Тем самым

P̃ − Q̃ = P̃ − Q̃P̃ − (Q̃− P̃ Q̃)∗ ∈ L1(M, τ)

и Z − T = P −Q− (P̃ − Q̃) ∈ L1(M, τ). Согласно лемме 1 операторы

T P̃ = (T − Z)P̃ , ZQ̃ = (Z − T )Q̃, Z − P̃ T = P̃ (Z − T ), Q̃Z − T = Q̃(Z − T )

лежат в L1(M, τ), поэтому Q̃Z − P̃ T = Z − P̃ T + (Q̃Z − T )− (Z − T ) ∈ L1(M, τ). Следо-
вательно,

P̃ T − T = Q̃Z − T − (Q̃Z − P̃ T ) ∈ L1(M, τ).

В силу лемм 1 и 2 имеем 0 = τ([Z − T, Q̃]) = τ(ZQ̃− Q̃Z + T ). Поскольку операторы

(P̃ − Q̃)T = P̃ T − T, T (P̃ − Q̃) = T P̃

лежат L1(M, τ), ввиду леммы 2 с A = P̃ − Q̃, B = T получаем

τ(P̃ T − T ) = τ(T P̃ ). (3)
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Поскольку 0 = τ([Z − T, P̃ ]) = τ(−T P̃ − Z + P̃ T ), из (3) имеем

0 = τ(−T + P̃ T − T P̃ ) = τ(Z − T + (−Z + P̃ T − T P̃ ))

= τ(Z − T ) + τ(−Z + P̃ T − T P̃ ) = τ(Z − T ).

Таким образом, τ(P −Q) = τ(P̃ − Q̃) + τ(Z − T ) = τ(P̃ − Q̃) ∈ R, так как оператор P̃ − Q̃

является самосопряженным.

Следствие 4. Если A = A3 ∈ L1(M, τ), то τ(A) ∈ R.

Доказательство. Каждый трипотент (A = A3) из произвольной алгебры является разно-
стью двух идемпотентов из этой алгебры [17, предложение 1].

Отметим, что следствие 4 одновременно усиливает следствие 2.31 из [16] (здесь мы
избавились от лишнего условия A−A2 ∈ M) и следствие 3.13 из [7] (здесь мы избавились
от лишнего условия A2 ∈ L1(M, τ)).

Следствие 5. Пусть A,B ∈ S(M, τ) являются трипотентами. Если A−B ∈ L1(M, τ)

и A+B ∈ M, то τ(A−B) ∈ R.

Доказательство. Пусть A = P1 − Q1, B = P2 − Q2 – представления из [17, предложение
1], т. е. Pk, Qk ∈ S(M, τ)id и PkQk = QkPk = 0 для k = 1, 2. Легко видеть, что операторы
A2 = P1+Q1 и B2 = P2+Q2 лежат в S(M, τ)id. Поскольку оператор A−B = P1−Q1−P2+Q2

лежит в L1(M, τ), в силу леммы 1 оператор

A2 −B2 =
1

2
((A+B)(A−B) + (A−B)(A+B)) = P1 +Q1 − P2 −Q2

также лежит в L1(M, τ). Тогда операторы

P1 − P2 =
1

2
(A−B + A2 −B2), Q2 −Q1 =

1

2
(A−B − (A2 −B2))

лежат в L1(M, τ) и τ(P1 − P2), τ(Q2 −Q1) ∈ R согласно теореме 3. Таким образом,

τ(A−B) = τ(P1 −Q1 − P2 +Q2) = τ(P1 − P2) + τ(Q2 −Q1) ∈ R

и утверждение доказано.

Следствие 6. Пусть P ∈ S(M, τ)id и P = P̃ + Z – описанное выше разложение. Имеем
эквивалентность

P ∈ L1(M, τ) ⇔ P̃ , Z ∈ L1(M, τ),

и при этом τ(P ) = τ(P̃ ) = τ(
√

|P ||P ∗|
√

|P |) = τ(P ∗) ∈ R+.

Доказательство. Если P ∈ L1(M, τ), то PP̃ = P̃ ∈ L1(M, τ) в силу леммы 1 и оператор
Z = P − P̃ лежит в L1(M, τ). Из теоремы 3 при Q = 0 получаем τ(P ) = τ(P̃ ); поэтому



40 А.М.Бикчентаев, Махмуд Хадур

τ(Z) = τ(P − P̃ ) = 0. Имеем P = |P ∗| |P | [7, теорема 3.3] и τ(P ) = τ(
√
|P ||P ∗|

√
|P |)

[7, следствие 3.4]. В частности, τ(P ∗) = τ(P ) = τ(P̃ ) = τ(P ) ∈ R+.

Следствие 7. Пусть U, V ∈ S(M, τ) являются симметриями. Если U − V ∈ L1(M, τ),
то τ(U − V ) ∈ R.

Доказательство. Формула U = 2P − I (P ∈ S(M, τ)id) устанавливает биекцию между
S(M, τ)id и множеством всех симметрий из S(M, τ).

Следствие 8. Пусть τ(I) < +∞ и P,Q ∈ S(M, τ)id. Если P + Q ∈ L1(M, τ), то

τ(P +Q) = τ(P̃ ) + τ
((

Q̃⊥
)⊥)

= τ(P̃ ) + τ(Q̃) ∈ R+.

Доказательство. Поскольку P +Q− I = P −Q⊥ ∈ L1(M, τ), в силу теоремы 3 имеем

τ(P +Q) = τ(P +Q− I) + τ(I) = τ(P −Q⊥) + τ(I)

= τ
(
P̃ − Q̃⊥

)
+ τ(I) = τ(P̃ ) + τ

(
I − Q̃⊥

)
= τ(P̃ ) + τ

((
Q̃⊥

)⊥)
∈ R+.

С другой стороны, P̃ + Q̃ ∈ L1(M, τ) и поэтому Z+T = P +Q− (P̃ + Q̃) ∈ L1(M, τ).
Тогда операторы

T P̃ = (Z + T )P̃ , ZQ̃ = (Z + T )Q̃, Z + P̃ T = P̃ (Z + T ), T + Q̃Z = Q̃(Z + T )

лежат в L1(M, τ). Следовательно,

Q̃Z + P̃ T = (Z + P̃ T ) + (Q̃Z + T )− (Z + T ) ∈ L1(M, τ)

и P̃ T − T = (Q̃Z + P̃ T )− (Q̃Z + T ) ∈ L1(M, τ). Так как (P̃ − Q̃)T = P̃ T − T ∈ L1(M, τ) и
T (P̃ − Q̃) = T P̃ ∈ L1(M, τ), то выполнено (3) в силу леммы 2 с A = P̃ − Q̃, B = T . Значит,

τ(Z + P̃ T ) = τ(P̃ (Z + T )) = τ((Z + T )P̃ ) = τ(T P̃ ) = τ(P̃ T − T )

согласно лемме 2 с A = P̃ , B = Z + T и τ(Z + P̃ T − (P̃ T − T )) = τ(Z + T ) = 0. Таким

образом, τ(P +Q) = τ(P̃ ) + τ(Q̃) и τ
((

Q̃⊥
)⊥)

= τ(Q̃).

Пример 9. Пусть τ(I) < +∞ и идемпотент P ∈ S(M, τ)id представлен в виде суммы
P = P̃ +Z, где P̃ ∈ Mpr и нильпотент Z принадлежит S(M, τ) с Z2 = 0, причем ZP̃ = 0,
P̃Z = Z [16, теорема 2.23]. Поскольку P̃ ∈ L1(M, τ), имеем

P ∈ L1(M, τ) ⇔ Z ∈ L1(M, τ).

Примеры таких идемпотентов см. [7, пример 3.2] или [16, пример 2.4]. Пусть Z /∈ L1(M, τ)

и Q = P⊥. Тогда P +Q = I ∈ L1(M, τ), но {P,Q}
⋂
L1(M, τ) = ∅ (ср. с п. (ii) леммы 3 из

[18]).
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Теорема 10. Пусть P,Q ∈ S(M, τ)id с P − Q ∈ L1(M, τ) и PQ ∈ M. Тогда для всех
n ∈ N имеем (P −Q)2n+1 ∈ L1(M, τ) и τ((P −Q)2n+1) = τ(P −Q) ∈ R.

Доказательство. По индукции легко проверяется, что

(P −Q)2n+1=P −Q+λ1(PQP −QPQ)+· · ·+λn(PQP · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n+1

−QPQ · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n+1

)

с некоторыми λk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n, см. шаг 1 доказательства теоремы 1 из [6]. В силу
леммы 1 операторы PQP −QPQ = PQ(P −Q) + (P −Q)PQ и PQ−QPQ = (P −Q)PQ

лежат в L1(M, τ). Поскольку τ([P −Q,PQ]) = 0, см. лемму 2, имеем

τ(PQP −QPQ) = τ(PQP −QPQ+ [P −Q,PQ]) = τ(PQ−OPQ). (4)

Для операторов A = PQ, B = P − QP имеем AB = 0 ∈ L1(M, τ) и BA = PQ − OPQ ∈
L1(M, τ). Следовательно, 0 = τ(0) = τ(AB) = τ(BA) в силу леммы 2. Таким образом, из
(4) получаем τ(PQP −QPQ) = 0. Далее воспользуемся математической индукцией. Пусть
число n ≥ 2 и оператор

X := PQP · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n−1

−QPQ · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n−1

∈ L1(M, τ)

с τ(X) = 0. Тогда операторы

PQP · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n+1

−PQP · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n

= PQ ·X,

Y := PQP · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n+1

−QPQ · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n+1

= PQ ·X +X · PQ

лежат в L1(M, τ) согласно лемме 1. Для операторов

A1 := PQ, B1 := PQP · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n−1

−QPQ · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n

имеем A1B1 = 0 ∈ L1(M, τ) и

B1A1 = PQP · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n

−QPQ · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n+1

= X · PQ ∈ L1(M, τ).

Следовательно, τ(B1A1) = τ(A1B1) = τ(0) = 0 в силу леммы 2. Таким образом,

τ(Y ) = τ(Y +B1A1) = τ(PQP · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n+1

−PQP · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n

).
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Поскольку (PQ)n ∈ M и P −Q ∈ L1(M, τ), оператор

Z := [(PQ)n, P −Q] = PQP · · ·QP︸ ︷︷ ︸
2n+1

−2 PQP · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n

+QPQ · · ·PQ︸ ︷︷ ︸
2n+1

лежит в L1(M, τ). Поэтому τ(Z) = 0 ввиду леммы 2 с A2 = (PQ)n и B2 = P −Q. Так как
0 = τ(Z) = τ(Y −B1A1) и τ(B1A1) = 0, то τ(Y ) = 0. Теперь τ((P −O)2n+1) = τ(P −O) ∈ R
в силу теоремы 3.

Следствие 11. Если P,Q,R ∈ S(M, τ)id с P −Q,Q−R ∈ L1(M, τ) и операторы PQ,QR,
PR ∈ M, то τ ((P −R)2n+1) = τ ((P −Q)2n+1) + τ ((Q−R)2n+1) для всех n ∈ N.

Следствие 12. Пусть U, V,W ∈ S(M, τ) – симметрии с U − V, V − W ∈ L1(M, τ) и
операторы UV + U + V, UW + U +W,VW + V +W ∈ M. Тогда

τ
(
(U −W )2n+1

)
= τ

(
(U − V )2n+1

)
+ τ

(
(V −W )2n+1

)
для всех n ∈ N.

Доказательство. Пусть U = 2P − I, V = 2Q − I и W = 2R − I с P,Q,R ∈ S(M, τ)id.
Тогда U −W = 2(P −R) и согласно следствию 11 для каждого n ∈ N имеем

τ((U −W )2n+1) = 22n+1τ
(
(P −R)2n+1

)
= 22n+1

(
τ
(
(P −Q)2n+1

)
+ τ

(
(Q−R)2n+1

))
= τ

(
(U − V )2n+1

)
+ τ

(
(V −W )2n+1

)
.

Теорема 13. Пусть оператор P ∈ S(M, τ)id. Тогда
(i) |P | = |P |P = P ∗|P |;
(ii) если P ∗ = P̃ + Z – описанное выше разложение, то |P | ≥ P̃ и |P | ≥ |Z∗|.

Доказательство. (i) Пусть P = U |P | – полярное разложение оператора P . Тогда
P ∗ = U∗|P ∗| – полярное разложение оператора P ∗ и U∗U |P | = |P |. Поскольку P = |P ∗| |P |
[7, теорема 3.3], умножив слева на оператор U∗ обе части равенства U |P | = |P ∗| |P |, имеем
|P | = P ∗|P |. Переходя к сопряженным операторам, получаем |P | = (P ∗|P |)∗ = |P |P .

(ii) Имеем 0 = ZP̃ = (ZP̃ )∗ = P̃Z∗ и |P | =
√

(P̃ + Z)(P̃ + Z)∗ =
√

P̃ + ZZ∗. По-
скольку P̃ , ZZ∗ ∈ S(M, τ)+, в силу операторной монотонности функции f(t) =

√
t (t ≥ 0)

[19, гл. 1, предложение 4.4] получаем√
P̃ + ZZ∗ ≥

√
P̃ = P̃ и

√
P̃ + ZZ∗ ≥

√
ZZ∗ = |Z∗|.
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Следствие 14. Пусть ⟨E , ∥ · ∥E⟩ – F -нормированное идеальное пространство на (M, τ)

и P = P 2 ∈ E, P = P̃ + Z – описанное выше разложение. Тогда P̃ , Z ∈ E и

∥P̃∥E + ∥Z∥E ≥ ∥P∥E = ∥P ∗∥E ≥ max{∥P̃∥E , ∥Z∥E}.

Доказательство. Пусть P ∗ = P̃ +Z – описанное выше разложение. В силу п. (ii) теоремы
13 имеем P̃ , Z ∈ E . В силу свойств F -нормы ∥·∥E получаем ∥P ∗∥E = ∥P∥E = ∥|P |∥E ≥ ∥P̃∥E
и ∥P ∗∥E = ∥P∥E = ∥|P |∥E ≥ ∥|Z∗|∥E = ∥Z∗∥E = ∥Z∥E . Остальное очевидно.

Теорема 15. Пусть оператор A ∈ L2(M, τ) и A2+A2∗ ≥ tA∗A−(t−2)AA∗ для некоторого
t ∈ R. Тогда A = A∗.

Доказательство. Имеем τ(A∗A− AA∗) = ∥A∥22 − ∥A∗∥22 = 0 и

0 ≤ ∥A− A∗∥22 = τ((A∗ − A)(A− A∗)) = τ
(
A∗A− A∗2 − A2 + AA∗)

≤ (1− t)τ(A∗A− AA∗) = 0.

Поэтому A = A∗ в силу точности нормы ∥ · ∥2.

Следствие 16. Если оператор A = A2 ∈ L2(M, τ) и Re(A) ≥ sA∗A − (s − 1)AA∗ для
некоторого s ∈ R, то A ∈ Mpr.

Теорема 17. Пусть оператор A ∈ L2(M, τ) и U ∈ M является изометрией. Тогда
∥UA−A∥22 ≤ 2∥(I −U)AA∗∥1. В частности, если A = A∗, то ∥UA−A∥22 ≤ 2∥UA2−A2∥1.

Доказательство. Имеем

∥UA− A∥22 = τ((UA− A)∗(UA− A)) = τ(A∗A− A∗U∗A− A∗UA+ A∗A)

= τ(A∗(I − U∗)A+ A∗(I − U)A) = 2τ(Re(A∗(I − U)A))

= 2τ(A∗(I − Re(U))A)

≤ 2|τ(A∗(I − Re(U))A)− iτ(A∗(Im(U))A)|
= 2|τ(A∗(I − U)A)| = 2|τ((I − U)AA∗)|
≤ 2τ(|(I − U)AA∗|) = 2∥(I − U)AA∗∥1

согласно лемме 2 с операторами A∗ и (I − U)A и неравенству |τ(X)| ≤ τ(|X|) для всех
X ∈ L1(M, τ), см. [20, с. 1463].

Для алгебры M = B(H), снабженной следом τ = tr, оператора A ≥ 0 и унитарного
U теорема 17 была установлена в [21, лемма 1].
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Differences of idempotents in C∗-algebras and the quantum
Hall effect. II. Unbounded idempotents
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Abstract. Let a von Neumann algebra M of operators act on a Hilbert space H,
I be the unit of M, τ be a faithful semifinite normal trace on M. Let S(M, τ) be
the ∗-algebra of all τ -measurable operators and L1(M, τ) be the Banach space of
all τ -integrable operators, P,Q ∈ S(M, τ) be idempotents. If P − Q ∈ L1(M, τ)

then τ(P − Q) ∈ R. In particular, if A = A3 ∈ L1(M, τ), then τ(A) ∈ R. If
P−Q ∈ L1(M, τ) and PQ ∈ M, then for all n ∈ N we have (P−Q)2n+1 ∈ L1(M, τ)

and τ((P −Q)2n+1) = τ(P −Q) ∈ R. If A ∈ L2(M, τ) and U ∈ M is an isometry,
then ∥UA−A∥22 ≤ 2∥(I − U)AA∗∥1.
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idempotent, tripotent, quantum Hall effect.
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