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ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Àííîòàöèÿ. Ïóñòü τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM.
Èññëåäîâàí îïåðàòîð áëî÷íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ Pn (n ≥ 2) â ∗-àëãåáðå S(M, τ) âñåõ τ -èçìåðè-
ìûõ îïåðàòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî A ≤ nPn(A) äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A ∈ S(M, τ)+. Åñëè
îïåðàòîð A ∈ S(M, τ)+ îáðàòèì â S(M, τ), òî Pn(A) îáðàòèì â S(M, τ). Ïóñòü A = A∗ ∈
S(M, τ). Òîãäà (i) åñëè Pn(A) ≤ A (èëè Pn(A) ≥ A), òî Pn(A) = A; (ii) Pn(A) = A òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà PkA = APk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n; (iii) åñëè A,Pn(A) ∈ M ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêòîðàìè, òî Pn(A) = A. Ïîëó÷åíû ÷åòûðå ñëåäñòâèÿ. Óòî÷íåí è óñèëåí îäèí ïðèìåð
èç ðàáîòû �A. Bikchentaev, F. Sukochev, Inequalities for the block projection operators, J. Funct.
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Ââåäåíèå

Ïóñòü τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM. Èññëå-
äîâàíû ñâîéñòâà îïåðàòîðà áëî÷íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ Pn (n ≥ 2) â ∗-àëãåáðå S(M, τ) âñåõ
τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî A ≤ nPn(A) äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A ∈ S(M, τ)+.
Åñëè îïåðàòîð A ∈ S(M, τ)+ îáðàòèì â S(M, τ), òî Pn(A) îáðàòèì â S(M, τ) (òåîðåìà 1).
Ïóñòü A = A∗ ∈ S(M, τ). Òîãäà (i) åñëè Pn(A) ≤ A (èëè Pn(A) ≥ A), òî Pn(A) = A;
(ii) Pn(A) = A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà PkA = APk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n; (iii) åñëè
A,Pn(A) ∈M ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè, òî Pn(A) = A (òåîðåìà 2). Îòñþäà ïîëó÷åíû 4 ñëåä-
ñòâèÿ. Â òåîðåìå 3 óòî÷íåí è óñèëåí îäèí ïðèìåð èç [1]. Äëÿ àëãåáðû M = B(H) è ñëåäà
τ = tr îïåðàòîð Pn áûë èññëåäîâàí â êíèãå [2]; äëÿ íîðìèðîâàííûõ èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ íà ïîëóêîíå÷íîé àëãåáðå ôîí Íåéìàíà � â [3]. Â êîíòåêñòå C∗-
àëãåáð îïåðàòîð Pn áûë èçó÷åí â [4].

1. Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü M � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, Mpr �
ðåøåòêà ïðîåêòîðîâ (P = P 2 = P ∗) â M, I � åäèíèöà M, P⊥ = I − P äëÿ P ∈ Mpr,

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26.08.2023, ïîñëå äîðàáîòêè 26.08.2023. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 26.09.2023.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ñðåäñòâ Ïðîãðàììû ñòðàòåãè÷åñêîãî àêàäåìè÷åñêîãî
ëèäåðñòâà Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ("ÏÐÈÎÐÈÒÅÒ-2030").
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M+ � êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ èçM. Îòîáðàæåíèå ϕ :M+ → [0,+∞] íàçûâàåòñÿ
ñëåäîì, åñëè ϕ(X + Y ) = ϕ(X) + ϕ(Y ), ϕ(λX) = λϕ(X) äëÿ âñåõ X,Y ∈ M+, λ ≥ 0 (ïðè
ýòîì 0 · (+∞) ≡ 0) è ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) äëÿ âñåõ Z ∈M. Ñëåä ϕ íàçûâàåòñÿ
◦ òî÷íûì, åñëè ϕ(X) > 0 äëÿ âñåõ X ∈M+, X 6= 0;
◦ íîðìàëüíûì, åñëè Xi ↗ X (Xi, X ∈M+)⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi);
◦ ïîëóêîíå÷íûì, åñëè ϕ(X) = sup{ϕ(Y ) : Y ∈ M+, Y ≤ X, ϕ(Y ) < +∞} äëÿ êàæäîãî

X ∈M+ (ñì. [5]). Îïåðàòîð â H (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûé èëè ïëîòíî îïðåäåëåííûé)
íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, åñëè îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì
óíèòàðíûì îïåðàòîðîì èç êîììóòàíòàM′ àëãåáðûM. Äàëåå âñþäó τ � òî÷íûé íîðìàëü-
íûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà M. Çàìêíóòûé îïåðàòîð X, ïðèñîåäèíåííûé ê M, èìåþùèé
âñþäó ïëîòíóþ â H îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(X), íàçûâàåòñÿ τ -èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé P ∈ Mpr, ÷òî PH ⊂ D(X) è τ(P⊥) < ε. Ìíîæåñòâî S(M, τ)
âñåõ τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ *-àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó
îïåðàòîðó, óìíîæåíèþ íà ñêàëÿð è îïåðàöèé ñèëüíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àå-
ìûõ çàìûêàíèåì îáû÷íûõ îïåðàöèé. Äëÿ ñåìåéñòâà L ⊂ S(M, τ) îáîçíà÷èì ÷åðåç L+ è Lh
åãî ïîëîæèòåëüíóþ è ýðìèòîâó ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê â S(M, τ)h, ïî-
ðîæäåííûé ñîáñòâåííûì êîíóñîì S(M, τ)+, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ≤. Åñëè X ∈ S(M, τ)

è X = U |X| � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå X, òî U ∈ M è |X| =
√
X∗X ∈ S(M, τ)+. ×åðåç

S0(M, τ) îáîçíà÷èì èäåàë âñåõ τ -êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ â S(M, τ).

2. Íåðàâåíñòâà äëÿ îïåðàòîðà áëî÷íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

Ïóñòü P1, . . . , Pn ∈ M � ïðîåêòîðû ñ P1 + . . . + Pn = I. Îïðåäåëèì îïåðàòîð áëî÷íîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ Pn : S(M, τ)→ S(M, τ) ôîðìóëîé

Pn(X) =

n∑
k=1

PkXPk (X ∈ S(M, τ)).

Ëåììà 1. Èìååì A ≤ nPn(A) äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A ∈ S(M, τ)+.

Ïîñêîëüêó (X − Y )(X − Y )∗ ≥ 0 äëÿ âñåõ X,Y ∈ S(M, τ), ïîëó÷àåì

PkAPj + PjAPk = PkA
1/2(PjA

1/2)∗ + PjA
1/2(PkA

1/2)∗ ≤ PkAPk + PjAPj

äëÿ âñåõ k, j = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî,

A− Pn(A) =
n∑

k,j=1;k<j

PkAPj + PjAPk ≤
n∑

k,j=1;k<j

PkAPk + PjAPj = (n− 1)Pn(A).

Èç ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ τ -èçìåðèìîãî îïåðàòîðà âûòåêàåò

Ëåììà 2. Îïåðàòîð A ∈ S(M, τ)+ îáðàòèì â S(M, τ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∃P ∈Mpr (τ(P⊥) < ε, PAP ≥ δP ).

Òåîðåìà 1. Åñëè îïåðàòîð A ∈ S(M, τ)+ îáðàòèì â S(M, τ) (ñîîòâåòñòâåííî âM), òî
Pn(A) îáðàòèì â S(M, τ) (ñîîòâåòñòâåííî âM).

Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 � ïðîèçâîëüíî è îïåðàòîð A ∈ S(M, τ)+ îáðàòèì â S(M, τ). Â ñèëó
ëåììû 2 íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0 è ïðîåêòîð P ∈ M òàêèå, ÷òî τ(P⊥) < ε è PAP ≥ δP . Â
ñèëó ëåììû 1 èìååì Pn(A) ≥ n−1A. Óìíîæèâ îáå ñòîðîíû ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ïðîåêòîð
P ñëåâà è ñïðàâà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ PAP ≥ δP ïîëó÷àåì

PPn(A)P ≥ n−1PAP ≥
δ

n
P.
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Ñëåäîâàòåëüíî, Pn(A) îáðàòèì â S(M, τ) â ñèëó ëåììû 2.

Ïðèìåð. Åñëè Q ∈ Mpr è PkQPk ≥ λkPk ñ íåêîòîðûì λk > 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, òî
Pn(Q) îáðàòèì âM. Äëÿ λ = min 1≤k≤nλk èìååì

Pn(Q) =
n∑

k=1

PkQPk ≥
n∑

k=1

λkPk ≥
n∑

k=1

λPk = λI.

Â ÷àñòíîñòè, Pn(Q) =
1

n
I â Mn(C) äëÿ îäíîìåðíûõ ïðîåêòîðîâ

Pk = diag(0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
k − 1

1, 0, . . . , 0), Q = [qij ]
n
i,j=1, qij =

1

n
, i, j, k = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, Pn(Q) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, è íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû c > 0 òàêîé, ÷òî
Pn(Q) ≤ cQ (ñð. ñ ëåììîé 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ∈ S(M, τ)h, n ≥ 2.
(i) Åñëè Pn(A) ≤ A (èëè Pn(A) ≥ A), òî Pn(A) = A.
(ii) Èìååì Pn(A) = A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà PkA = APk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.
(iii) Åñëè A,Pn(A) ∈Mpr, òî Pn(A) = A.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. (i) Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé. Äëÿ n = 2 èìååì

P2(A) = P1AP1 + P⊥1 AP
⊥
1 =

1

2
(A+ SAS)

ñ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì S = 2P1− I ∈Msa. Èç íåðàâåíñòâà P2(A) ≤ A âûâîäèì SAS ≤ A.
Óìíîæèâ îáå ñòîðîíû ýòîãî íåðàâåíñòâà íà S ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì A ≤ SAS. Òàêèì
îáðàçîì, A = SAS è P2(A) = A.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïóñòü íåðàâåíñòâî Pn−1(B)≤B âëå÷åò ðàâåíñòâî Pn−1(B)=B
äëÿ êàæäîé àëãåáðû ôîí Íåéìàíà N ñ ïðîèçâîëüíûì òî÷íûì íîðìàëüíûì ïîëóêîíå÷íûì
ñëåäîì ϕ äëÿ âñåõ B ∈ S(N , ϕ)h, è P1, . . . , Pn−1 ∈ N pr ñ P1 + . . . + Pn−1 = IN . Ïóñòü
A ∈ S(M, τ)h, P1, . . . , Pn ∈Mpr ñ P1 + . . .+ Pn = IM è

A ≥
n∑

k=1

PkAPk. (1)

Ðàññìîòðèì ïðîåêòîð P = P1 + . . . + Pn−1 = P⊥n è ðåäóöèðîâàííóþ àëãåáðó ôîí Íåéìàíà
N = MP = PMP ñ ðåäóöèðîâàííûì òî÷íûì íîðìàëüíûì ïîëóêîíå÷íûì ñëåäîì τP =
τ(P · P ). Òîãäà P = IN è S(N , τP ) = PS(M, τ)P . Óìíîæèâ îáå ñòîðîíû ñîîòíîøåíèÿ (1)
íà ïðîåêòîð P ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì

PAP ≥
n−1∑
k=1

PPkAPkP =

n−1∑
k=1

Pk · PAP · Pk,

ò. å. Pn−1(PAP ) ≤ PAP . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ðåäóöèðîâàííîé àëãåáðû MP

ñ ðåäóöèðîâàííûì ñëåäîì τP âûâîäèì, ÷òî

PAP = Pn−1(PAP ) =
n−1∑
k=1

Pk · PAP · Pk =
n−1∑
k=1

PkAPk.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà S = 2Pn − I èìååì

PAP + P⊥AP⊥ =
1

2
(A+ SAS) =

n∑
k=1

PkAPk, (2)

è â ñèëó íåðàâåíñòâà A ≥ Pn(A) ïîëó÷àåì SAS ≤ A. Óìíîæèâ îáå ñòîðîíû ýòîãî íåðà-
âåíñòâà íà óíèòàðíûé îïåðàòîð S ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì A ≤ SAS. Òàêèì îáðàçîì,
A = SAS è â ñèëó (2) çàêëþ÷àåì, ÷òî Pn(A) = A.

Äëÿ ñëó÷àÿ Pn(A) ≥ A ðàññìîòðèì B = −A.
(ii) Óìíîæèâ îáå ñòîðîíû ðàâåíñòâà Pn(A) = A íà ïðîåêòîð Pk ñëåâà (ñîîòâåòñòâåííî

ñïðàâà), ïîëó÷àåì PkAPk = PkA (ñîîòâåòñòâåííî PkAPk = APk) äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.
Ïîýòîìó PkA = APk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.

(iii) Äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A ∈ S(M, τ) è ÷èñëà n ≥ 2 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå:

Pn(A) =
1

2n−1

2n−1∑
k=1

SkASk, (3)

ãäå óíèòàðíûå îïåðàòîðû Sk ∈Msa èìåþò âèä P1±P2± . . .±Pn (ñì. [3], ëåììà 2; [1], äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòîð Pn(A) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé
ïðîåêòîðîâ SkASk, k = 1, . . . , 2n−1. Ïîñêîëüêó Mpr ëåæèò â ìíîæåñòâå extr{X ∈ M+ :
‖X‖ ≤ 1} êðàéíèõ òî÷åê ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè åäèíè÷íîãî øàðà àëãåáðû M ([6], ãë. 2,
2.8.14), âûâîäèì, ÷òî Pn(A) = SkASk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , 2n−1. Ïîëîæèì S1 = P1+ . . .+Pn =
I â (3). Òàêèì îáðàçîì, Pn(A) = A.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3) ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ ëåììû 1:
A ≤ 2n−1Pn(A) äëÿ âñåõ A ∈ S(M, τ)+ è n ≥ 2.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A,B ∈ S(M, τ)h, A ≥ B è Pn(A) ≤ B. Òîãäà A = B è Pn(A) = A.

Óìíîæèâ îáå ñòîðîíû íåðàâåíñòâà A ≥ B íà ïðîåêòîð Pk ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì
PkAPk ≥ PkBPk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Çàòåì óìíîæèâ îáå ñòîðîíû íåðàâåíñòâà Pn(A) ≤ B
íà ïðîåêòîð Pk ñëåâà è ñïðàâà, èìååì PkAPk ≤ PkBPk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Çíà÷èò,
PkAPk = PkBPk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, ò. å. Pk(A − B)Pk = |

√
A−BPk|2 = 0 äëÿ âñåõ

k = 1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì,
√
A−BPk = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Ñóììèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà

äëÿ k = 1, . . . , n, ïîëó÷àåì
√
A−B = 0, ò. å. A = B è Pn(A) = A. Ïîýòîìó PkA = APk äëÿ

âñåõ k = 1, . . . , n.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A,B ∈ S(M, τ)h, A ≥ B è Pn(A) = Pn(B). Òîãäà A = B. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè A ∈ S(M, τ)+ è Pn(A) = 0, òî A = 0.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè P1, . . . , Pn � ïðîåêòîðû èç B(H) ñ P1 + . . . + Pn = I è P1H, . . . , PnH
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà A ∈ B(H), òî PkA = APk äëÿ âñåõ
k = 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó APk = PkAPk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, èìååì

Pn(A) =
n∑

k=1

PkAPk =

n∑
k=1

APk = A

n∑
k=1

Pk = A.

Â ñèëó (3) èìååì τ(Pn(A)) = τ(A) äëÿ âñåõ A ∈ S(M, τ)+; òàêæå ϕ(Pn(A)) = ϕ(A) äëÿ
âñåõ ñëåäîâ ϕ íàM è A ∈M+.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè M = Mm(C) ñ 2 ≤ n ≤ m è τ = tr, òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå äëÿ
îïðåäåëèòåëåé: det(exp(Pn(A))) = exp(tr(A)) äëÿ âñåõ A ∈M.
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Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî ([7], ãë. I, �4.16, ôîðìóëà (1))

det(exp(A)) = exp(tr(A)) äëÿ âñåõ A ∈M.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò àëãåáðà ôîí ÍåéìàíàM ñ òî÷íûì íîðìàëüíûì ïîëóêîíå÷íûì

ñëåäîì τ , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pk}∞k=1 ⊂Mpr ñ PiPj = 0 ïðè i 6= j, îïåðàòîð Y ∈ S0(M, τ)

òàêèå, ÷òî

∞∑
k=1

PkY Pk /∈ S(M, τ).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Øàã 1. Äëÿ êàæäîé àëãåáðû ôîí Íåéìàíà N , äëÿ êàæäîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {Pk}∞k=1 ⊂ N pr ñ PiPj = 0 ïðè i 6= j èìååì
∞∑
k=1

PkAPk ∈ N äëÿ êàæäîãî

îïåðàòîðà A ∈ N (ñì. [8]).
Øàã 2. Äëÿ êàæäîé àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M ñ òî÷íûì íîðìàëüíûì ïîëóêîíå÷íûì

ñëåäîì τ èìååì ðàçëîæåíèÿ S(M, τ) =M+ S0(M, τ) è S(M, τ)+ =M+ + S0(M, τ)+, ò. å.
êàæäûé îïåðàòîð A ∈ S(M, τ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå X + Y ñ X ∈ M è Y ∈ S0(M, τ)
(ñì. [9]).
Øàã 3. Ñóùåñòâóþò àëãåáðà ôîí ÍåéìàíàM ñ òî÷íûì íîðìàëüíûì ïîëóêîíå÷íûì ñëå-

äîì τ , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pk}∞k=1 ⊂ Mpr ñ PiPj = 0 ïðè i 6= j, îïåðàòîð A ∈ S(M, τ)

òàêèå, ÷òî
∞∑
k=1

PkAPk /∈ S(M, τ) (ñì. [1], ïðèëîæåíèå).

Øàã 4. Äëÿ A ∈ S(M, τ) è {Pk}∞k=1 ⊂Mpr èç øàãà 3 ïðèìåíÿåì øàãè 2 è 1.
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A.M.Bikchentaev

A block projection operator in the algebra of measurable operators

Abstract. Let τ be a faithful normal semi�nite trace on a von Neumann algebraM. We investigate
the block projection operator Pn (n ≥ 2) in the ∗-algebra S(M, τ) of all τ -measurable operators.
We show that A ≤ nPn(A) for any operator A ∈ S(M, τ)+. If an operator A ∈ S(M, τ)+ is
invertible in S(M, τ) then Pn(A) is invertible in S(M, τ). Consider A = A∗ ∈ S(M, τ). Then (i)
if Pn(A) ≤ A (or if Pn(A) ≥ A) then Pn(A) = A; (ii) Pn(A) = A if and only if PkA = APk for all
k = 1, . . . , n; (iii) if A,Pn(A) ∈ M are projections then Pn(A) = A. We obtain 4 corollaries. We
also re�ned and reinforced one example from the paper �A. Bikchentaev, F. Sukochev, Inequalities
for the block projection operators, J. Funct. Anal. 280 (7), article 108851, 18 p. (2021)�.

Keywords: Hilbert space, von Neumann algebra, trace, measurable operator, block projection
operator.
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