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ТОПОЛОГИИ ЛОКАЛЬНОЙ

СХОДИМОСТИ ПО МЕРЕ В АЛГЕБРАХ

ИЗМЕРИМЫХ ОПЕРАТОРОВ

А. М. Бикчентаев

Аннотация. Пусть алгебра фон Неймана M операторов действует в гильбертовом

пространстве H , τ — точный нормальный полуконечный след на M , S(M , τ) — *-

алгебра τ -измеримых операторов. Получено достаточное условие положительности
эрмитова оператора из S(M , τ) в терминах топологии tτl τ -локальной сходимости

по мере. Доказано, что *-идеал F (M , τ) элементарных операторов tτl-плотен в

S(M , τ). Если топология tτ локально выпукла, то tτl локально выпукла; если топо-
логия tτl локально выпукла, то топология twτl слабо τ -локальной сходимости по ме-

ре локально выпукла. Предложен метод построения F -нормированных идеальных
пространств (далее F -НИП) на (M , τ), исходя из заданного F -НИП, сохраняющий

(при наличии у исходного) полноту, локальную выпуклость, локальную ограничен-

ность, нормируемость. Пусть X и Y — F -НИП на (M , τ) и AX ⊆ Y для некото-
рого оператора A ∈ S(M , τ). Тогда мультипликатор MAX = AX, MA : X → Y ,

непрерывен. В частности, при X ⊆ Y естественное вложение X в Y непрерывно.

Исследованы свойства убывающей последовательности F -НИП на (M , τ).
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Введение

Пусть алгебра фон Неймана M операторов действует в гильбертовом про-
странстве H , τ — точный нормальный полуконечный след на M с τ(I) = +∞.
Эта работа продолжает исследования свойств топологий tτl τ -локальной и twτl

слабо τ -локальной сходимости по мере на *-алгебре S(M , τ) τ -измеримых опе-
раторов, начатые в [1–10]. Хорошо известно, что топологии tτl и twτl лучше
согласованы с порядковой структурой эрмитовой части *-алгебры S(M , τ), чем
классическая топология tτ сходимости по мере [2, 6, 7, 9].

В данной работе установлено одно достаточное условие положительности
эрмитова оператора из S(M , τ) в терминах топологии tτl (теорема 1). Поиск
таких условий является актуальной задачей и привлекает внимание большого
числа исследователей (см., например, [11–13] и библиографию в них). Хорошо
известно, что каждый τ -измеримый оператор является линейной комбинацией
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четырех положительных τ -измеримых операторов; для доказательства нера-
венства треугольника для F -нормированного идеального пространства (далее
F -НИП) на (M , τ) в силу операторного неравенства [14]

|X + Y | ≤ U |X |U∗ + V |Y |V ∗, X, Y ∈ S(M , τ), |X | =
√
X∗X,

U, V ∈ M — некоторые подходящие частичные изометрии, достаточно прове-
рить неравенство треугольника для F -нормы только для пар положительных
τ -измеримых операторов.

Доказано, что *-идеал F (M , τ) элементарных операторов tτl-плотен в
S(M , τ) (теорема 2). Поэтому пространство Lp(M , τ), 0 < p < ∞, tτl-плотно
в S(M , τ) (следствие 1). Напомним, что tτ -замыкания *-идеала F (M , τ) и
пространств Lp(M , τ), 0 < p < ∞, совпадают с *-идеалом S0(M , τ) всех τ -
компактных операторов.

Если топология tτ локально выпукла, то tτl локально выпукла; если топо-
логия tτl локально выпукла, то twτl локально выпукла (теорема 3). Предложен
метод построения «весовых» F -НИП на (M , τ) исходя из заданного F -НИП,
сохраняющий (при наличии у исходного) полноту, локальную выпуклость, ло-
кальную ограниченность, нормируемость (теорема 4, следствия 4 и 5). «Ве-
совые» F -НИП на абелевой алгебре фон Неймана (тогда M ≃ L∞(�,�, µ) и
τ(f) =

∫
�

f dµ, где (�,�, µ) — локализуемое пространство с мерой) естествен-

ным образом возникают при исследовании интегральных операторов.
Пусть X и Y — F -НИП на (M , τ) и AX ⊆ Y для некоторого оператора

A ∈ S(M , τ). Тогда мультипликатор MAX = AX , MA : X → Y , непрерывен.
В частности, при X ⊆ Y естественное вложение X в Y непрерывно (теоре-
ма 5), что дает новое доказательство (основной) леммы 4.3 из [15]. В теореме 6
исследованы свойства убывающей последовательности F -НИП на (M , τ).

Бо́льшая часть результатов являются новыми и для *-алгебры M = B(H )
всех ограниченных линейных операторов в H , снабженной каноническим сле-
дом τ = tr.

1. Обозначения и определения

Пусть M — алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространстве
H , M pr — решетка проекторов (P = P 2 = P ∗) в M , I — единица M , P⊥ = I−P
для P ∈M pr, M + — конус положительных элементов из M . Проектор P ∈M

называется минимальным или атомом, если Q ∈ M pr, Q ≤ P влечет Q = 0
или Q = P . Алгебра фон Неймана M называется атомической, если каждый
ненулевой проектор в M мажорирует ненулевой минимальный проектор.

Отображение ϕ : M + → [0,+∞] называется следом, если ϕ(X+Y ) = ϕ(X)+
ϕ(Y ), ϕ(λX) = λϕ(X) для всех X, Y ∈ M +, λ ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0) и
ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) для всех Z ∈ M . След ϕ называется точным, если ϕ(X) >
0 для всех X ∈ M +, X 6= 0; полуконечным, если ϕ(X) = sup{ϕ(Y ) : Y ∈
M +, Y ≤ X, ϕ(Y ) < +∞} для каждого X ∈ M +; нормальным, если Xi ր X
(Xi, X ∈M +)⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi) (см. [16, гл. V, § 2]).

Оператор в H (не обязательно ограниченный или плотно определенный)
называется присоединенным к алгебре фон Неймана M , если он перестановочен
с любым унитарным оператором из коммутанта M ′ алгебры M . Далее всюду
τ — точный нормальный полуконечный след на M , M pr

τ = {P ∈M pr : τ(P ) <
∞}.
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Замкнутый оператор X , присоединенный к M , имеющий всюду плотную в
H область определения D(X), называется τ -измеримым, если для любого ε > 0
существует такой P ∈M pr, что PH ⊂ D(X) и τ(P⊥) < ε. Множество S(M , τ)
всех τ -измеримых операторов является *-алгеброй относительно перехода к со-
пряженному оператору, умножению на скаляр и операций сильного сложения
и умножения, получаемых замыканием обычных операций [17, гл. IX]. Для
семейства L ⊂ S(M , τ) обозначим через L + и L h его положительную и эр-
митову части соответственно. Частичный порядок в S(M , τ)h, порожденный
собственным конусом S(M , τ)+, будем обозначать через ≤. Если X ∈ S(M , τ)

и X = U |X | — полярное разложение X , то U ∈M и |X | =
√
X∗X ∈ S(M , τ)+.

В *-алгебре S(M , τ) вводится топология tτ сходимости по мере [17, гл. IX,
§ 2], фундаментальную систему окрестностей нуля которой образуют множества

U (ε, δ) = {X ∈ S(M , τ) : ∃Q ∈M
pr (‖XQ‖ ≤ ε и τ(Q⊥) ≤ δ)}, ε > 0, δ > 0.

Известно, что 〈S(M , τ), tτ〉 является полной метризуемой топологической *-ал-
геброй, причем M плотно в 〈S(M , τ), tτ 〉. Для обозначения сходимости сети

{Xj}j∈J ⊂ S(M , τ) к X ∈ S(M , τ) в топологии tτ используется запись Xj
τ−→

X ; при этом говорят, что {Xj}j∈J сходится к X по мере τ .

Через µ(X, t) обозначим перестановку оператора X ∈ S(M , τ), т. е. невоз-
растающую непрерывную справа функцию µ(X, ·): (0,∞) → [0,∞), заданную
формулой

µ(X, t) = inf{‖XP‖ : P ∈M
pr, τ(P⊥) ≤ t}, t > 0.

Множество τ -компактных операторов S0(M , τ) = {X ∈ S(M , τ) : lim
t→∞

µ(X, t) =

0} является идеалом в S(M , τ), множество элементарных операторов F (M , τ)
= {X ∈ M : (∃s > 0) µ(X, t) = 0 ∀t > s} — идеалом в M . Топология tτ
определяется и F -нормой ρτ (X) = inf

t>0
max{t, µ(X, t)}, X ∈ S(M , τ).

Лемма 1 [18]. Пусть X, Y,Xj ∈ S(M , τ), j ∈ J . Тогда

(i) µ(X, t) = µ(|X |, t) = µ(X∗, t) для всех t > 0;

(ii) µ(X∗X, t) = µ(XX∗, t) для всех t > 0;

(iii) если |X | ≤ |Y |, то µ(X, t) ≤ µ(Y, t) для всех t > 0;

(iv) если X ∈M , то lim
t→+0

µ(X, t) = sup
t>0

µ(X, t) = ‖X‖;
(v) µ(XY, t+ s) ≤ µ(X, t)µ(Y, s) для всех t, s > 0;

(vi) µ(|X |α, t) = µ(X, t)α для всех α > 0 и t > 0;

(vii) Xj
τ−→ X ⇐⇒ µ(Xj −X, t)→ 0 для каждого t > 0.

Пусть m — линейная мера Лебега на R. Некоммутативное Lp-пространство
Лебега (0 < p <∞), ассоциированное с (M , τ), может быть определено как

Lp(M , τ) = {X ∈ S(M , τ) : µ(X, ·) ∈ Lp(R
+, m)}

с F -нормой (нормой для 1 ≤ p <∞) ‖X‖p = ‖µ(X, ·)‖p, X ∈ Lp(M , τ).

2. Топологии сходимости локально по мере на S(M , τ)

Топология tτ сходимости по мере может быть локализована следующим
образом. Для ε, δ > 0 и P ∈M pr

τ определим множества

V (ε, δ, P ) = {X ∈ S(M , τ) : ∃Q ∈M
pr (Q ≤ P, ‖XQ‖ ≤ ε и τ(P −Q) ≤ δ)},
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W (ε, δ, P ) = {X ∈ S(M , τ) : (∃Q ∈M
pr) (Q ≤ P, ‖QXQ‖ ≤ ε и τ(P −Q) ≤ δ)}.

Пространство S(M , τ) становится топологическим векторным пространством
относительно топологии tτl τ -локальной (соответственно twτl слабо τ -локальной)
сходимости по мере, базис окрестностей нуля которой образует семейство � =
{V (ε, δ, P )}ε,δ>0;P∈M

pr
τ

(соответственно � = {W (ε, δ, P )}ε,δ>0;P∈M
pr
τ

). Будем ис-

пользовать символ Xi
τl−→ X (соответственно Xi

wτl−→ X) для обозначения tτl-
сходимости (соответственно twτl-сходимости). С помощью стандартной техни-
ки редуцирования алгебр фон Неймана можно показать (см. также [3, 6]), что

Xi
τl−→ X (соответственно Xi

wτl−→ X) тогда и только тогда, когда XiP
τ−→ XP ,

ср. с [1, с. 114] (соответственно PXiP
τ−→ PXP , ср. с [1, с. 114; 2, с. 746])

для всех P ∈ M pr
τ . Ясно, что twτl ≤ tτl ≤ tτ и twτl-сходимость совпадает со

сходимостью по мере относительно 〈S(PMP ) = PS(M , τ)P, tτ(P ·P )〉 для всех
P ∈ M pr

τ . Топологии tτl и twτl можно определить и в терминах невозраста-

ющих перестановок. Семейство �̃ = {Ṽ (ε, δ, P )}ε,δ>0;P∈M
pr
τ

, где Ṽ (ε, δ, P ) =
{X ∈ S(M , τ) : µ(XP, δ) < ε}, также задает базис окрестностей нуля для tτl.
Если τ(I) <∞, то tτ = tτl = twτl.

Если M = B(H ) — *-алгебра всех ограниченных линейных операторов в
H и τ = tr — канонический след, то S(M , τ), S0(M , τ), Lp(M , τ) и F (M , τ)
совпадают с B(H ), с идеалом S∞(H ) компактных операторов, с идеалом
Sp(H ) Шаттена — фон Неймана и с идеалом F (H ) конечномерных опера-
торов в H соответственно. Топология tτ совпадает с топологией нормы ‖ · ‖,
tτl (соответственно twτl) совпадает с топологией сильной (соответственно сла-

бой) операторной сходимости. Имеем µ(X, t) =
∞∑

n=1
sn(X)χ[n−1,n)(t), t > 0, где

{sn(X)}∞n=1 — последовательность s-чисел вполне непрерывного оператора X ;
χA — индикатор множества A ⊂ R.

Если M — абелева (т. е. коммутативна), то M ≃ L∞(�,�, µ) и τ(f) =∫
�

f dµ, где (�,�, µ) — локализуемое пространство с мерой, алгебра S(M , τ)

совпадает с алгеброй всех измеримых комплексных функций f на (�,�, µ), ко-
торые ограничены всюду, кроме множества конечной меры. При этом топология
tτ является обычной топологией сходимости по мере и tτl совпадает с twτl и с
известной топологией сходимости по мере на множествах конечной меры.

Теорема 1. Пусть X, Y ∈ S(M , τ), Y = Y ∗ и Xn τl−→ 0 при n → ∞. Если

X∗Y X ≤ Y , то Y ≥ 0.

Доказательство. Предположение X∗Y X ≤ Y влечет цепочку неравенств

Y ≥ X∗Y X ≥ X∗2Y X2 ≥ · · · ≥ X∗nY Xn ≥ . . . .

Пусть Y = Y+−Y− — разложение Жордана на положительную и отрицательную
части с Y+Y− = 0 и |Y | = Y+ + Y−. Для произвольного проектора P ∈ M pr

τ

запишем равенства

PX∗nY XnP = PX∗nY+X
nP − PX∗nY−X

nP, n ∈ N.

Для каждого t > 0 в силу пп. (ii), (vi) и (v) леммы 1 имеем

µ(PX∗nY+X
nP, t) = µ(

√
Y+X

nP, t)2

≤ µ(
√
Y+, t/2)2µ(XnP, t/2)2 → 0 при n→∞.
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Следовательно, X∗nY+X
n wτl−→ 0 при n→∞ (см. п. (vii) леммы 1). Аналогично

получаем X∗nY−X
n wτl−→ 0 при n → ∞. В силу twτl-непрерывности операции

сложения (A,B) 7→ A+B из S(M , τ)×S(M , τ) в S(M , τ) имеем X∗nY Xn wτl−→ 0
при n→∞. Таким образом, Y ≥ 0. �

Теорема 2. *-Идеал F (M , τ) tτl-плотен в S(M , τ).

Доказательство. Шаг 1. Пусть X ∈ S(M , τ) и X = U |X | — полярное

разложение. Если (Xj)j∈J ⊂ F (M , τ) и Xj
τl−→ |X |, то в силу раздельной tτl-

непрерывности операции умножения [5, теорема 1] имеем UXj
τl−→ U |X | = X .

Поэтому достаточно доказать, что

∀X ∈ S(M , τ)+ ∃ (Yj)j∈J ⊂ F (M , τ) (Yj
τl−→ X).

Шаг 2. Пусть X ∈ S(M , τ)+ и X = Y +Z с Y ∈M + и Z ∈ S0(M , τ)+ [19].

Если Z =
∞∫
0

λ dEλ — спектральное представление, то оператор Zn =
n∫

1/n

λ dEλ

лежит в конусе F (M , τ)+ для каждого n ∈ N. Имеем

Z − Zn =

∫

[0,1/n)

λ dEλ +

∫

(n,∞)

λ dEλ ≡ Zn,1 + Zn,2, n ∈ N.

Очевидно, ‖Zn,1‖ ≤ 1
n , поэтому Zn,1

τ−→ 0 при n → ∞. Пусть sr(A) — про-

ектор на носитель оператора A ∈ S(M , τ)h. Имеем sr(Zn,2) = E⊥n ; по усло-
вию τ -измеримости оператора Z и в силу нормальности следа τ получаем, что

τ
(
E⊥n
)
→ 0 при n→∞. Следовательно, Zn,2

τ−→ 0 при n→∞. Таким образом,

Zn
τ−→ 0 при n→∞.
Пусть M pr

τ = (Pj)j∈J , тогда I =
∨
j∈J

Pj в силу полуконечности следа τ .

Имеем Yj = Y Pj ∈ F (M , τ) для всех j ∈ J . Так как Pj
τl−→ I, для произволь-

ного проектора P ∈ M pr
τ получаем YjP

τ−→ Y P . Следовательно, Yj
τl−→ Y

и утверждение теоремы следует из tτl-непрерывности операции сложения в
S(M , τ). �

Поскольку F (M , τ) ⊂ Lp(M , τ), 0 < p <∞, имеем

Следствие 1. Каждое из пространств Lp(M , τ), 0 < p < ∞, tτl-плотно в

S(M , τ).

Теорема 3. (i) Если топология tτ локально выпукла, то и tτl локально

выпукла.

(ii) Если топология tτl локально выпукла, то и twτl локально выпукла.

Доказательство. (i) Если топология tτ локально выпукла, то она зада-
ется определяющим семейством (pj)j∈J полунорм на S(M , τ) [20, 1.10.1]. Тогда
семейство (pj,P )j∈J ;P∈M

pr
τ

полунорм на S(M , τ), где pj,P (X) = pj(XP ) для всех
j ∈ J , P ∈M pr

τ и X ∈ S(M , τ), является определяющим семейством для топо-
логии tτl.

(ii) Если tτl локально выпукла, то она задается определяющим семейством
(qj)j∈J полунорм на S(M , τ) [20, 1.10.1]. Тогда семейство (qj,P )j∈J ;P∈M

pr
τ

по-
лунорм на S(M , τ), где qj,P (X) = qj(PXP ) для всех j ∈ J , P ∈ M pr

τ и
X ∈ S(M , τ), является определяющим семейством для топологии twτl. �
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Напомним [19], что следующие условия эквивалентны:
(i) M = S(M , τ);
(ii) inf{τ(P ) : P ∈M pr, τ(P ) 6= 0} > 0;
(iii) топология tτ совпадает с ‖ · ‖-топологией на M .
Легко проверить, что при выполнении этих условий M атомическая.

Следствие 2. Пусть алгебра фон Неймана M атомическая с inf{τ(P ) :
P ∈M pr, τ(P ) 6= 0} = 0. Если

∃K > 0
∑

τ(P )<K, P — атом

τ(P ) <∞, (1)

то топологии tτl и twτl локально выпуклы.

Доказательство. Утверждение вытекает из [21, теорема 3.2] и теоре-
мы 3. �

Следствие 3. Пусть абелева алгебра фон Неймана M атомическая и вы-

полнено одно из условий: (a) inf{τ(P ) : P ∈M pr, τ(P ) 6= 0} > 0 или (b) inf{τ(P ) :
P ∈ M pr, τ(P ) 6= 0} = 0 и условие (1). Тогда топология tτl = twτl локально

выпукла.

Доказательство вытекает из [21, следствия 3.5] и теоремы 3. �

3. Последовательности F -НИП на (M , τ)

Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на алгебре фон Ней-
мана M . *-Линеал X ⊂ S(M , τ), снабженный F -нормой ‖ · ‖X , называется
F -нормированным идеальным пространством (F -НИП) на (M , τ), если

1) ‖A‖X = ‖A∗‖X для всех A ∈X ;
2) из A ∈X , B ∈ S(M , τ) и |B| ≤ |A| следует, что B ∈X и ‖B‖X ≤ ‖A‖X .
Естественное вложение 〈X , ‖ · ‖X 〉 ⊂ S(M , τ) twτl-непрерывно ([22, теоре-

ма 1], см. также [15]). Об идеальных пространствах τ -измеримых операторов
см. [23, 24] и библиографию в них.

Пример («весовое» F -НИП). Пусть 〈X , ‖ · ‖X 〉 — F -НИП на (M , τ). Если
X ∈X , T ∈M и ‖T‖ ≤ 1, то

‖TX‖X ≤ ‖X‖X , ‖XT‖X ≤ ‖X‖X ; (2)

для Y /∈ X пишем ‖Y ‖X = +∞. Если A ∈ S(M , τ)h, то для

‖X‖X (A) ≡
∥∥∥∥
AX + XA

2

∥∥∥∥
X

, X ∈X (A) = {Y ∈ S(M , τ) : AY + Y A ∈X },

имеем

‖X∗‖X (A) =

∥∥∥∥
AX∗ + X∗A

2

∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥
(AX∗ + X∗A)∗

2

∥∥∥∥
X

= ‖X‖X (A).

Если еще AZ = ZA для всех Z ∈ S(M , τ) и X, Y ∈ S(M , τ) с |X | ≤ |Y |, то
|X | = T |Y |T ∗ для некоторого T ∈M с ‖T‖ ≤ 1 [25] и в силу (2) имеем

‖|X |‖X (A) =

∥∥∥∥
A|X |+ |X |A

2

∥∥∥∥
X

= ‖A|X |‖X = ‖AT |Y |T ∗‖X

≤ ‖AT |Y |‖X = ‖T |Y |A‖X ≤ ‖|Y |A‖X = ‖|Y |‖X (A).

Если вдобавок оператор A обратим в S(M , τ) (об обратимости в S(M , τ) см.
[26, 27]), то 〈X (A), ‖ · ‖X (A)〉 является F -НИП на (M , τ); если ‖ · ‖X — норма

на X , то ‖ · ‖X (A) — норма на X (A). Для U ⊂X положим A−1 ·U ≡ {A−1U :

U ∈ U }. Очевидно, U выпукло тогда и только тогда, когда A−1 ·U выпукло.
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Теорема 4. Пусть оператор A ∈ S(M , τ)h обратим в S(M , τ) и AZ = ZA
для всех Z ∈ S(M , τ).

(i) F -НИП 〈X , ‖ · ‖X 〉 полно тогда и только тогда, когда 〈X (A), ‖ · ‖X (A)〉
полно.

(ii) (Xn)∞n=1 является базисом Шаудера в F -НИП 〈X , ‖·‖X 〉 тогда и только

тогда, когда (A−1Xn)∞n=1 является базисом Шаудера в 〈X (A), ‖ · ‖X (A)〉.
(iii) U ⊂X — окрестность нуля в F -НИП 〈X , ‖·‖X 〉 тогда и только тогда,

когда A−1 ·U — окрестность нуля в 〈X (A), ‖ · ‖X (A)〉.
(iv) U ⊂ X ограничено в F -НИП 〈X , ‖ · ‖X 〉 тогда и только тогда, когда

A−1 ·U ограничено в 〈X (A), ‖ · ‖X (A)〉.
Доказательство. Напомним, что X (A) = {Y ∈ S(M , τ) : MAY = AY ∈

X }, A,A−1 ∈ S(M , τ)h и AZ = ZA, A−1Z = ZA−1 для всех Z ∈ S(M , τ).
Заметим, что (X (A))(A−1) = X и ‖ · ‖(X (A))(A−1) = ‖ · ‖X . Поэтому нужно
установить только достаточность каждого из условий (i)–(iv).

(i) Если (Xn)∞n=1 ⊂X (A) ‖ · ‖X (A)-фундаментальна, то

‖Xn −Xm‖X (A) = ‖A(Xn −Xm)‖X → 0 при n,m→∞,

т. е. последовательность (AXn)∞n=1 ‖ · ‖X -фундаментальна. В силу полноты
F -НИП 〈X , ‖ · ‖X 〉 найдется оператор X ∈ X такой, что ‖AXn − X‖X → 0
при n→∞. Следовательно, ‖AXn−A ·A−1X‖X = ‖Xn−A−1X‖X (A) → 0 при
n→∞.

(ii) Пусть (Xn)∞n=1 ⊂ X — базис Шаудера в X [28, гл. II, § 5], т. е. для

каждого X ∈ X существует единственное представление X =
∞∑

n=1
λnXn в виде

‖ · ‖X -сходящегося ряда с {λn}∞n=1 ⊂ C. Если Y ∈ X (A), то AY ∈ X и по

предположению AY =
∞∑

n=1
λnXn. Поскольку этот ряд ‖ · ‖X -сходится, в силу

[22, теорема 1] имеем

k∑

n=1

λnXn
wτl−→ AY при k →∞.

Отсюда ввиду раздельной twτl-непрерывности операции умножения [5, теоре-
ма 1] получаем

A−1
k∑

n=1

λnXn =
k∑

n=1

λnA
−1Xn

wτl−→ Y при k →∞, (3)

т. е. Y =
∞∑

n=1
λnA

−1Xn.

Единственность. Предположим, что оператор Y ∈ X (A) допускает два
различных представления

Y =

∞∑

n=1

λnA
−1Xn =

∞∑

n=1

αnA
−1Xn.

Тогда по теореме 1 из [22] имеем

k∑

n=1

λnA
−1Xn

wτl−→ Y,
k∑

n=1

αnA
−1Xn

wτl−→ Y при k →∞.
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Отсюда в силу раздельной twτl-непрерывности операции умножения [5, теоре-
ма 1] получаем (см. (3))

AY =

∞∑

n=1

λnXn =

∞∑

n=1

αnXn;

противоречие.
(iii) Пусть U открыто в X , т. е.

∀X ∈ U ∃ε = ε(X) > 0 ∀Y ∈X (‖X − Y ‖X < ε⇒ Y ∈ U ). (4)

Нужно доказать, что

∀X̃ ∈ A−1 ·U ∃ε̃ = ε̃(X̃) > 0 ∀Ỹ ∈X (A) (‖X̃ − Ỹ ‖X (A) < ε̃⇒ Ỹ ∈ A−1 ·U ).

Для X̃, Ỹ ∈ A−1 ·U найдутся такие X, Y ∈ U , что X̃ = A−1X , Ỹ = A−1U ;
с учетом (4) имеем

‖X̃ − Ỹ ‖X (A) = ‖A(A−1X −A−1Y )‖X = ‖X − Y ‖X < ε.

Можно взять ε̃ = ε.
(iv) Множество U ⊂ X ограничено в 〈X , ‖ · ‖X 〉 тогда и только то-

гда, когда для каждой окрестности нуля V найдется такое число λ > 0, что
U ⊂ λV . Иначе говоря, ‖αnXn‖X → 0 при n → ∞ для всех последователь-
ностей (Xn)∞n=1 ⊂ U и (αn)∞n=1 ⊂ C, αn → 0 при n → ∞ [29, гл. 1, теоре-
ма 1.30]. Покажем, что множество A−1 · U ограничено в 〈X (A), ‖ · ‖X (A)〉.
Пусть (Yn)∞n=1 ⊂ A−1 ·U произвольна и (αn)∞n=1 ⊂ C, αn → 0 при n→∞. Тогда
найдется такая последовательность (Xn)∞n=1 ⊂ U , что Yn = A−1Xn для всех
n ∈ N и

‖αnYn‖X (A) = ‖αnA
−1Xn‖X (A) = ‖αnAA−1Xn‖X = ‖αnXn‖X → 0

при n→∞. �

Очевидно, если F -нормированное пространство 〈E , ‖ · ‖E 〉 имеет базис Ша-
удера, то оно сепарабельно. Топологическое векторное пространство, содержа-
щее ограниченную окрестность нуля, называется локально ограниченным.

Следствие 4. F -НИП 〈X , ‖ · ‖X 〉 локально ограничено (соответственно

локально выпукло) тогда и только тогда, когда 〈X (A), ‖·‖X (A)〉 локально огра-

ничено (соответственно локально выпукло).

Следствие 5. F -НИП 〈X , ‖ ·‖X 〉 нормируемо тогда и только тогда, когда

〈X (A), ‖ · ‖X (A)〉 нормируемо.

Доказательство. Топологическое векторное пространство нормируемо
тогда и только тогда, когда в нем существует выпуклая ограниченная окрест-
ность нуля [29, гл. 1, теорема 1.39]. �

Лемма 2. Пусть X и Y — F -НИП на (M , τ) и 〈Y , ‖ · ‖Y 〉 полно, Z —

всюду плотный в X линеал. Пусть оператор A ∈ S(M , τ) такой, что AZ ⊆ Y ,

причем мультипликатор MA : Z → Y непрерывен. Пусть MA : X → Y —

продолжение MA по непрерывности на все пространство X . Тогда MA также

будет мультипликатором на оператор A.

Доказательство. Пусть X ∈ X , Xi ∈ Z и Xi → X в 〈X , ‖ · ‖X 〉. Тогда

MAXi = MAXi → MAX в 〈Y , ‖ · ‖Y 〉. В силу [5, теорема 1] имеем Xi
wτl−→
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X , а также MAXi
wτl−→ MAX . Ввиду [22, теорема 1] мультипликатор MA :

S(M , τ) → S(M , τ) twτl-непрерывен. Поэтому MAXi
wτl−→ MAX , тем самым

MAX = MAX = AX . �

Аналогичный результат верен и для мультипликатора LAX = XA.

Теорема 5. Пусть X и Y — F -НИП на (M , τ) и AX ⊆ Y для некоторого

оператора A ∈ S(M , τ). Тогда мультипликатор MAX = AX , MA : X →
Y , непрерывен. В частности, при X ⊆ Y естественное вложение X в Y

непрерывно.

Доказательство. Проверим, что график оператора MA замкнут. Дей-

ствительно, если Xn → X в X и AXn → Y в Y , то Xn
wτl−→ X и AXn

wτl−→ Y
в силу [22, теорема 1]. Тогда Y = AX ввиду раздельной twτl-непрерывности
операции умножения [5, теорема 1]. Остается применить теорему о замкнутом
графике [29, гл. 2, теорема 2.15]. �

Замечание 1. Топологическое пересечение не более чем счетного семей-
ства F -НИП 〈Xn, ‖·‖Xn

〉 на (M , τ) также является F -НИП на (M , τ) с F -нормой

‖X‖X =
∑

n≥1

2−n ‖X‖Xn

1 + ‖X‖Xn

.

Напомним, что X =
⋂
n≥1

Xn; проективная (или инициальная) топология (см.

[30, с. 35]), индуцируемая вложениями X ⊂ Xn, n ∈ N, будет линейной топо-
логией, базис окрестностей нуля которой образуют множества вида Un1

∩ · · · ∩
Unm

∩X , где Un — окрестность нуля в Xn. Пространство X , наделенное этой
топологией, называется топологическим пересечением пространств Xn.

Теорема 6. Пусть (Xn)n≥1 — убывающая последовательность F -НИП на

(M , τ) таких, что пространство X =
⋂
n≥1

Xn плотно в каждом Xn, Y — неко-

торое локально ограниченное F -НИП на (M , τ) и A ∈ S(M , τ). Тогда AX ⊆ Y

в том и только в том случае, когда AXn ⊆ Y при некотором n ∈ N.

Доказательство. Пусть AX ⊆ Y . Из теоремы 5 и замечания 1 вытека-
ет, что мультипликатор MA : X → Y непрерывен. Пусть V — ограниченная
окрестность нуля в Y . Существует набор окрестностей нуля (Uk(⊂ Xk))

n
k=1

такой, что MA(X ∩U1 ∩ · · · ∩Un) ⊆ V . Из непрерывности вложений Xn ⊂ Xk,
k = 1, . . . , n, следует, что существуют такие окрестности нуля Wk в Xk, что

Wk ⊂ Uk, k = 1, . . . , n. Полагая U =
n⋂

k=1

Wk, получаем окрестность нуля в Xn,

для которой MA(U ∩X ) ⊆ V . Ограниченность окрестности V эквивалентна
тому, что система ее растяжений εV (ε > 0) образует фундаментальную систе-
му окрестностей нуля в Y . Так как для любого ε > 0 имеем MA(εU ∩X ) ⊆ εV ,
отображение MA : X → Y непрерывно относительно топологии на X , индуци-
руемой из Xn. Продолжим это отображение по непрерывности до некоторого
отображения из Xn в Y . В силу леммы 2 продолженное отображение также
будет мультипликатором на A, следовательно, AXn ⊆ Y . �

Следствие 6. Пусть (Xn)n≥1, X и Y такие же, как в теореме 6. Тогда

X ⊆ Y ⇐⇒ Xn ⊆ Y для некоторого n ∈ N.

Доказательство. Применить теорему 6 к оператору A = I. �
Прошу ссылку в [20] дать на раздел, а не на страницу!!!
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Теорема 7 (ср. с [20, с. 608?]). Пусть X , Y1, . . . ,Yn, . . . — произвольная ?!
последовательность F -НИП на (M , τ), причем 〈X , ‖ · ‖X 〉 полно. Тогда X ⊆
∞⋃

n=1
Yn в том и только в том случае, когда X ⊆ Yn при некотором n ∈ N.

Доказательство. Для Xn = X ∩ Yn имеем X =
∞⋃

n=1
Xn. Из теоремы

Бэра о категории следует, что при некотором n ∈ N пространство Xn является
множеством второй категории в X . Пространство Xn, рассматриваемое как
топологическое пересечение пространств X и Yn, является F -НИП на (M , τ),
причем вложение Xn ⊂ X непрерывно. Из теоремы Банаха [31, гл. III, теоре-
ма 3] имеем Xn = X , т. е. X ⊆ Yn. �
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