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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðèì n ìóæ÷èí, n æåíùèí è n ñîáàê, êàæäûé ìóæ÷èíà èìååò ïîëíûé
ñïèñîê ïðåäïî÷òåíèé æåíùèí, êàæäàÿ æåíùèíà ïîëíûé ñïèñîê ïðåäïî÷òåíèé ñîáàê è êàæ-
äàÿ ñîáàêà èìååò ïîëíûé ñïèñîê ïðåäïî÷òåíèé ìóæ÷èí (ìû ðàññìàòðèâàåì òàê íàçûâàåìóþ
3D-CYC problem � òðåõìåðíóþ çàäà÷ó ñ öèêëè÷åñêèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè). Òðèñî÷åòàíèå åñòü
íàáîð n íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðîåê, ñîäåðæàùèõ ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ êàæäîãî ãåíäåðà.
Òðèñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (òàê íàçûâàåìûì stable matching (SM)), åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò ìóæ÷èíû, æåíùèíû è ñîáàêè èç ðàçíûõ òðîåê ïðåäïî÷èòàþùèõ äðóã äðóãà ïàðòíåðàì
â ñâîèõ òðîéêàõ. Ãèïòîòåçà Eriksson, S�ostrand è Strimling (2006) ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî çàäà÷à
îòûñêàíèÿ SM (òàê íàçûâàåìàÿ 3DSM-CYC çàäà÷à) âñåãäà èìååò ðåøåíèå. Ïîñòåïåííî ãè-
ïîòåçà áûëà äîêàçàíà äëÿ âñåõ n 6 5. Îäíàêî, Lam è Paxton (2019) ïðåäëîæèëè àëãîðèòì
êîíñòðóèðîâàíèÿ ìàòðèö ïðåäïî÷òåíèé äëÿ 3DSM-CYC ðàçìåðà n = 90, ïðè êîòîðûõ SM íå
ñóùåñòâóåò. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíòðïðèìåðîâ ìåíüøåãî ðàçìåðà îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì íàãëÿäíûé êîíòðïðèìåð äëÿ 3DSM-CYC ðàçìåðà n = 24.
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1. Ââåäåíèå

Ýòà ðàáîòà âîçíèêëà èç ïîïûòîê ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ ðåçóëü-
òàòû C.-K. Lam è C.G. Plaxton [11], îïðîâåðãàþùèå ãèïîòåçó K. Eriksson, J. S�ostrand è
P. Strimling [5]. Òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà äåëàåò èõ ãîðàçäî íàãëÿäíåå. Ýòî âòîðàÿ ðàáîòà
(ïîñëå [14]) èç ñåðèè ðàáîò, ñâÿçàííîé ñ ýòîé òåìîé. Ðàáîòó [14] â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäãîòîâèòåëüíóþ, îíà ðåøàåò îòäåëüíóþ ïðîáëåìó, ïî-
ñòàâëåííóþ P. Bir�o è E. McDermid [1]. Ìû äàäèì âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ââîäíûå
çàìå÷àíèÿ; ìû òàêæå ïåðåäîêàæåì ðåçóëüòàò èç [14], èñïîëüçóåìûé çäåñü. Ìû ñòàðàëèñü
ñäåëàòü ýòó ðàáîòó äîñòóïíîé äëÿ íåïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ.
Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ n ìóæ÷èí è n æåíùèí, ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ñïèñêè ïðåäïî÷òå-

íèé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåïîëíûå) ïðåäñòàâèòåëåé ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîëà. Ïàðîñî÷åòàíèåì

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.08.2021, ïîñëå äîðàáîòêè 13.12.2021. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè _._.202_.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ìíîãî÷èñëåííûå êîí-
ñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ, ñóùåñòâåííî ïðåîáðàçèâøèå ðàáîòó. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçà-
öèè Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäå-
ðàëüíîãî îêðóãà (ñîãëàøåíèå � 075-02-2021-1393).
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íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ìóæ÷èí è æåíùèí íà ãåòåðîñåêñóàëüíûå ñåìüè, îòìåòèì,
÷òî ïðè íåïîëíûõ ñïèñêàõ ïðåäïî÷òåíèé, íåêîòîðûå èç ìóæ÷èí è æåíùèí ìîãóò îñòàâàòüñÿ
îäèíîêèìè. Ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ìóæ÷èí è æåíùèí,
ïðåäïî÷èòàþùèõ äðóã äðóãà ñâîèì ïàðòíåðàì (à îäèíîêèå íå ìîãóò �îòáèòü� îáðó÷¼ííûõ
èëè íàõîäèòüñÿ â ñïèñêàõ ïðåäïî÷òåíèé äðóã ó äðóãà). Ä. Ãåéë è Ë. Øåïëè äîêàçàëè ñó-
ùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Â [6] îíè ïðåäëîæèëè àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n2),
ïîçâîëÿþùèé íàéòè óñòîé÷èâîå ïàðîñî÷åòàíèå äëÿ ïîëíûõ ñïèñêîâ ïðåäïî÷òåíèé. Çàìåòèì,
÷òî ïî÷òè òîò æå àëãîðèòì ïðèìåíèì è äëÿ íåïîëíûõ ñïèñêîâ ïðåäïî÷òåíèé, îí, â ÷àñòíî-
ñòè, ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàáîðå àáèòóðåíòîâ â ÂÓÇû âî ìíîãèõ ñòðàíàõ (íî, óâû, â íåêîòîðûõ
ñòðàíàõ ÷èíîâíèêè, âèäèìî, íå çíàþò î åãî ñóùåñòâîâàíèè). Ïðàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî
àëãîðèòìà áûëà îòìå÷åíà ïðè âðó÷åíèè Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå Ëëîéäó Øåï-
ëè è Ýëâèíó Ðîòà â 2012-ì ãîäó. Íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ãåéëà-Øåïëè (ñì.,
íàïðèìåð, [10]) ïîçâîëÿåò òàêæå â ñëó÷àå íåïîëíûõ ñïèñêîâ ïðåäïî÷òåíèé íàéòè ïîëíîå
óñòîé÷èâîå ïàðîñî÷åòàíèå (áåç îäèíîêèõ ïåðñîí) èëè äîêàçàòü åãî îòñóòñòâèå.
Â êîíöå êíèãè [10], âïåðâûå èçäàííîé â 1976-ì ãîäó, Ä.Ý. Êíóò îòìåòèë ðÿä îòêðû-

òûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ àëãîðèòìîì Ãåéëà-Øåïëè è ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åé. Íàïðè-
ìåð, âçàèìîñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ïîèñêà óñòîé÷èâîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è çàäà÷åé î íàçíà÷å-
íèè [12]. Äðóãàÿ ïðîáëåìà, âûçâàâøàÿ áîëüøèé ïîòîê ïóáëèêàöèé, � âîçìîæíîñòü îáîáùå-
íèÿ òåîðèè óñòîé÷èâûõ ïàðîñî÷åòàíèé íà ñëó÷àé òð¼õ ãåíäåðîâ (òàê íàçûâàåìàÿ, òð¼õìåð-
íàÿ ïðîáëåìà ïîèñêà óñòîé÷èâûõ ìýò÷èíãîâ � 3DSM).
Íàèáîëåå èíòåðåñíûé âàðèàíò â k-ãåíäåðíîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ïðè öèêëè÷åñêîì õàðàêòå-

ðå ïðåäïî÷òåíèé: ïðåäñòàâèòåëè 1-ãî ãåíäåðà ðàíæèðóþò ïðåäñòàâèòåëåé 2-ãî, ïðåäñòàâèòå-
ëè 2-ãî ãåíäåðà íåðàâíîäóøíû ê 3-ìó, è ò.ä., ó êàæäîãî ïðåäñòàâèòåëÿ k-ãî ãåíäåðà èìååòñÿ
ñïèñîê ñèìïàòèé ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäñòàâèòåëÿì 1-ãî ãåíäåðà (îá îñòàëüíûõ âàðèàíòàõ
k-ãåíäåðíîãî ñëó÷àÿ ñì. [15, ãëàâà 5.6]). Êîðòåæ, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ ïî îäíîìó ïðåäñòà-
âèòåëþ êàæäîãî ãåíäåðà íàçûâàåòñÿ ñåìü¼é, à íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåìåé ìýò÷èíãîì.
Ìýò÷èíã íàçûâåòñÿ ñëàáî óñòîé÷èâûì, åñëè íå íàéä¼òñÿ íå ñîäåðæàùåéñÿ â ìýò÷èíãå ñå-
ìüè, êàæäîìó ÷ëåíó êîòîðîé ñòàíåò �ëó÷øå�, êîãäà îíè ñòàíóò æèòü âìåñòå. Â äàëüíåéøåì,
äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèí óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã âìåñòî òåðìèíà ñëàáî
óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã.
Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâèòåëåé êàæäîãî èç ãåíäåðîâ. Â [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî

ïðè ïîëíûõ ñïèñêàõ ïðåäïî÷òåíèé óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã âñåãäà ñóùåñòâóåò, åñëè n 6 k. Ïðè
k = 3 ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí â [5] íà ñëó÷àé n = k+1 = 4. Òàì æå áûëà âûäâèíóòà ãè-
ïîòåçà, ÷òî â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî n ïðè ïîëíûõ
ñïèñêàõ ïðåäïî÷òåíèé. Çàëà÷ó íàõîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî íà-
çûâàòü çàäà÷åé 3-DSM-CYC èëè ïðîñòî 3DSM (à 3 ðàññìàòðèâàåìûõ ãåíäåðà ìóæ÷èíàìè,
æåíùèíàìè è ñîáàêàìè). Èñïîëüçóÿ ïåðåôîðìóëèðîâêó êëàññè÷åñêîé NP-ïîëíîé çàäà÷è
�âû÷èñëèìîñòü� è õîðîøî îðãàíèçîâàííûé ïîëíûé êîìïüþòåðíûé ïåðåáîð, â ðàáîòå [16]
áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû K. Eriksson et al. äëÿ n = 5. Â [17] áûëî äîêàçàíî,
÷òî ïðè ñëó÷àéíûõ ñïèñêàõ ïðåäïî÷òåíèé â çàäà÷å 3DSM ñðåäíåå êîëè÷åñòâî óñòîé÷èâûõ
ìýò÷èíãîâ ðàñò¼ò êàê Ω(n2 ln2(n)).
Â ñëó÷àå íåïîëíûõ ñïèñêîâ ïðåäïî÷òåíèé â ðàáîòå [1] áûëî çàìå÷åíî îòëè÷èå òð¼õìåðíî-

ãî ñëó÷àÿ îò äâóìåðíîé ñèòóàöèè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ 3DSMI (3DSM with
incomplete preference lists � òð¼õìåðíàÿ çàäà÷à ïîèñêà óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà ñ íåïîëíûìè
ñïèñêàìè ïðåäïî÷òåíèé). Çäåñü (êàê è â äâóìåðíîé ñèòóàöèè, îáñóæä¼ííîé âûøå) íåêîòî-
ðûå àãåíòû ìîãóò îñòàòüñÿ îäèíîêèìè. P. Biro è E. McDermid çàìåòèëè, ÷òî ðåøåíèå 3DSMI
ñóùåñòâóåò íå âñåãäà � èìè áûë ïîñòðîåí ÿâíûé ïðèìåð çàäà÷è 3DSMI ðàçìåðà n = 6 áåç
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óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà. Áîëåå òîãî, áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè
3DSMI NP-ïîëíà.
Íàêîíåö, íåäàâíî â [11], âîïðåêè îæèäàíèåì, ãèïîòåçà K. Eriksson et al. áûëà îïðîâåðã-

íóòà. C.-K. Lam è C.G. Plaxton ñîïîñòàâèëè çàäà÷å 3DSMI íåêîòîðóþ çàäà÷ó 3DSM äëÿ
çíà÷åíèÿ n â 15 ðàç áîëüøåãî èñõîäíîãî, êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
èìååò ðåøåíèå èñõîäíàÿ çàäà÷à 3DSMI. Òàêèì îáðàçîì, îíè äîêàçàëè, ÷òî âîïðîñ ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è 3DSM � NP-ïîëíàÿ ïðîáëåìà.
Çàìåòèì, ÷òî C.-K. Lam è C.G. Plaxton ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî k > 2

(ìíîæèòåëü 15 åñòü êîíêðåòèçàöèÿ ìíîæèòåëÿ k((k − 1)2 + 1)) äëÿ k = 3). Ïðèìåð èç
ñòàòüè [1] ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèìåð çàäà÷è 3DSM äëÿ n = 90 = 6 × 15 áåç óñòîé÷èâîãî
ìýò÷èíãà. Âîïðîñ î êîíòðïðèìåðàõ ìåíüøåãî ðàçìåðà áûë ïîñòàâëåí â ðàáîòå [11] â êà÷åñòâå
îòêðûòîé ïðîáëåìû.
Î÷åâèäíûé ñïîñîá ñíèæåíèÿ ðàçìåðà êîíòðïðèìåðîâ äëÿ 3DSM� ðåøèòü çàäà÷ó, ïîñòàâ-

ëåííóþ P. Bir�o è E. McDermid î ïîèñêå ïðèìåðîâ çàäà÷è 3DSMI áåç óñòîé÷èâûõ ìýò÷èíãîâ
äëÿ n < 6. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà íàìè â ðàáîòå [14]. Ìû äîêàçàëè îòñóòñòâèå òàêèõ
êîíòðïðèìåðîâ äëÿ n < 3 è ïðåäúÿâèëè íåñêîëüêî êîíòðïðèìåðîâ äëÿ 3DSMI c n = 3.
Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ðàáîò [14] è [11] ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð äëÿ 3DSM
ðàçìåðà n = 45.
Äðóãîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñíèæåíèè ìíîæèòåëÿ 15 ïðè êîíñòðóèðîâàíèè íåðàçðåøè-

ìîé 3DSM ïî íåðàçðåøèìîé 3DSMI. Â ýòîé ðàáîòå ìû äîêàæåì ÷òî êàæäîìó êîíòðïðèìåðó
äëÿ 3DSMI ðàçìåðà n ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîíòðïðèìåð äëÿ 3DSM ðàçìåðà 8n. Áëàãîäàðÿ
ýòîìó ðàçìåð êîíòðïðèìåðà çàäà÷è 3DSM áóäåò ñíèæåí äî 3× 8 = 24.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2, ìû ïðåäñòàâèì

çàäà÷è 3DSM-CYC è 3DSMI-CYC â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ. Â ðàçäåëå 3 äîêàçàíî ÷òî
êàæäîìó ïðèìåðó çàäà÷è 3DSMI ðàçìåðà n áåç óñòîé÷èâûõ òðèñî÷åòàíèé ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü ïðèìåð çàäà÷è 3DSM ðàçìåðà 8n ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Â ðàçäåëå 4 ìû ðåçþìèðóåì
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è îáñóäèì íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Â ïðèëîæåíèè
ïðèâåäåíî êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåìîé íàìè Òåîðåìû 2 èç [14].

2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 3DSM (3DSMI) â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ

Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, E (èëè E(G)) � ìíîæåñòâî åãî ð¼áåð, ñðåäè íèõ
íåò êðàòíûõ. Ìíîæåñòâî åãî âåðøèí V ðàçäåëåíî íà 3 ÷àñòè: ìóæ÷èí M , æåíùèí F è
ñîáàê D. Èç ëþáîé âåðøèíû v ∈ M ð¼áðà èñõîäÿò â (íåêîòîðûå) âåðøèíû èç F , èç ëþáîé
âåðøèíû v ∈ F ð¼áðà èäóò â (íåêîòîðûå) âåðøèíû èç D, è èç ëþáîé âåðøèíû v ∈ D
ð¼áðà íàïðàâëåíû â (íåêîòîðûå) âåðøèíû èç M . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî |M | = |F | = |D|, åñëè
ýòî íå òàê, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîëÿ äîïîëíÿåòñÿ âåðøèíàìè, íå ñâÿçàííûìè ñ îñòàëüíîé
÷àñòüþ ãðàôà. ×èñëî n = |M | = |F | = |D| íàçûâàåòñÿ ðàçìåðîì çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå
öèêëû ãðàôà G èìåþò äëèíó, êðàòíóþ 3. Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì äëÿ âîçìîæíîñòè ðàçáèåíèÿ âåðøèí ëþáîãî îðããðàôà G íà 3 ÷àñòè M , F , D
òàê, ÷òîáû âñå åãî ð¼áðà èìåëè îðèåíòàöèþ, îïèñàííóþ âûøå.
Êàæäîìó ðåáðó (v, v′), v, v′ ∈ V ñîïîñòàâëåíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî r(v, v′), íàçûâàåìîå

ðàíãîì ýòîãî ðåáðà. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî v ∈ V âñå âîçìîæíûå ðàíãè r(v, v1), . . . , r(v, vk)
ñîâïàäàþò ñ {1, . . . , k}, ãäå k � èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü âåðøèíû v (íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, åñëè
r(v, v′) = 1, òî v′ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí äëÿ v, è ò.ä.).
Òðèñî÷åòàíèåì íàçîâ¼ì ïîäãðàô H(V ) ãðàôà G, â êîòîðîì èç êàæäîé âåðøèíû v ∈ V

èñõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðåáðà, ïðè÷¼ì, åñëè èç âåðøèíû v èñõîäèò ðåáðî, òî îíî ëåæèò
íà öèêëå äëèíû 3 ãðàôà H. Öèêëû äëèíû 3 ãðàôà H íàçûâàþòñÿ ñåìüÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî
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ëþáàÿ ñåìüÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà èìååò âèä (m, f, d), ãäå m ∈M , f ∈ F , d ∈
D. Çàìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì ïðè çàïèñè ñåìüè íàì áóäåò óäîáíî íå ôèêñèðîâàòü ïîðÿäîê
ãåíäåðîâ âíóòðè ñåìüè � çàïèñè ñåìüè â âèäå ëþáîé òðîéêè, ïîëó÷åííîé öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì èç èñõîäíîé, ìû áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè.
Íèæå ìû áóäåì èíîãäà óïîòðåáëÿòü ïîíÿòèå ñåìüÿ â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå êàê ëþáîé

öèêë äëèíû 3 ãðàôàG. Îäíàêî, â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðèñî÷åòàíèåH ôèêñèðîâàíî, òî äðóãèå
öèêëû äëèíû 3 ìû áóäåì îïèñûâàòü ÿâíî, óïîòðåáëÿÿ òåðìèí �ñåìüÿ� òîëüêî ïî îòíîøåíèþ
ê öèêëàì, âõîäÿùèì â òðèñî÷åòàíèå.
Ìýò÷èíãîì µ íàçûâàåòñÿ íàáîð âñåõ ñåìåé òðèñî÷åòàíèÿH. Ðàíã Rµ(v) âåðøèíû v, v ∈ V

â ìýò÷èíãå µ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíã ðåáðà, èñõîäÿùåãî èç ýòîé âåðøèíû â ïîäãðàôåH. Åñëè
â ïîäãðàôå H èç âåðøèíû v íå èñõîäèò ðåáðà, òî Rµ(v) ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì +∞.
Òðîéêà (v, v′, v′′) íàçûâàåòñÿ áëîêèðóþùåé äëÿ ìýò÷èíãà µ, åñëè ýòî öèêë ãðàôà G è

r(v, v′) < Rµ(v), r(v′, v′′) < Rµ(v′), r(v′′, v) < Rµ(v′′).

Ìýò÷èíã µ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóåò áëîêèðóþùèõ òðîåê.
Çàäà÷à 3DSMI (3-dimension stable matching with incomlete preference lists) ñîñòîèò â îòûñ-

êàíèè óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G. Èçâåñòíî, ÷òî îí íå âñåãäà ñóùåñòâóåò.
Áîëåå òîãî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ NP-
ïîëíîé. Ýòî, êàê óæå ãîâîðèëîñü âî Ââåäåíèè, äîêàçàëè P. Bir�o è E. McDermid. Îíè ïîñòðî-
èëè ÿâíûé ïðèìåð ãðàôà G ðàçìåðà 6, äëÿ êîòîðîãî óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà íå ñóùåñòâóåò.
Çàäà÷à 3DSM ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé 3DSMI, â êîòîðîì èñõîäÿùàÿ (è âõî-

äÿùàÿ) ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà ðàâíà ðàçìåðó çàäà÷è n.
Ââåä¼ì åù¼ (òàêîå æå êàê â [15] è äðóãèõ ðàáîòàõ) îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâå àãåíòîâ

(âåðøèí ãðàôà), îáîçíà÷àåìîå òåì æå ñèìâîëîì µ, ÷òî è ìýò÷èíã, ïî êîòîðîìó ýòî îòîáðà-
æåíèå ñòðîèòñÿ. Åñëè àãåíò x îñòà¼òñÿ îäèíîêèì, òî ïîëîæèì µ(x) = x. Èíà÷å µ(x) = y, ãäå
y � âåðøèíà, â êîòîðóþ âåä¼ò ðåáðî â ïîäãðàôå H, ïîðîæäàþùåì ìýò÷èíã µ, åñëè òàêîâîå
ðåáðî â ïîäãðàôå H èìååòñÿ. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, â ýòîì ñëó÷àå µ(x) � ïàðòí¼ð x ïî ñå-
ìüå, ê êîòîðîìó �íåðàâíîäóøåí� x. Î÷åâèäíî, ÷òî â 3DSM, â îòëè÷èå îò 3DSMI, ðàâåíñòâî
µ(x) = x äëÿ óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà íåâîçìîæíî.
Âåçäå íèæå ãðàôû çàäà÷ 3DSM, 3DSMI è èõ ïîäãðàôû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè G,

H è, êîãäà ýòî áóäåò óìåñòíî, ñèìâîëàìè H ñ ðàçëè÷íûìè íèæíèìè èíäåêñàìè. Ïðè ýòîì,
åñëè ìû îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàåì ïîäãðàôû H è ïîäãðàô H ñ êàêèì-ëèáî íèæíèì
èíäåêñîì, òî ýòî ðàçëè÷íûå ïîäãðàôû. ×åðåç H â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
â íåêîòîðîì ñìûñëå �öåíòðàëüíûé� ïîäãðàô, à ÷åðåç H ñ íåêîòîðûì èíäåêñîì � �ïåðåôå-
ðèéíûé� ïîäãðàô, ñâîèì èíäåêñîì õàðàêòåðèçóåìûé. Âåðøèíû ïîñëåäíåãî ïîäãðàôà áóäóò
èìåòü òîò æå íèæíèé èíäåêñ, ÷òî è H.

3. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåðàçðåøèìûìè çàäà÷àìè 3DSMI è 3DSM

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî êàæäîé 3DSMI ðàçìåðà n, íå èìåþùåé óñòîé÷èâîãî
ìýò÷èíãà, ñîîòâåòñòâóåò 3DSM ðàçìåðà 8n, îáëàäàþùàÿ òåì æå ñâîéñòâîì. Êàê óæå áûëî
îòìå÷åíî âî Ââåäåíèè, ðàíåå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñ ìíîæèòåëåì 15 áûë óñòàíîâëåí C.-
K. Lam è C. G. Plaxton [11]. Êàê ñëåäñòâèå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû íàøåé ðàáîòû [14] (ñì.
Ëåììó 5 â Ïðèëîæåíèè), ìû ïîëó÷àåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû 3DSM ðàçìåðà 24, íå èìåþùèå
óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäãðàôû âçâåøåííîãî ãðàôà çàäà÷è 3DSM. Ñíà÷àëà ìû äîêà-

æåì Êëþ÷åâóþ Ëåììó 1 (ðàçáèâ å¼ äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî ñàìîñòîÿòåëüíûõ ÷àñòåé).
Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäãðàô, ïî ýêçåìëÿðó êîòîðîãî ìû �ïðèöåïèì� ê êàæäîé èç âåðøèí
ãðàôà H, çàäàþùåãî 3DSMI, íå èìåþùóþ óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà.
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Ðèñ. 1. ×àñòü ãðàôà, çàäàþùåãî ïðåäïî÷òåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ â Ëåììå 1.
Ðàçíûå ÿðêîñòè âåðøèí ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ãåíäåðàì, îäèí èç ãåíäåðîâ
âûäåëåí òàêæå æèðíûì øðèôòîì íàïèñàíèÿ âåðøèí. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè
èçîáðàæåíû ð¼áðà ðàíãà 1, øòðèõîâûìè � ðàíãà 2. Ð¼áðà, èçîáðàæ¼ííûå
ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, èìåþò ðàíãè r′x, r

′
x + 1 èëè 3 (ðàíãè ýòèõ ð¼áåð ïîä-

ïèñàíû).

Ëåììà 1 (Êëþ÷åâàÿ ëåììà). Ïóñòü íåêîòîðûé ïîäãðàô ãðàôà çàäà÷è 3DSM èìååò ñëå-
äóþùèé âèä (ñì. Ðèñ 1), â ÷àñòíîñòè,

r(b, s) = r(d, t) = 3, r(x, c) = r′x, r(x, d) = r′x + 1, (1)

ãäå r′x ∈ {1, . . . , n − 1}. Ïóñòü µ � óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã â ýòîé çàäà÷å è y = µ(x). Òîãäà
âîçìîæíà ëèøü îäíà èç äâóõ àëüòåðíàòèâ:
À) y ∈ {c, d} è µ(y) ∈ {a, b, t};
Á) r(x, y) < r′x.

c

e

a

x

b

Ðèñ. 2. ×àñòü ãðàôà, çàäàþùåãî ïðåäïî÷òåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ â Ëåììå 2.

Ëåììà 2. Ïóñòü íåêîòîðûé ïîäãðàô ãðàôà çàäà÷è 3DSM èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì.
Ðèñ 2). Ïóñòü µ � óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã â ýòîé çàäà÷å è µ(x) = c. Òîãäà µ(c) ∈ {a, b}.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ Rµ(e) > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(c) 6∈
{a, b}. Òîãäà Rµ(c) > 2, Rµ(a) > 1 è Rµ(b) > 1. Ðàññìîòðèì òðîéêó (c, a, e). Èìååì: r(c, a) <
Rµ(c), r(e, c) < Rµ(e), r(a, e) 6 Rµ(a). Çíà÷èò, òðîéêà (c, a, e) íå áóäåò áëîêèðóþùåé, òîëüêî
åñëè µ(a) = e. Íî òîãäà Rµ(b) > 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, (c, b, e) � áëîêèðóþùàÿ òðîéêà. �

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü ïðè¼ì, ïðèìåí¼ííûé â äîêàçàòåëü-
ñòâå ýòîé ëåììû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðàññìàòðèâàÿ ïîòåíöèàëüíî áëîêèðóþùóþ òðîéêó
(c, a, e), ìû âûâåëè, ÷òî µ(a) = e.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3D-ìýò÷èíãà, äëÿ ëþáûõ íåñîâïàäàþùèõ âåð-
øèí h è g ðàâåíñòâà µ(h) = g è µ(µ(g)) = h ýêâèâàëåíòû. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè µ(u2) = u1,
òî òðîéêà (u1, v, u2) íå îáðàçóåò ñåìüè èç ìýò÷èíãà ëèøü òîãäà, êîãäà µ(u1) 6= v.

Ëåììà 3. Ïóñòü íåêîòîðûé ïîäãðàô ãðàôà çàäà÷è 3DSM èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà
Ðèc. 1. Ïóñòü µ � óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã â ýòîé çàäà÷å è µ(x) = d. Òîãäà µ(d) ∈ {a, b, t}.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïî óñëîâèþ Rµ(x) = r′x + 1, µ(e) 6= d,
µ(s) 6= d.
Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî: µ(d) 6∈ {a, b, t}. Òîãäà Rµ(d) > 3. Êðîìå òîãî, µ(a) 6= x,

èíà÷å áû µ(d) = µ(µ(x)) = a. Ñëåäîâàòåëüíî Rµ(a) > 1. Àíàëîãè÷íî Rµ(b) > 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, µ(c) = a, èíà÷å òðîéêà (c, a, x) � áëîêèðóþùàÿ.
Äîêàæåì, ÷òî µ(a) = e, òî åñòü â ìýò÷èíãå µ åñòü ñåìüÿ (c, a, e). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî

íå òàê, òî Rµ(a) > 2, Rµ(e) > 1 è òðîéêà (d, a, e) áóäåò áëîêèðóþùåé.
Àíàëîãè÷íî, µ(b) = s (èíà÷å òðîéêà (d, b, s) áóäåò áëîêèðóþùåé)(ñì. Ðèñ. 3).

c d
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x

b

s

3

3

Ðèñ. 3. ×àñòü ãðàôà, çàäàþùåãî ïðåäïî÷òåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ â Ëåììå 3.
Óòîëùåíèåì âûäåëåíû ð¼áðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì, âõîäÿùèì â ñåìüè
ìýò÷èíãà µ, åñëè µ(d) 6∈ {a, b, t}.

Òàê êàê µ(t) 6∈ {e, s}, òî Rµ(t) > 2. Íî òîãäà òðîéêà (d, t, s) ÿâëÿåòñÿ áëîêèðóþùåé. �

Ëåììà 4. Ïóñòü íåêîòîðûé ïîäãðàô ãðàôà çàäà÷è 3DSM èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì.
Ðèñ 4). Ïóñòü µ � óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã â ýòîé çàäà÷å, µ(x) 6∈ {c, d}, Òîãäà Rµ(x) < r′x.

c d

a

x

b r′x r′x + 1

Ðèñ. 4. ×àñòü ãðàôà, çàäàþùåãî ïðåäïî÷òåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ â Ëåììå 4.
Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ð¼áðà ðàíãà 1, øòðèõîâûìè � ðàíãà 2.
Ð¼áðà, èçîáðàæ¼ííûå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, èìåþò ðàíãè r′x, r

′
x + 1 (ðàíãè

ýòèõ ð¼áåð ïîäïèñàíû) Óòîëùåíèåì âûäåëåíû ð¼áðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïà-
ðàì, âõîäÿùèì â ñåìüè ìýò÷èíãà µ â ñèòóàöèè Rµ(x) > r′(x), µ(c) 6= a.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû îò ïðîòèâíîãî. Â ýòîì
ñëó÷àå Rµ(x) > r′x + 1.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òîãäà µ(c) = a. Äîïóñòèì ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà Rµ(c) > 1. Ðàññìîò-

ðèì òðîéêó (c, a, x). Îíà íå áóäåò áëîêèðóþùåé, òîëüêî åñëè µ(a) = x. Íî òîãäà Rµ(b) > 1.
Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ Ëåììû ïîëó÷àåì µ−1(a) 6∈ {c, d}, ïîýòîìó Rµ(d) > 1, Rµ(c) > 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà (c, b, x) íå áóäåò áëîêèðóþùåé, òîëüêî åñëè µ(c) = b (ñì. Ðèñ. 4).
Èìååì Rµ(d) > 2. Íî òîãäà òðîéêà (d, b, x) áóäåò áëîêèðóþùåé.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî µ(c) = a, ñëåäîâàòåëüíî Rµ(d) > 1. Ïðè ýòîì, ïî óñëîâèþ µ(a) 6=

x, îòêóäà Rµ(a) > 1. Òîãäà òðîéêà (d, a, x) ÿâëÿåòñÿ áëîêèðóþùåé. �

Óòâåðæäåíèå ëåììû 1, î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ ëåìì 2, 3, 4.

Çàìå÷àíèå 1. Íà âñåõ ðèñóíêàõ ìû áóäåì âûáèðàòü öâåòà âåðøèí, õàðàêòåðèçóþùèå ãåí-
äåðû, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ð¼áðà èçîáðàæ¼ííûõ ãðàôîâ øëè òîëüêî îò ò¼ìíûõ âåðøèí
ê ñåðûì, îò ñåðûõ ê áåëûì è îò áåëûõ ê ò¼ìíûì. Îäíàêî, î÷åâèäíî, ÷òî ýòè öâåòà ìîæíî
�ñäâèãàòü ïî ìîäóëþ 3�. Íàïðèìåð, â ãðàôå íà Ðèñ. 1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå áåëûå âåðøè-
íû èìåþò ñâåòëî ñåðûé öâåò. Òîãäà, êîíå÷íî, âñå áûâøèå ñâåòëî ñåðûå âåðøèíû ïðèä¼òñÿ
ïåðåêðàñèòü â ò¼ìíî ñåðûé, à âåðøèíû c è d ñäåëàòü áåëûìè, íî ôîðìóëèðîâêà Ëåììû 1
ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ.

Ïóñòü H � ãðàô çàäà÷è 3DSMI. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (H) ïîëîæèì:

ρH(v) = max
(v,v′)∈E(H)

r(v, v′).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ãðàô H çàäà÷è 3DSMI ðàçìåðà n. Ïîñòðîèì ïî íåìó
ãðàô G çàäà÷è 3DSM ñëåäóþùèì îáðàçîì. H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G (ñ òåìè æå
ðàíãàìè ð¼áåð). Ê êàæäîé âåðøèíå x ãðàôà H �ïîäâåøåíà� ñâîÿ êîïèÿ Hx ãðàôà, èçîáðà-
æ¼ííîãî íà Ðèñ. 1 ñ âåðøèíàìè ax, bx, cx, dx, ex, sx, tx 6∈ V (H) (âñå ïîäãðàôû Hx ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ). Çíà÷åíèå r′x â ôîðìóëàõ (1) îïðåäåëèì êàê ρH(x) + 1. Ðàíãè îñòàëüíûõ
ð¼áåð ãðàôà G çàäà÷è 3DSM çàäàäèì ïðîèçâîëüíî. Òîãäà, åñëè çàäà÷à 3DSMI ñ ãðàôîì H
íå èìååò óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà, òî ýòî æå âåðíî è äëÿ çàäà÷è 3DSM ñ ïîñòðîåííûì
ãðàôîì G. Ïðè ýòîì, ðàçìåð ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è 3DSM ðàâåí 8n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî äëÿ çàäà÷è 3DSM ñ ãðàôîìG ñóùåñòâóåò óñòîé-
÷èâûé ìýò÷èíã µG. Ìû ñîáèðàåìñÿ, ïîëüçóÿñü Ëåììîé 1, ïî ìýò÷èíãó µG ïîñòðîèòü ìýò÷èíã
µH çàäà÷è 3DSMI, çàäàâàåìîé ãðàôîì H. Ïîñêîëüêó ìýò÷èíã µH íåóñòîé÷èâ, òî äëÿ íåãî
ñóùåñòâóåò áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (v, v′, v′′) èç âåðøèí ïîäãðàôà H. Ìû äîêàæåì, ÷òî òà æå
òðîéêà (v, v′, v′′) áóäåò áëîêèðóþùåé äëÿ µG.
Ïðèñòóïèì ê ðåàëèçàöèè ýòîãî ïëàíà äîêàçàòåëüñòâà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ ëþáîé

âåðøèíû x ∈ V (H) âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå Ëåììû 1. Òî åñòü, ëèáî âûïîëíåíà àëüòåðíà-
òèâà A è y = µG(x) 6∈ V (H) è µG(y) 6∈ V (H); ëèáî âûïîëíåíà àëüòåðíàòèâà Á è (x, y) ∈ E(H)
è (y, µG(y)) ∈ E(H) (íàðóøåíèå ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, òî åñòü âûïîëíåíèå àëüòåð-
íàòèâû A äëÿ ïîäãðàôà Hy, âåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èþ: µG(µG(y)) ∈ {ay, by, ty} è ïîòîìó
µG(µG(y)) 6∈ V (H), íî µG(µG(y)) = x ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïîäãðàôà H, ñîãëàñíî èñõîäíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ).
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ àëüòåðíàòèâû A

ρH(x) < RµG(x). (2)

Ñîïîñòàâèì ìýò÷èíãó µG ìýò÷èíã µH çàäà÷è 3DSMI ñ ãðàôîì H. Ïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå
àëüòåðíàòèâû A èìååì µH(x) = x (àãåíò x îñòà¼òñÿ îäèíîêèì). Â ñëó÷àå àëüòåðíàòèâû Á
ïîëîæèì: µH(x) = µG(x).
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Ïî óñëîâèþ ìýò÷èíã µH íåóñòîé÷èâ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (v, v′, v′′),
ãäå v, v′, v′′ ∈ V (H). Áëîêèðîâêà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû ýòîé òðîéêè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãîâ, íàïðèìåð, äëÿ âåðøèíû v ýòî íåðàâåíñòâî âûãëÿäèò òàê: r(v, v′) <
RµH (v). Åñëè µH(v) 6= v, òî µG(v) = µH(v), è, ñëåäîâàòåëüíî, r(v, v′) < RµG(v) (ïîñêîëüêó
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå RµG(v) = RµH (v)).
Åñëè æå µH(v) = v, òî RµH (v) = ∞. Îäíàêî, òîãäà ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåí-

ñòâîì (2), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî r(v, v′) < RµG(v).
Àíàëîãè÷íûå àëüòåðíàòèâû èìåþò ìåñòî äëÿ âåðøèí v′ è v′′: r(v′, v′′) < RµG(v′), r(v′′, v) <

RµG(v′′). Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà (v, v′, v′′) ÿâëÿåòñÿ áëîêèðóþùåé òðîéêîé ìýò÷èíãà µG
çàäà÷è 3DSM.
Ïîäñ÷èòàåì ðàçìåð çàäà÷è 3DSM. Êàæäîé òðîéêå âåðøèí ãðàôà H, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàç-

íûì ãåíäåðàì, ñîîòâåòñòâóåò òðè ðàçíûõ ïîäãðàôà âèäà Ðèñ. 1, ðàñêðàøåííûå òàê, êàê
óêàçàíî â Çàìå÷àíèè 1. Ïðè ýòîì â ñèëó öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà ðàñêðàñîê, ê ëþáîé òàêîé
òðîéêå âåðøèí ãðàôà H äîáàâëÿåòñÿ ïî ñåìü íîâûõ âåðøèí êàæäîãî ãåíäåðà ãðàôà G, òî
åñòü ÷èñëî âåðøèí ãðàôà óâåëè÷èâàåòñÿ â 8 ðàç. �

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ðàáîòå ìû èññëåäîâàëè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàäà÷àìè 3DSMI è 3DSM áåç óñòîé÷è-
âûõ ìýò÷èíãîâ. Ýòà èäåÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [11], ãäå âïåðâûå áûë ïîñòðîåí ïðèìåð çàäà÷è
3DSM áåç óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà. Îí èìåë ðàçìåð n = 90. Ìû èñïîëüçîâàëè áîëåå íàãëÿäíûé
ÿçûê òåîðèè ãðàôîâ. Íàì, óäàëîñü ñîêðàòèòü ðàçìåð êîíòðïðèìåðà äëÿ 3DSM äî n = 24.
Ðàíåå K. Pashkovich è L. Poirrier äîêàçàëè, ÷òî â ëþáîé çàäà÷å 3DSM ðàçìåðà n 6 5

ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ìýò÷èíã. Ðàçâèòèå èäåé äàííîé ðàáîòû ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ðàçìåð
êîíòðïðèìåðà äî n = 20 [13]. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé ðàçìåð 3DSM áåç óñòîé÷èâîãî
ìýò÷èíãà ëåæèò â äèàïàçîíå îò 6 äî 20 âêëþ÷èòåëüíî. Âîïðîñ î òî÷íîì çíà÷åíèè îñòà¼òñÿ
îòêðûòûì. Âîçìîæíî, ÷òî êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ äîïîëíåíèåì íàéäåííûõ íàìè
ðàíåå â [14] ìèíèìàëüíûõ íåðàçðåøèìûõ çàäà÷ 3DSM áóäóò ïîëåçíû ïðè ïîèñêå îòâåòà íà
ýòîò âîïðîñ.
Îòìåòèì, ÷òî ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîèñêà óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà âñåãäà äîñòàòî÷íî

áûñòðî íàõîäÿò åãî â ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷àõ 3DSM ïðè ðàçìåðå n, áëèçêîì
ê 20 (ïðè íåçàâèñèìîì ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê â ñïèñêàõ
ïðåäïî÷òåíèé). Íàâåðíîå, ïðèìåðû 3DSM áåç óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà äîñòàòî÷íî ðåäêè. Îá
ýòîì êîñâåííî ãîâîðèò è äîêàçàííîå B. Pittel óòâåðæäåíèå, ÷òî ìàòîæèäàíèå êîëè÷åñòâà
óñòîé÷èâûõ ìýò÷èíãîâ ðàñò¼ò áûñòðåå, ÷åì n2 ln2(n) ïðè n→∞ ([17]). Èíòåðåñíî âûÿñíèòü,
äåéñòâèòåëüíî ëè äîëÿ íåðàçðåøèìûõ çàäà÷ 3DSM ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.
Óñòîé÷èâûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å 2DSM íå òîëüêî âñåãäà ñóùåñòâóþò, íî

è, ïîñëå ââåäåíèÿ åñòåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà, îáðàçóþò äèñòðèáóòèâíóþ ðåø¼òêó.
Ýòîò ôàêò áûë çàìå÷åí Äæ.Õ. Êîíâååì è Ä.Ý. Êíóòîì (ñì. [10]). Ïîçæå áûëî äîêàçà-
íî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèñòðèáóòèâíûìè ðåø¼òêàìè è óñòîé÷èâûìè ïàðîñî÷åòàíèÿìè
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ([2, 8]). Áûëî òàêæå äàíî ÿâíîå îïèñàíèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà (×ÓÌà), èäåàëû êîòîðîãî îïðåäåëÿþò ðàññìàòðèâàåìóþ äèñòðèáóòèâíóþ
ðåø¼òêó. Ýëåìåíòû ýòîãî ×ÓÌà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûå ðîòàöèè � öèêëû,
âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ïîî÷åðåäíî ìóæ÷èí è æåíùèí, ïîçâîëÿþùèå èç îäíîãî óñòîé÷èâîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ, ïîëó÷àòü ñëåäóþùåå çà íèì (ñì. [9], áîëåå ïîäðîáíî ðîòàöèè è èõ ñâÿçü ñ
äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêîé îïèñàíà â êíèãå [7]).
Õîòåëîñü áû íàéòè �ïðàâèëüíóþ� ïîñòàíîâêó çàäà÷è â ñëó÷àå òð¼õ ãåíäåðîâ (3G), â êî-

òîðîé áû óñòîé÷èâûå ìýò÷èíãè èìåëè áû ñòîëü æå êðàñèâóþ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó.
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Èçâåñòíî, ÷òî óñòîé÷èâûå ìýò÷èíãè âñåãäà ñóùåñòâóþò â 3GSM ñ èåðàðõè÷åñêè îðãàíèçî-
âàííûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè [4]. Äðóãîé âàðèàíò ïîñòàíîâêè, â êîòîðîì óñòîé÷èâûå ìýò÷èíãè
âñåãäà ñóùåñòâóþò: îïðåäåëèì 6 ìàòðèö ïîïàðíûõ ïðåäïî÷òåíèé ìåæäó ãåíäåðàìè è íàçî-
â¼ì ìýò÷èíã óñòîé÷èâûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òðîéêè, íå âõîäÿùåé â ìýò÷èíã, â êîòîðîé ó
êàæäîé ïàðû èç òðîéêè èõ ïîïàðíûå îòíîøåíèÿ �íå óõóäøàþòñÿ�. Îäíàêî, âîïðîñ î êîìáè-
íàòîðíîé ñòðóêòóðå óñòîé÷èâûõ ìýò÷èíãîâ â �ïðàâèëüíîé� òð¼õãåíäåðíîé çàäà÷å åù¼ æä¼ò
èññëåäîâàíèÿ.
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Ïðèëîæåíèå. Ïðèìåð çàäà÷è 3DSMI ðàçìåðà n = 3 áåç óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà

Ëåììà 5 ([14], Òåîðåìà 2). Çàäà÷à 3DSMI, çàäàâàåìàÿ ãðàôîì G íà Ðèñ. 5 íå èìååò óñòîé-
÷èâîãî ìýò÷èíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò 7 ñåìåé, ôîðìèðóþùèõ ìýò÷èíãè ýòîé çàäà÷è: (0, 1, 5), (0, 7, 8),
(1, 2, 3), (1, 5, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5) è (4, 8, 6).
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Ðèñ. 5. Ãðàô H çàäà÷è 3DSMI ðàçìåðà 3, íå èìåþùåé óñòîé÷èâîãî ìýò÷èí-
ãà. Âåðøèíû H íàì óäîáíî îáîçíà÷èòü ÷èñëàìè v, v = 0, 1, . . . , 8. Çíà÷åíèå
v mod 3 îïðåäåëÿåò ãåíäåð, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ âåðøèíà v. Ð¼áðà, èçîáðà-
æ¼ííûå ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, èìåþò ðàíã 1. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè èçîáðà-
æåíû ð¼áðà ðàíãà 2. Ðåáðî (4, 2) èìååò ðàíã 3.

Íàçîâåì, ìýò÷èíã µ çàäà÷è 3DSMI, çàäàâàåìîé ãðàôîì G, äîïîëíÿåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òðîéêà âåðøèí (v, v′, v′′), òàêàÿ, ÷òî µ(v) = v, µ(v′) = v′, µ(v′′) = v′′ è {(v, v′), (v′, v′′)(v′′, v)} ⊆
E(G).
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé äîïîëíÿåìûé ìýò÷èíã íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, îí áëîêèðóåòñÿ

òðîéêîé (v, v′, v′′) èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Ïîýòîìó îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîãî ìýò÷èíãà áóäåò
äîêàçàíî, åñëè ìû íàéäåì áëîêèðóþùèå òðîéêè äëÿ âñåõ íåäîïîëíÿåìûõ ìýò÷èíãîâ. Äëÿ
ãðàôà íà Ðèñ. 5 ñóùåñòâóåò 8 íåäîïîëíÿåìûõ ìýò÷èíãîâ. Íèæå ìû ïðèâåäåì èõ ïîëíûé
ñïèñîê âìåñòå ñ áëîêèðóþùèìè òðîéêàìè (â êàæäîé èç íèõ, êðîìå 6-é, âñåãî îäíà âåðøè-
íà x, äëÿ êîòîðîé Rµ(x) <∞):
1) {(0, 1, 5), (2, 3, 4)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (4, 8, 6);
2) {(0, 1, 5), (4, 8, 6)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (1, 2, 3);
3) {(0, 7, 8), (1, 2, 3)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (3, 4, 5);
4) {(0, 7, 8), (1, 5, 3)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (2, 3, 4);
5) {(0, 7, 8), (2, 3, 4)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (0, 1, 5);
6) {(0, 7, 8), (3, 4, 5)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (0, 1, 5);
7) {(1, 2, 3), (4, 8, 6)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (0, 7, 8);
8) {(1, 5, 3), (4, 8, 6)}, áëîêèðóþùàÿ òðîéêà (0, 7, 8). �
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Abstract. Given n men, n women, and n dogs, each man has a complete preference list of women,
while each woman does a complete preference list of dogs, and each dog does a complete preference
list of men. We understand a matching as a collection of n nonintersecting triples, each of which
contains a man, a woman, and a dog. A matching is said to be nonstable, if one can �nd a
man, a woman, and a dog which belong to di�erent triples and prefer each other to their current
partners in the corresponding triples. Otherwise the matching is said to be stable (a weakly stable
matching in 3DSM-CYC problem). According to the conjecture proposed by Eriksson, S�ostrand,
and Strimling (2006), the 3DSM-CYC problem always has a stable matching. However, Lam and
Paxton (2019) have proposed an algorithm for constructing preference lists in the 3DSM-CYC
problem of size n = 90, which has allowed them to disprove the mentioned conjecture. The question
on the existence of counterexamples of a lesser size remains open. In this paper, we construct an
demonstrative instance of the 3DSM-CYC problem with no stable matching, whose size n = 24.

Keywords: stable marriage, preference matrix, cyclic preferences, directed weighted graph, stable
matching, counterexample.
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