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Ïðåäèñëîâèå
Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííûé è äîïîëíåí-

íûé êóðñ ëåêöèé, êîòîðûé àâòîð ÷èòàåò ñòóäåíòàì Èíñòèòóòà âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé Êàçàí-
ñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïåðâàÿ âåðñèÿ ýòîãî êóðñà áûëà ðàçðàáîòàíà ïîä âëèÿíèåì êíè-
ãè Àëåêñååâà Â.Ì., Òèõîìèðîâà Â.Ì., Ôîìèíà Ñ.Â. "Îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå", îäíî èç äîñòîèíñòâ êîòîðîé � åäèíûé ïîäõîä ê ðàçëè÷-
íûì çàäà÷àì íà ýêñòðåìóì. Â äàëüíåéøåì äîáàâëåíû íîâûå ðàçäå-
ëû, íàïèñàííûå â îñíîâíîì ïî ðàáîòàì àâòîðà ïîñîáèÿ.

Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå � áëèçêèå
äðóã ê äðóãó ðàçäåëû îáùåé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Íåèçâåñò-
íûìè âåëè÷èíàìè â çàäà÷àõ ÂÈ è ÎÓ îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Â êëàññè÷åñêîì ÂÈ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïîëó÷åíû â
ôîðìå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â çàäà÷àõ
èíòåãðàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè
ýêñòðåìóìà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè äîïîë-
íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà (ïðèíöèï Ëàãðàíæà).

Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èññëå-
äóåìûé ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ íàáîðàìè âåëè÷èí � ñîñòîÿ-
íèåì è óïðàâëåíèåì. ×àùå âñåãî ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêî-
òîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à óïðàâ-
ëåíèå âõîäèò â ýòî óðàâíåíèå êàê ïàðàìåòð. Â ïîñîáèè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ òîëüêî ñàìûå ïðîñòûå çàäà÷è òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ãðàäèåíòíîìó ìåòîäó èõ ðåøåíèÿ.
Îãðàíè÷åííûé îáúåì êóðñà íå ïîçâîëÿåò îáñóäèòü ìíîãèå âàæíûå
è èíòåðåñíûå ðàçäåëû òåîðèè.

PNB
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÇÀÄÀ×

Îáñóäèì îáùèå ïîäõîäû ê ïîñòàíîâêå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, à çà-
òåì ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîòîðûìè êîíêðåòíûìè çàäà÷àìè ÂÈ è ÎÓ.
Íåñìîòðÿ íà ðàçíîå ñîäåðæàíèå, âñå îíè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
÷àñòíûå ñëó÷àè îáùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Î òîì, êàê âîçíèêàþò
ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è êàê îíè ôîðìàëèçóþòñÿ, ïîäðîáíî íàïèñà-
íî â ïåðâîé ãëàâå êíèãè [1].

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ
Àáñòðàêòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê:

f(x) → extr, x ∈ X ⊂ X.

Â åå ïîñòàíîâêó âõîäÿò òðè êîìïîíåíòà: ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì
îïðåäåëåí âåùåñòâåííîçíà÷íûé ôóíêöèîíàë f(x) (êðèòåðèé êà÷å-
ñòâà), è îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå âûäåëÿþò ïîäìíîæåñòâî X â X.

Ïîèñê ýêñòðåìóìà � ýòî ïîèñê èëè ìàêñèìóìà, èëè ìèíèìóìà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíû îêðåñòíîñòè U(x)

ýëåìåíòîâ x. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x0 äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó f(x), åñëè f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ U(x0). Ýëå-
ìåíò x0 äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó f(x), åñëè
f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ U(x0). Èíîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè òîëüêî ýëåìåíò
x0, èíîãäà � çíà÷åíèå f(x0) ôóíêöèîíàëà íà íåì, à ïî óìîë÷àíèþ �
è òî, è äðóãîå.

Îáû÷íî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà X ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé.
Íàïîìíèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà ÷èñëî. Â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå êàæäîìó ýëåìåíòó x ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî ||x|| (íîðìà ýëåìåíòà), ïðè÷åì òàê, ÷òî 1) ||x|| ≥ 0;
åñëè ||x|| = 0, òî x = 0 (íóëåâîé ýëåìåíò), 2) ||λx|| = |l| · ||x||;
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3) ||x1 + x2|| ≤ ||x1|| + ||x2||. Îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà x0 � ýòî ìíîæå-
ñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ x, ÷òî ||x − x0|| < ε. Åñëè íóæíî îñâåæèòü â
ïàìÿòè îñíîâû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ðåêîìåíäóåì ó÷åáíèê [2].

Ïóñòü ÷àñòü îãðàíè÷åíèé çàäàíà êàê ðàâåíñòâî âèäà F (x) = 0,
êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü èñêîìûå ýëåìåíòû. Òîãäà ïîñòà-
íîâêà ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è óòî÷íÿåòñÿ:

f(x) → extr, F (x) = 0, x ∈ X ⊂ X.

Çäåñü âîçìîæíû äâà ïîäõîäà: èëè íóæíî íàéòè ýëåìåíòû, äîñòàâëÿ-
þùèå ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó ïðè îäíîì èç äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé â âèäå ðàâåíñòâà; èëè íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
F (x) = 0, äîñòàâëÿþùèå ýêñòðåìóì.

Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå x íåêîòî-
ðîãî îáúåêòà çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ u. Ïàðó ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðó-
ãîì ýëåìåíòîâ (x, u) îáû÷íî íàçûâàþò ïðîöåññîì. Â çàäà÷àõ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íóæíî íàéòè îïòèìàëüíûé ïðîöåññ (x0, u0),
òî åñòü íàèëó÷øèå ñîñòîÿíèå è óïðàâëåíèå. Èíûìè ñëîâàìè, ýëå-
ìåíòû, äîñòàâëÿþùèå ýêñòðåìóì çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó.

Ïîýòîìó îáùàÿ ïîñòàíîâêà àáñòðàêòíîé çàäà÷è ÎÓ ìîæåò áûòü
òàêîé:

f(x, u) → extr, F (x, u) = 0, (x, u) ∈M ⊂ X × U.

Ñîñòîÿíèå è óïðàâëåíèå ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàâíîïðàâíû:
ìîæíî èñêàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à ïî íåìó îïðåäåëÿòü îï-
òèìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ìîæíî äåéñòâîâàòü íàîáîðîò, ïî íàéäåííîìó
îïòèìàëüíîìó ñîñòîÿíèþ âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó óïðàâëå-
íèå.

Çàâèñèìîñòü ìåæäó ñîñòîÿíèåì è óïðàâëåíèåì âèäà F (x, u) = 0

íàçûâàþò óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèé. Â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèé îáû÷íî ðàññìàò-
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ðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Åñëè óðàâ-
íåíèå ñîñòîÿíèé óäàåòñÿ ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç èñêîìûõ
ýëåìåíòîâ, òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à ÎÓ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïðî-
ñòîé.

Åùå ðàç îáðàòèì âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó
ÎÓ ñ äâóõ ïîçèöèé: èëè ìû èùåì ïðîöåññ, äîñòàâëÿþùèé ýêñòðåìóì
ôóíêöèîíàëó è ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèé,
èëè ìû õîòèì íàéòè òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèé, êîòîðîå
äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì ýòîìó ôóíêöèîíàëó.

Ðàçëè÷àþò ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è ÎÓ, òî åñòü
èëè ñîñòîÿíèå è óïðàâëåíèå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, èëè ýòà çàâèñè-
ìîñòü èìååò ìåñòî.

Â çàäà÷àõ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ
êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà X è U , à â çàäà÷àõ ñ ðàñïðåäåëåííû-
ìè ïàðàìåòðàìè � áåñêîíå÷íîìåðíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìåþò äå-
ëî ñ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, âî âòîðîì
ñëó÷àå � ñ óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â çàäà÷àõ ÂÈ è ÎÓ èñêîìûìè ýëåìåíòà-
ìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè. Ñðåäè ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíî-
æåñòâàõ ôóíêöèé, âûäåëÿþò èíòåãðàëüíûå, òåðìèíàëüíûå è ñìå-
øàííûå ôóíêöèîíàëû. Íàïðèìåð, â îäíîé èç çàäà÷ êëàññè÷åñêîãî
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt + l(x(t0), x(t1)) → extr

ñìåøàííûé ôóíêöèîíàë ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå ñëàãà-
åìîå � èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë, åãî ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
çàâèñèò îò çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé. Âòîðîå
ñëàãàåìîå � òåðìèíàëüíûé ôóíêöèîíàë, åãî çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþò-
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ñÿ ïî çíà÷åíèÿì èñêîìîé ôóíêöèè òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê
(òî÷íåå, â äâóõ òî÷êàõ). Â ýòîé çàäà÷å X = C1[t0, t1] � ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [t0, t1] è èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ.

Â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå óêàçàíî ÿâíî, X = C1[t0, t1].

1.2. Çàäà÷è
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ÂÈ è ÎÓ.
Çàäà÷à Äèäîíû (825 ã. äî í.ý.)
Êàê îòãîðîäèòü âåðåâêîé çàäàííîé äëèíû ó÷àñòîê ìîðñêîãî áåðå-

ãà ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè? Ìàòåìàòè÷åñêè ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà òàê:

t1∫

t0

x(t) dt → sup,
t1∫

t0

√
1 + [x′(t)]2 dt = l,

x(t0) = 0, x(t1) = 0, x(·) ∈ C1[t0, t1].

Çäåñü ãðàíèöó ó÷àñòêà ñóøè îïðåäåëÿåò ãðàôèê ôóíêöèè x(t). Ïåð-
âûé èíòåãðàë � ïëîùàäü îáëàñòè, âòîðîé èíòåãðàë � äëèíà äóãè
êðèâîé. Êðàéíèå òî÷êè èñêîìîé ëèíèè çàäàíû.

Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî âåðåâêó ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü ïî äó-
ãå îêðóæíîñòè. À ÷òî, åñëè ëèíèÿ áåðåãà � íå ïðÿìàÿ?

Ñóøà

Ìîðå

A(0,0)

B x ,y( )
1 1

x

y

Ðèñ. 1. Çàäà÷à Äèäîíû Ðèñ 2. Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå
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Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå (È. Áåðíóëëè, 1696)
Ïóñòü ìàòåðèàëüíîå òåëî äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä

äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè âäîëü íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé. Êàêîé
äîëæíà áûòü ýòà êðèâàÿ, ÷òîáû ïóòü áûë ïðîéäåí çà ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî äâèæåòñÿ èç òî÷êè A(0, 0) (íà÷àëî êî-
îðäèíàò) â òî÷êó B(x1, y1). Ïî çàêîíó Ãàëèëåÿ â òî÷êå ñ îðäèíà-
òîé y(x) ñêîðîñòü òåëà

√
2gy(x), g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Òàê êàê íà ó÷àñòêå îò (x, y(x)) äî (x + dx, y(x) + dy) äëèíà äóãè
ds =

√
dx2 + dy2, òî çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê:

x1∫

0

√
1 + [y′(x)]2
√

2gy(x)
dx → inf, y(0) = 0, y(x1) = y1 y(x) ∈ C1[0, x1].

Ïî÷åìó ñêîðîñòü òåëà â òî÷êå (x, y(x)) îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå√
2gy(x)? Òàê êàê v′(t) = g, òî v(t) = gt (íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü íóëå-

âàÿ). Òàê êàê s′(t) = v(t), òî s(t) = gt2/2 (íà÷àëüíàÿ òî÷êà � íà÷àëî
êîîðäèíàò). Òîãäà v2(t) = g2t2 = g 2s(t).

Çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè íàãðóçêè âäîëü óïðóãîé ñòðóíû

x=0 x=l

x=0 x= x=l

p( )î

T T
0

0

î

Ðèñ. 3. Óïðóãàÿ ñòðóíà Ðèñ 4. Ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà

Åñëè íà òîíêóþ óïðóãóþ íåâåñîìóþ íèòü äåéñòâóåò ñèëà, òî íèòü
îòêëîíÿåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Êàê äîëæíà áûòü ðàñïðåäå-
ëåíà íàãðóçêà âäîëü ñòðóíû, ÷òîáû åå îòêëîíåíèå áûëî íàèáîëåå
áëèçêèì ê çàäàííîìó? Ñóììàðíàÿ íàãðóçêà íà ñòðóíó çàäàíà.
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Ýòà çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
l∫

0

[ l∫

0

p(ξ)G(x, ξ) dξ − u0(x)
]2

dx → min,
l∫

0

p(ξ) dξ = P,

ãäå
G(x, ξ) = {x ≤ ξ :

x(l − ξ)

T0l
; x ≥ ξ :

(l − x)ξ

T0l
}.

Çäåñü p(ξ) � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñòðóíó, G(x, ξ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà,
u0(x) � æåëàåìîå îòêëîíåíèå òî÷åê ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, l � äëèíà ñòðóíû, T0 � íà÷àëüíîå íàòÿæåíèå ñòðóíû.

Ðåøåíèå ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äàíî â ï.3.3.
Ïîÿñíèì, ïî÷åìó îòêëîíåíèå ñòðóíû â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

u(x) =
l∫

0

p(ξ) G(x, ξ) dξ.

Ïóñòü íà÷àëüíîå íàòÿæåíèå ñòðóíû T0. Åñëè â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé
ξ ïðèëîæåíà ìàëàÿ ñèëà p(ξ), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàòÿæåíèå
ñòðóíû è åå äëèíà íå èçìåíèëèñü. Ïóñòü u(ξ) � îòêëîíåíèå ñòðóíû
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå ξ (ñì. ðèñ. 4). Ïðîåêöèè òðåõ ñèë
íà âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ äàþò ðàâåíñòâî

T0
u(ξ)

ξ
+ T0

u(ξ)

l − ξ
= p(ξ).

Îòñþäà u(ξ) = p(ξ)
ξ(l − ξ)

T0l
. Òîãäà äëÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x (ïî-

äîáíûå òðåóãîëüíèêè)

u(x) =
x

ξ
u(ξ) ïðè x ≤ ξ; u(x) =

l − x

l − ξ
u(ξ) ïðè x ≥ ξ.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, åñëè íóæíî ðàñïðåäåëèòü íàãðóç-
êó âäîëü óïðóãîé ìåìáðàíû, çàêðåïëåííîé ïî êðàþ.
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Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè ñòðóíû
([3], Ãë.1, �8)
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó. Óïðàâëÿÿ âíåøíèìè

ñèëàìè íóæíî ïðèâåñòè êîëåáëþùóþñÿ ñòðóíó â ñîñòîÿíèå, íàèáî-
ëåå áëèçêîå ê çàäàííîìó. Ñîñòîÿíèå ñòðóíû â êàæäîé åå òî÷êå è
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿþò îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ è ñêîðîñòü. Â êóðñå ÓÌÔ (óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîöåññ êîëåáàíèé ñòðóíû îïèñûâàåò
óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2-ãî ïîðÿäêà âìåñòå ñ ãðàíè÷-
íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà èìååì çàäà÷ó ÎÓ

β0

l∫

0

[x(s, T, u)− x0(s)]
2 ds + β1

l∫

0

[
∂x

∂t
(s, T, u)− x1(s)]

2
ds → min,

∂2x

∂t2
− a2 ∂2x

∂s2 = f(s, t), 0 < s < l, 0 < t < T,

∂x

∂s
(0, t) = p(t),

∂x

∂s
(l, t) = 0, x(s, 0) = ϕ0(s),

∂x

∂t
(s, 0) = ϕ1(s).

Â ýòîé çàäà÷å óïðàâëåíèå � ýòî ñèëà p(t), äåéñòâóþùàÿ íà ëåâûé êî-
íåö ñòðóíû, è ñèëà f(s, t), ðàñïðåäåëåííàÿ âäîëü ñòðóíû. Çàìåòèì,
÷òî ñ ïîìîùüþ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ β0 è β1 ìîæíî óñòàíîâèòü,
÷òî âàæíåå â èòîãå: ôîðìà ñòðóíû èëè åå ñêîðîñòü.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå òåìïåðàòóðîé ñòåðæíÿ
([3], Ãë.1, �7)

s=0 s=l s

Ðèñ. 5. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñòåðæíå

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà ïî òîíêîìó îäíîðîäíîìó ñòåðæ-
íþ òàêæå ðàññìàòðèâàëàñü â êóðñå ÓÌÔ. Òåìïåðàòóðà x(s, t) â òî÷-
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êå ñ êîîðäèíàòîé s â ìîìåíò âðåìåíè t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñëè ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ èçîëèðîâàí, à ÷åðåç
ïðàâûé ïðîèñõîäèò îáìåí òåïëîì ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, òî ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà

∂x

∂t
= a2∂

2x

∂s2 + f(s, t), (s, t) ∈ Q = {0 < s < l, 0 < t < T},

∂x

∂s
|s=0= 0, 0 < t ≤ T,

∂x

∂s
|s=l= ν[p(t)− x(l, t)], 0 < t ≤ T,

x|t=0= ϕ(s), 0 ≤ s ≤ l.

Ïðè êàêîé ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ òåïëà f(s, t) âíóòðè ñòåðæíÿ è ïðè
êàêîé òåìïåðàòóðå îêðóæàþùåé ñðåäû p(t) ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-
òóðû â ñòåðæíå áóäåò íàèáîëåå áëèçêèì ê çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ
x0(s)? Äîáàâèì óñëîâèå ýêñòðåìóìà

l∫

0

[x(s, T )− x0(s)]
2 ds → min.

Ðåøåíèå ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äàíî â ï.6.3.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ëåòàòåëüíûì àïïàðàòîì
Ñîñòîÿíèå äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íûìè êîîðäèíàòàìè åãî öåíòðà ìàññ, îðèåíòàöèåé îòíîñèòåëüíî âû-
áðàííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà (åñëè íóæíî) è ñêîðîñòüþ (ýòî âåêòîð).
Óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñèëû òÿ-
ãè � ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ è ïî íàïðàâëåíèþ. Èìåþò ïðàêòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå ñàìûå ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ. Â èõ ÷èñëå:

� ïåðåâåñòè îáúåêò â çàäàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà çà ìèíèìàëü-
íîå âðåìÿ èëè ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ òîïëèâà;

� îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü èëè ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó
ïîëåòà;
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� ïåðåõâàòèòü öåëü, òî åñòü îáåñïå÷èòü ðåæèì ïîëåòà, ïðè êîòî-
ðîì òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà ïåðåñå÷åò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ
öåëè (èìåííî â òîò ìîìåíò, êîãäà öåëü áóäåì òàì).

Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ñàìûå åñòå-
ñòâåííûå. Íàïðèìåð, îáúåêò íå ìîæåò îïóñòèòüñÿ íèæå ïîâåðõíî-
ñòè Çåìëè; ñêîðîñòü åãî äâèæåíèÿ íå ìîæåò ïðåâûñèòü òåõíè÷åñêè
âîçìîæíóþ; ìàññà òîïëèâà è ðàñõîä åãî â åäèíèöó âðåìåíè íå ìîãóò
áûòü îòðèöàòåëüíûìè è òàê äàëåå.

Â òåîðèè ÎÓ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ äâè-
æóùèìèñÿ îáúåêòàìè. Ðåêîìåíäóåì ïîçíàêîìèòüñÿ ñ çàäà÷åé î ìÿã-
êîé ïîñàäêå êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íà ïîâåðõíîñòü íåáåñíîãî òåëà
[4], ï.12.1.

Ìîäåëü Ëàí÷åñòåðà äèíàìèêè áîÿ
Ïðè ïëàíèðîâàíèè áîåâûõ äåéñòâèé èíîãäà ðàññìàòðèâàþò çàäà-

÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñëåäóþùåãî òèïà. Ïóñòü xj(t) � êî-
ëè÷åñòâà áîåâûõ åäèíèö ñòîðîí, ó÷àñòâóþùèõ â êîíôëèêòå, uj(t) �
ñêîðîñòè ïîñòóïëåíèÿ ðåçåðâîâ. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèé âìåñòå ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èìåþò âèä

x′1(t) = −a2(t) x2(t) + u1(t), x1(t0) = x0
1,

x′2(t) = −a1(t) x2(t) + u2(t), x2(t0) = x0
2.

Åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ òàêîâû, íàïðèìåð, ÷òî xj(t) ≥ 0, 0 ≤
uj(t) ≤ u0

j . Öåëè âòîðîé âîþþùåé ñòîðîíû ìîãóò áûòü ðàçíûå:

x2(t1) → min, x1(t1) → max èëè
t1∫

t0

u2(t) dt → min.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè ([1], ñ.37)
Ðàññìîòðèì îäíó èç èñòîðè÷åñêè ïåðâûõ çàäà÷ ÎÓ. Íóæíî ïåðå-

ãíàòü òåëåæêó ñ îäíîé ïîçèöèè íà äðóãóþ çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ
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ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñèëó òÿãè äâèãàòåëÿ. Çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê:

t1 − t0 → inf, mx′′(t) = u(t), x(t0) = x0, x′(t0) = x1,

x(t1) = a, x′(t1) = 0, |u(t)| ≤ u0 ∀t ∈ [t0, t1].

t=t t=tt=t

x=a x=x

x =’ 0 x =x’

0

0

1

1

~

Ðèñ. 6. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè

Ïîïðîáóåì íàéòè åå ðåøåíèå. Ïðèìåì ãèïîòåçó: òåëåæêà äîëæíà
äâèãàòüñÿ íà ìàêñèìàëüíîé òÿãå â íàïðàâëåíèè óêàçàííîé ïîçèöèè,
à â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè t̃ ñèëà òÿãè äîëæíà èçìåíèòü íàïðàâ-
ëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Ïóñòü òî÷êà a ðàñïîëîæåíà ëåâåå òî÷êè x0 íà îñè x. Ïðè äâè-
æåíèè îò òî÷êè x0 äî òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñèëû òÿ-
ãè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ mx′′(t) = −u0. Òîãäà x′(t) = −u0

m
t + c1 è

x(t) = −u0

m

t2

2
+ c1t + c2. Èç óñëîâèé ïðè t = t0 íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ

c1 = x1 +
u0

m
t0 è c2 = x0 − x1t0 − u0

m

t20
2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

x(t) = − u0

2m
(t− t0)

2 + x1(t− t0) + x0.

Ïðè äâèæåíèè îò òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ äî òî÷êè a óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ mx′′(t) = u0. Òîãäà x′(t) =

u0

m
t+c1 è x(t) =

u0

m

t2

2
+c1t+c2. Èç

óñëîâèé ïðè t = t1 íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ c1 = −u0

m
t1 è c2 = a +

u0

m

t21
2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
x(t) =

u0

2m
(t1 − t)2 + a.

13



Ïðè t = t̃ íàéäåííûå ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü ðàâíû:

− u0

2m
(t̃− t0)

2 + x1(t̃− t0) + x0 =
u0

2m
(t1 − t̃)2 + a.

Îòñþäà íóæíî âûðàçèòü t1 ÷åðåç t̃ è èñêàòü t̃ òàê, ÷òîáû ýòî âûðà-
æåíèå áûëî ìèíèìàëüíûì.

Çàäà÷à î ðàñøèðåííîì âîñïðîèçâîäñòâå ([5], ñ.9)
Ïóñòü x(t) � âûðó÷êà îò ïðîäàæè ïðîäóêöèè ïðåäïðèÿòèÿ è u(t)

� åå äîëÿ, íàïðàâëÿåìàÿ íà ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäñòâà. Òîãäà óðàâ-
íåíèå ñîñòîÿíèé (ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì)

dx

dt
= αu(t)x(t), α > 0, x(0) = a, a > 0.

Ïóñòü ðàñõîäû ïðåäïðèÿòèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû äîõîäó: βx(t), β >

0. ßñíî, ÷òî 0 ≤ u(t) ≤ 1− β.
Ñóììà íàëîãà íàçíà÷àåòñÿ ïî îñòàòêó x(t)−βx(t)−u(t)x(t). Ïî-

ýòîìó ÷èñòàÿ ïðèáûëü � òàêæå ôóíêöèÿ îò îñòàòêà. Îòñþäà âîçíè-
êàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

Φ[x, u] =
T∫

0

ϕ[(1− β − u(t))x(t)] dt → max, 0 ≤ u(t) ≤ 1− β.

* * *
Äðóãèå èíòåðåñíûå çàäà÷è ÂÈ è ÎÓ ðàññìîòðåíû â êíèãàõ [1],

[4], [5], [6].

2. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé çàäà÷åé âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ áûëà çà-
äà÷à î áðàõèñòîõðîíå. Â çàäà÷àõ ÊÂÈ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïåðâóþ
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î÷åðåäü èíòåãðàëüíûå ôóíêöèîíàëû, ïîäèíòåãðàëüíûå ôóíêöèè êî-
òîðûõ çàâèñÿò îò èñêîìûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Íåîáõîäèìû-
ìè óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. .

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé: x(·) � ôóíêöèÿ,
à x(t) � åå çíà÷åíèå ïðè àðãóìåíòå t.

2.1. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ÊÂÈ
Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ÊÂÈ ñîñòîèò â ñëåäóùåì:

I [x(·)] =
t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1. (1)

Íîðìó â ïðîñòðàíñòâå C1([t0, t1]) çàäàäèì òàê:

||x(·)|| = max( max
t∈[t0,t1]

|x(t)|, max
t∈[t0,t1]

|x′(t)|).

Ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â çàäà÷å (1) íà îñíî-
âàíèè èçâåñòíîãî ïðèíöèïà: åñëè îòîéòè îò òî÷êè ýêñòðåìóìà, òî
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïåðåñòàåò áûòü îïòèìàëüíûì. Â ìàòåìàòè-
÷åñêîì àíàëèçå èìååò ìåñòî òåîðåìà Ôåðìà: åñëè ôóíêöèÿ äîñòèãàåò
ýêñòðåìóìà â òî÷êå è äèôôåðåíöèðóåìà, òî åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
íóëþ â ýòîé òî÷êå. Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ôóíêöèé, èñ-
ïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèå � âàðèàöèÿ.

×òîáû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ x(t0) = x0, x(t1) = x1

âñåãäà áûëè âûïîëíåíû, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèé x(·) èç ïîäïðîñòðàíñòâà C1

0 [t0, t1] � ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì x(t0) = 0,
x(t1) = 0. Ïðîñòðàíñòâî C1

0 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C1.
Ïóñòü h(·) ∈ C1

0 . Ïåðâîé âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà I [x(·)] íàçûâà-
åòñÿ

δI [x(·); h(·)] = lim
λ↓0

I [x(·) + λh(·)]− I [x(·)]
λ
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(åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò). Çàïèñü λ ↓ 0 îçíà÷àåò, ÷òî λ ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ñïðàâà, òî åñòü îñòàâàÿñü ïîëîæèòåëüíûì. ßñíî, ÷òî

δI [x(·); h(·)] =
d

dλ
I [x(·) + λh(·)]

∣∣∣∣
λ=0

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè x0(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (1) è ïåðâàÿ âàðè-
àöèÿ ôóíêöèîíàëà ñóùåñòâóåò, òî δI [x0(·); h(·)] = 0 ∀h(·) ∈ C1

0

(íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà).
Äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÷àñòî íà-

çûâàþò îñíîâíîé ëåììîé ÂÈ.
Ëåììà 1. (ëåììà Ëàãðàíæà)

Åñëè a(·) ∈ C[t0, t1] è
t1∫

t0

a(t) h(t) dt = 0 ∀h(·) ∈ C1
0 [t0, t1],

òî a(t) = 0 ∀t ∈ [t0, t1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃t̃ | a(t̃) > 0.

Òîãäà ∃ε > 0 | a(t) > a(t̃)/2 ∀t ∈ (t̃− ε, t̃ + ε) ⊂ (t0, t1).
Ôóíêöèÿ h̃ε(t) = 1 + cos

π(t− t̃)

ε
ïðè t ∈ (t̃− ε, t̃ + ε)

è h̃ε(t) = 0 ïðè t /∈ (t̃− ε, t̃ + ε) òàêîâà, ÷òî
t1∫

t0

a(t) h̃ε(t) dt 6= 0.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè t̃ = t0 èëè t̃ = t1, òî íóæíî ðàññìàòðèâàòü ïîëóîêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè. •
Âû÷èñëèì âàðèàöèþ èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà. Ïóñòü ôóíê-

öèÿ L(t, x, y) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂L

∂x
,

∂L

∂y
íåïðåðûâíû. Òîãäà

δI [x(·); h(·)] =
t1∫

t0

{∂L

∂x
(t, x(t), x′(t)) h(t) +

∂L

∂y
(t, x(t), x′(t)) h′(t)} dt.
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Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ó ôóíêöèè L(t, x, y) íåïðåðûâíû
2-å ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è ïîëó÷èì

δI [x(·); h(·)] =
t1∫

t0

{∂L

∂x
(t, x(t), x′(t))− d

dt

∂L

∂y
(t, x(t), x′(t))}h(t) dt.

Òåîðåìà 1. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 1-ãî ïîðÿäêà)
Ïóñòü ôóíêöèÿ L(t, x, y) èìååò íåïðåðûâíûå 2-å ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå. Åñëè ôóíêöèÿ x0(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî îíà óäîâëå-
òâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ýéëåðà

∂L

∂x
(t, x(t), x′(t))− d

dt

∂L

∂y
(t, x(t), x′(t)) = 0, t ∈ (t0, t1), (2)

è êðàåâûì óñëîâèÿì x(t0) = x0, x(t1) = x1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèðàâíÿåì íóëþ âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà, à çà-

òåì ïðèìåíèì ëåììó 1. •
Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (2) íàçûâàþò ýêñòðåìàëüþ.

Ïîìíèì, ÷òî òåîðåìà 1 äàåò òîëüêî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà. Ðåøåíèå çàäà÷è (1) � ýêñòðåìàëü, íî íå ëþáàÿ ýêñòðåìàëü �
ðåøåíèå.

Ïðèìåð.
1∫

0

[x′(t)]2 dt → min, x(0) = 0, x(1) = 1, x(·) ∈ C1[0, 1].

Îòâåò: x0(t) = t. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíà-
ëà äîñòèãàåòñÿ ïðè x′(t) = 0, íî ôóíêöèÿ x(t) = c íå óäîâëåòâîðÿåò
äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì.

Ïðèìåð. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî êðàò÷àéøåé ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé
äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè, ìîæåò áûòü òîëüêî ïðÿìàÿ, ðàññìîòðèì
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó
t1∫

t0

√
1 + [x′(t)]2 dt → min, x(t0) = x0, x(t1) = x1, x(·) ∈ C1[t0, t1].
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Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, åñëè òàêàÿ ëèíèÿ ñóùåñòâóåò, òî îíà � ïðÿìàÿ.
Íî ñóùåñòâóåò ëè îíà?

Çàìå÷àíèå. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ L è åå ïðîèçâîäíûå
∂L

∂x
è ∂L

∂y
íåïðåðûâíû. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîêàæåì åùå îäíî

ïîëåçíîå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. (ëåììà Äþáóà-Ðåéìîíà)

Åñëè a0(·), a1(·) ∈ C([t0, t1]) è
t1∫

t0

[a0(t) h(t) + a1(t) h′(t)] dt = 0 ∀h(·) ∈ C1
0 ,

òî a1(·) ∈ C1 è a0(t)− a′1(t) = 0 ∀t ∈ (t0, t1).
Äîêàçàòåëüñòâî (ïî êíèãå [7]).

Ïóñòü p(·) ∈ C1, ïðè÷åì p′(t) = a0(t) è
t1∫

t0

p(t) dt =
t1∫

t0

a1(t) dt.

Òîãäà, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,
t1∫

t0

[a1(t)− p(t)]h′(t) dt = 0 ∀h(·) ∈ C1
0 .

Ïóñòü q(·) ∈ C1, ïðè÷åì q′(t) = a1(t) − p(t) è q(t0) = 0. Èç ñâîéñòâ
ôóíêöèè p(·) ñëåäóåò, ÷òî q(t1) = 0. Çíà÷èò q(·) ∈ C1

0 . Ïîëîæèì
h(·) = q(·) è ïîëó÷èì, ÷òî

t1∫

t0

[a1(t)− p(t)]2 dt = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a1(t) = p(t), ò. å. a1(·) ∈ C1 è a′1(t) = a0(t). •

2.2. Çàäà÷à Áîëüöà
Â çàäà÷å Áîëüöà

B [x(·)] =
t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt + l(x(t0), x(t1)) → extr (3)
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ôóíêöèîíàë ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ: èíòåãðàëüíîé ÷àñòè è òåð-
ìèíàëüíîé ÷àñòè. Äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íåò.

Òåîðåìà 2.(íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 1-ãî ïîðÿäêà â çà-
äà÷å Áîëüöà)
Ïóñòü ôóíêöèè L(t, x, y) è l(x0, x1) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-
íûå. Åñëè ôóíêöèÿ x0(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (3), òî îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ýéëåðà (2) è óñëîâèÿì òðàíñ-
âåðñàëüíîñòè

∂L

∂y
(t0, x(t0), x

′(t0)) =
∂l

∂x0
(x(t0), x(t1)),

∂L

∂y
(t1, x(t1), x

′(t1)) = − ∂l

∂x1
(x(t0), x(t1)). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà, íî íå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî h(t0) = 0, h(t1) = 0, è ïðèðàâíÿåì åå íóëþ.
Ïîëó÷èì

δB [x(·); h(·)] =
t1∫

t0

{∂L

∂x
(t, x(t), x′(t))− d

dt

∂L

∂y
(t, x(t), x′(t))}h(t) dt+

+
∂L

∂y
(t, x(t), x′(t))h(t)

∣∣∣∣
t1

t0
+

∂l

∂x0
(x(t0), x(t1))h(t0)+

+
∂l

∂x1
(x(t0), x(t1))h(t1) = 0.

Åñëè h(·) ∈ C1
0 , òî îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò (2). Åñëè h(t0) 6= 0, h(t1) =

0 èëè h(t0) = 0, h(t1) 6= 0, òî ïîëó÷èì (4). •
Ëàòèíñêîå ñëîâî transversus � ïîâåðíóòûé â ñòîðîíó.
Ïðèìåð.

B [x(·)] =
1∫

0

[x′2(t)− x(t)] dt + x2(1) → extr, x(·) ∈ C1[0, 1].
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Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìååò âèä 2x′′ + 1 = 0 è óñëîâèÿ
òðàíñâåðñàëüíîñòè x′(0) = 0, x′(1) = −x(1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðå-
øåíèåì çàäà÷è Áîëüöà ìîæåò áûòü òîëüêî ôóíêöèÿ x0(t) =

3− t2

4
.

Êàê óçíàòü, äåéñòâèòåëüíî ëè îíà ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì?
Íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèå B [x0(·)+h(·)]−B [x0(·)] íå ìåíÿåò
çíàê. Îäíîâðåìåííî âûÿñíèòñÿ, ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì äîñòàâëÿåò
ôóíêöèÿ x0(·) (à âäðóã ýêñòðåìóìà âîâñå íåò?).

Äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ òàê:

B [x0(·) + h(·)]− B [x0(·)] =
1∫

0

[h′(t)]2 dt + h2(1) ≥ 0.

2.3. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à
Ïóñòü

I j[x(·)] =
t1∫

t0

Lj(t, x(t), x′(t)) dt, j = 0..m.

Ðàññìîòðèì èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó

I 0[x(·)] =→ extr, I j[x(·)] = cj, j = 1..m,

x(t0) = x0, x(t1) = x1, x(·) ∈ C1[t0, t1]). (5)

Òåîðåìà 3. (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà)
Ïóñòü ôóíêöèè Lj,

∂Lj

∂x
,

∂Lj

∂y
íåïðåðûâíû. Åñëè x0(·) � ðåøåíèå

çàäà÷è (5), òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà λ0, λ1, . . . , λm (íå ðàâíûå íó-
ëþ îäíîâðåìåííî), ÷òî x0(·) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà (2),
ñîñòàâëåííîìó äëÿ ôóíêöèè

L(t, x, y) =
m∑

j=0
λj Lj(t, x, y).

Åñëè âñå ôóíêöèîíàëû I j[x(·)] íå èìåþò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî â ï. 1.4.5 êíèãè
[1]. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì m = 1.

Åñëè δI 1[x
0(·); h(·)] = 0 ∀h(·) ∈ C1

0 (òî åñòü ôóíêöèÿ x0(·) �
ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèîíàëà I 1[x(·)]), òî ìîæíî âûáðàòü λ0 = 0

è λ1 = 1.
Ïóñòü h(·), g(·) ∈ C1

0 , ïðè÷åì δI 1[x
0(·); g(·)] 6= 0. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèè

ϕ(ξ, η) = I 0[x
0(·) + ξh(·) + ηg(·)], ψ(ξ, η) = I 1[x

0(·) + ξh(·) + ηg(·)],
çàâèñÿùèå îò âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ξ è η. Ýòè ôóíêöèè íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0), ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèÿ èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå:

∂ϕ

∂ξ
(0, 0) = δI0[x

0(·); h(·)], ∂ϕ

∂η
(0, 0) = δI0[x

0(·); g(·)],

∂ψ

∂ξ
(0, 0) = δI1[x

0(·); h(·)], ∂ψ

∂η
(0, 0) = δI1[x

0(·); g(·)],
Èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå (0, 0) : ϕ(0, 0) = I 0[x

0(·)], ψ(0, 0) = I 1[x
0(·)].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
D(ϕ, ψ)

D(α, β)
(0, 0) 6= 0 ∀h(·) ∈ C1

0 .

Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ϕ(0, 0),
ψ(0, 0) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìoe îòîáðàæåíèå, îá-
ðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ (ξ, η) 7→ (ϕ(ξ, η), ψ(ξ, η)), ïåðåâîäÿùåìó òî÷-
êó (0, 0) â òî÷êó ϕ(0, 0), ψ(0, 0). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ ξ′, η′,
÷òî èëè ϕ(ξ′, η′) > I 0[x

0(·)], èëè ϕ(ξ′, η′) < I 0[x
0(·)], íî ψ(ξ′, η′) =

I 1[x
0(·)].

Òîãäà ôóíêöèÿ x0(·) íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì èçîïåðèìåòðè÷å-
ñêîé çàäà÷è. Ïîýòîìó

D(ϕ, ψ)

D(ξ, η)
(0, 0) = 0 ∀h(·) ∈ C1

0
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èëè
δI 0[x

0(·); h(·)]− δI 0[x
0(·); g(·)]

δI 1[x0(·); g(·)] δI 1[x
0(·); h(·)] = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âçÿòü

λ0 = 1, λ1 = − δI 0[x
0(·); g(·)]

δI 1[x0(·); g(·)] . •

Êàê îòìå÷åíî â [1], èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïðåäëîæèë
Ýéëåð â 1744 ãîäó.

Ïðèìåð.
1∫

0

[x′(t)]2 dt → extr,
1∫

0

x(t) dt = 0, x(0) = 0, x(1) = 1.

Îòâåò: åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü x0(t) = 3t2 − 2t.

Ïðèìåð. Çàäà÷à Äèäîíû (ñì. ï.1.2).
t1∫

t0

x(t) dt → max,
t1∫

t0

√
1 + x′2(t) dt = l, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Ñóøà

Ìîðå

Ðèñ. 1. Çàäà÷à Äèäîíû

Ïðèìåð. Êàêóþ ôîðìó ïðèìåò òÿæåëàÿ ãèáêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ
íèòü äëèíû l, êîíöû êîòîðîé çàêðåïëåíû â òî÷êàõ (x0, y0) è (x1, y1)

([8], ñ. 140)?
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Ôîðìà íèòè äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû öåíòð òÿæåñòè çàíÿë ñà-
ìîå íèçêîå ïîëîæåíèå. Òîãäà çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê:

x1∫

x0

y(x)
√

1 + [y′(x)]2 dx → min,
x1∫

x0

√
1 + [y′(x)]2 dx = l,

y(x0) = y0, y(x1) = y1, y(·) ∈ C1[x0, x1].

Åå ðåøåíèå íàçûâàþò öåïíîé ëèíèåé.
2.4. Çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè
Â ïðîñòåéøåé çàäà÷å ÊÂÈ áûëè çàäàíû íà÷àëî è êîíåö ãðàôè-

êà èñêîìîé ôóíêöèè. Â çàäà÷å ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè ýòè òî÷êè
äîëæíû ëåæàòü íà çàäàííûõ ëèíèÿõ: x(t0) = ϕ0(t0), x(t1) = ϕ1(t1),
çíà÷åíèÿ t0 è t1 òàêæå òðåáóåòñÿ íàéòè. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, åñ-
ëè, íàïðèìåð, ïî îäíîé ëèíèè äâèæåòñÿ ïóñêîâàÿ óñòàíîâêà, à ïî
äðóãîé ëèíèè äâèæåòñÿ öåëü. Íóæíî ïðîèçâåñòè ïóñê ðàêåòû è ïî-
ðàçèòü öåëü.

t=t

t=t

x= (t)ö

x=    (t)ö

1

1

0

0

Ðèñ. 2. Çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè

Â îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé

I [x(·), t0, t1] =
t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt + ψ0(t0, x(t0), t1, x(t1)) → extr,

ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)) = 0, j = 1 . . m,
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x(·) ∈ C1[t0, t1], [t0, t1] ⊂ [a, b]. (6)

Òåîðåìà 4. (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å ñ ïî-
äâèæíûìè êîíöàìè)
Ïóñòü (x0(·), t00, t01) � ðåøåíèå çàäà÷è (6), ôóíêöèÿ L(t, x, y) è åå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂L/∂x, ∂L/∂y íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà
{(t, x0(t), x0′(t) | t ∈ [a, b]} è ôóíêöèè ψj(t0, x0, t1, x1) äèôôå-
ðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (t00, x

0(t0), t
0
1, x

0(t01)). Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
λ = (λ0, λ1, . . , λm), ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L[x(·), t0, t1, λ] = λ0

t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt + l(t0, x(t0), t1, x(t1)),

l(t0, x0, t1, x1) =
m∑

j=1
λj ψj(t0, x0, t1, x1)

âûïîëíåíû:
1) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x(·) � óðàâíåíèå Ýéëåðà (1)

∂L

∂x
(t, x0(t), x0′(t))− d

dt

∂L

∂y
(t, x0(t), x0′(t)) = 0;

2) óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïî x(·)

λ0
∂L

∂y
(t0, x

0(t0), x
0′(t0)) =

∂l

∂x0
(t00, x

0(t00), t
0
1, x

0(t01)),

λ0
∂L

∂y
(t1, x

0(t1), x
0′(t1)) = − ∂l

∂x1
(t00, x

0(t00), t
0
1, x

0(t01));

3) óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïî t0, t1

∂L
∂t0

[x0(·), t00, t01, λ] = 0,
∂L
∂t1

[x0(·), t00, t01, λ] = 0.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà òîì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ � ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ
åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà L[x(·), t0, t1, λ]

íóæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ âàðèàöèþ íà ôóíêöèè x(·) è ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ïî t0 è ïî t1.

Ïðèìåð.
T∫

0

[x′2(t)− x(t) + 1] dt → extr, x(0) = 0, T� íåèçâåñòíî.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L =
T∫

0

λ0 [x′2(t)− x(t) + 1] dt + λx(0).

Òîãäà åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü x0(t) = −t2/4 + t îïðå-
äåëåíà íà îòðåçêå [0, 2].

2.5. Ðàñøèðåíèå êëàññà èñêîìûõ ôóíêöèé
Èíîãäà ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì óçêèì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÊÂÈ. Ýêñòðåìàëüíàÿ
çàäà÷à ìîæåò èìåòü ðåøåíèå, êîòîðîå íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïðî-
ñòðàíñòâó.

Ïðèìåð Ãèëüáåðòà.
1∫

0

t2/3[x′(t)]2 dt → min, x(0) = 0, x(1) = 1, x(·) ∈ C1[0, 1].

Â ýòîé çàäà÷å óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò ðåøåíèå x(t) = c1t
1/3 + c2,

åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü x0(t) = t1/3. Ýòà ôóíêöèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó, íî åå ïðîèçâîäíàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå t = 0.

Ðàññìîòðèì åùå äâà èíòåðåñíûõ ïðèìåðà.
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Ïðèìåð Âåéåðøòðàññà.
1∫

0

t2[x′(t)]2 dt → min, x(0) = 0, x(1) = 1, x(·) ∈ C1[0, 1].

Â ýòîé çàäà÷å íåò äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëåé, òàê êàê îáùåå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà x(t) = c1/t + c2. Íèêàêîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íå
óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì.

Ïðèìåð.
3π/2∫

0

(x′2(t)− x2(t)) dt → min, x(0) = x(3π/2) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà x(t) = c1 sin t + c2 cos t. Åäèí-
ñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü x0(t) ≡ 0 íå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì.
Èíòåðåñíî, ïî÷åìó?

Èçâåñòíû ðàçíûå ñïîñîáû ðàñøèðåíèÿ êëàññà èñêîìûõ ôóíêöèé
â çàäà÷àõ ÂÈ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, ïðîèçâîä-
íûå êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè. Ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì D1[t0, t1]. Î÷åâèäíî, ÷òî C1[t0, t1] ⊂
D1[t0, t1].

Îêðåñòíîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìû ïðîñòðàí-
ñòâà C1, íàçûâàþò ñëàáûìè. Ýêñòðåìóìû, êîòîðûå îïðåäåëåíû ñ ïî-
ìîùüþ ñëàáûõ îêðåñòíîñòåé, òàêæå íàçûâàþò ñëàáûìè. Íîðìà

||x(·)|| = sup
t∈[t0,t1]

|x(t)|

â ïðîñòðàíñòâå D1 íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé. Ôóíêöèÿ x0(·) ∈ D1[t0, t1]

äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å

I[x(·)] → min, x(t0) = x0, x(t1) = x1,

åñëè I[x(·)] ≥ I[x0(·)] äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈ D1[t0, t1], x(t0) =

x0, x(t1) = x1, ïðèíàäëåæàùèõ ñèëüíîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèè x0(·).
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ x0(·) ∈ C1[t0, t1] äîñòàâëÿ-
åò ñèëüíûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å, òî îíà
äîñòàâëÿåò è ñëàáûé ýêñòðåìóì.

Òåîðåìà 5. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà)
Åñëè ôóíêöèÿ x0(·) ∈ C1[t0, t1] äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ìèíèìóì â
çàäà÷å (1), òî

L(τ, x0(τ), x0′(τ) + ξ)−L(τ, x0(τ), x0′(τ))− ξ
∂L

∂y
(τ, x0(τ), x0′(τ)) ≥ 0

∀τ ∈ [t0, t1], ∀ξ ∈ R1. (7)

Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ñëåâà â íåðàâåíñòâå (7), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Âåéåðøòðàññà.

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èìååòñÿ â êíèãå [1], 1.4.4. Ââî-
äÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå èãîëü÷àòûå âàðèàöèè, òî åñòü ôóíêöèè âèäà

hλ(t) =





ξλ + (t− τ)ξ, t ∈ [τ − λ, τ ],

ξλ− (t− τ)ξ
√

λ, t ∈ [τ, τ +
√

λ],

0, t /∈ [τ − λ, τ +
√

λ],

λ ≥ 0, ξ ∈ R1, τ ∈ [t0, t1], è ôóíêöèÿ ϕ(λ) = I[x(·) + hλ(·)].
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ϕ(λ)− ϕ(0) = λ (L(τ, x0(τ), x0′(τ) + ξ)− L(τ, x0(τ), x0′(τ))) =

−ξ
∂L

∂y
(τ, x0(τ), x0′(τ)) + o(λ).

Òîãäà ϕ′(0 + 0) ≥ 0. •
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ìîæíî â çàäà÷àõ ÂÈ

ïåðåéòè ê åùå áîëåå øèðîêèì ïðîñòðàíñòâàì.
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* * *
Ëåîíàðä Ýéëåð ïîëó÷èë óðàâíåíèå (1) äðóãèì ñïîñîáîì. Îí èñ-

êàë ðåøåíèå ïðîñòåéøåé çàäà÷è êàê ëîìàíóþ ëèíèþ. Äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì èç óñëîâèé
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ (ñì. [9], 3.1).

Â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê-
æå èíòåãðàëüíûå ôóíêöèîíàëû, ïîäèíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ êîòî-
ðûõ çàâèñÿò îò ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè x(·); èñêîìûå ôóíê-
öèè ìîãóò çàâèñåòü îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, òîãäà óðàâíåíèå Ýé-
ëåðà ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè; ïîëó÷åíû
äðóãèå ôîðìû íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà, à òàêæå äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, è ìíîãîå äðóãîå.

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû ðåêîìåíäóåì êíèãè [10],
[12].

3. ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

Åñëè â çàäà÷àõ ÊÂÈ çàìåíèòü îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
íà èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
ïðèìóò ôîðìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷è êëàññè÷åñêîãî ÂÈ ñâîäÿòñÿ çàìåíîé èñêîìîé ôóíêöèè ê çà-
äà÷àì ÈÂÈ ñ äîïîëíèòåëüíûì èçîïåðèìåòðè÷åñêèì óñëîâèåì.

3.1. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ÈÂÈ
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë

I [x(·)] =
b∫

a

f(t, x(t), (Kx)(t)) dt,

ãäå

(Kx)(t) =
b∫

a

k(τ, t, x(τ)) dτ, t ∈ [a, b],
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� èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Óðûñîíà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çà-
äàííûå ôóíêöèè f(t, x, y), k(τ, t, x) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ. Áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóìû ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàí-
ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b] ñ íîðìîé

||x(·)|| = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Íàçîâåì ïðîñòåéøåé çàäà÷åé ÈÂÈ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

I [x(·)] → extr, x(·) ∈ C[a, b]. (1)

Ëåììà 1. (îñíîâíàÿ ëåììà ÈÂÈ)
Ïóñòü a(·) ∈ C[a, b]. Åñëè

b∫

a

a(t) h(t) dt = 0 ∀h(·) ∈ C[a, b],

òî a(t) ≡ 0 íà [a, b].
Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è

ëåììà Ëàãðàíæà ÊÂÈ. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
êíèãå [11], ñ.232. •

Àíàëîãîì ëåììû Äþáóà-Ðåéìîíà ÿâëÿåòñÿ
Ëåììà 2. Ïóñòü c(·), d(·) ∈ C[a, b], k(·, ·) ∈ C([a, b] × [a, b]).

Åñëè
b∫

a

[c(t)h(t) + d(t)
b∫

a

h(τ)k(τ, t) dτ ] dt = 0 ∀h(·) ∈ C[a, b],

òî
c(t) +

b∫

a

d(τ)k(t, τ) dτ ≡ 0 íà; [a, b].

×òîáû ýòî äîêàçàòü, íóæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â
ëåâîé ÷àñòè óñëîâèÿ è ïðèìåíèòü ëåììó 1. •
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Òåîðåìà 1. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé
çàäà÷å ÈÂÈ)
Ïóñòü ôóíêöèè k(τ, t, x),

∂k

∂x
, f(t, x, y),

∂f

∂x
,

∂f

∂y
íåïðåðûâíû ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Åñëè ôóíêöèÿ x0(·) � ðåøåíèå çàäà÷è
(1), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂f

∂x
(t, x(t), (Kx)(t)) +

b∫

a

∂k

∂x
(t, τ, x(t))

∂f

∂y
(τ, x(τ), (Kx)(τ)) dτ = 0.

(2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïåðâóþ âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà

δI [x(·); h(·)] =
b∫

a

∂f

∂x
(t, x(t), (Kx)(t)) h(t) dt+

+
b∫

a

∂f

∂y
(t, x(t), (Kx)(t))

b∫

a

∂k

∂x
(τ, t, x(τ)) h(τ) dτ dt.

Èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì è ïåðåîáî-
çíà÷èì ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà

δI [x(·); h(·)] =
b∫

a

[
∂f

∂x
(t, x(t), (Kx)(t))+

+
b∫

a

∂k

∂x
(t, τ, x(t))

∂f

∂y
(τ, x(τ), (Kx)(τ)) dτ ]h(t) dt.

Ïðèðàâíÿåì íóëþ âàðèàöèþ è ïðèìåíèì ëåììó 1. (Ëåììó 2 ìîæíî
áûëî áû èñïîëüçîâàòü åùå ðàíüøå, äî ïåðåñòàíîâêè èíòåãðàëîâ). •

Çàìå÷àíèå. Êàê è îæèäàëîñü, àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ïðî-
ñòåéøåé çàäà÷å èíòåãðàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðè âûâîäå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âìåñòî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èñïîëüçóåò-
ñÿ ïåðåñòàíîâêà èíòåãðàëîâ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå. Â ïîñòàíîâêå
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ïðîñòåéøåé çàäà÷è ÈÂÈ íåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé âèäà x(t0) =

x0, x(t1) = x1.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ òàêèõ èíòåãðàëüíûõ

ôóíêöèîíàëîâ è äëÿ òàêèõ êëàññîâ ôóíêöèé, êîãäà 1) ñóùåñòâóåò
âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà (1); 2) ìîæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðî-
âàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå; 3) ñîõðàíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå àíàëîãà
îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè

(Kx)(t) =
b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ, t ∈ [a, b],

òî àíàëîã óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (2) ïðèíèìàåò âèä

∂f

∂x
(t, x(t), (Kx)(t))+

b∫

a

∂f

∂y
(τ, x(τ), (Kx)(τ)) k(t, τ)dτ = 0, t ∈ [a, b].

Çàìå÷àíèå. Åñëè â èíòåãðàëüíîì îïåðàòîðå K èñïîëüçîâàòü èíòå-
ãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì (òî åñòü k(τ, t) = 0 ïðè τ > t),
òî â àíàëîãå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà áóäåò ñòîÿòü èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì
íèæíèì ïðåäåëîì.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè

f(t, x, y) = A(t)x2 + 2B(t)xy + C(t)y2 − 2D(t)x− 2E(t)y,

òî óðàâíåíèå (2) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì
ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì

A(t)x(t) +
b∫

a

x(τ) L(τ, t) dτ = g(t), t ∈ [a, b], (3)

ãäå

L(τ, t) = B(τ) k(t, τ) + B(t) k(τ, t) +
b∫

a

C(ξ) k(τ, ξ) k(t, ξ) dξ,
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g(t) = D(t) +
b∫

a

E(τ) k(t, τ) dτ.

Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà)

Ïóñòü ôóíêöèîíàë â ïðîñòåéøåé çàäà÷å ÈÂÈ êâàäðàòè÷íûé è èí-
òåãðàëüíûé îïåðàòîð ëèíåéíûé. Åñëè
b∫

a

[A(t)h2(t)+2B(t)h(t)(Kh)(t)+C(t)(Kh)2(t)] dt ≥ 0 ∀h(·) ∈ C[a, b],

òî ëþáîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) äîñòàâëÿåò ìèíè-
ìóì â ïðîñòåéøåé çàäà÷å.

Äåéñòâèòåëüíî,

I [x(·)+h(·)]−I [x(·)] = 2
b∫

a

h(t)
[
A(t) x(t)+

b∫

a

x(τ) L(τ, t)dτ−g(t)
]
dt+

+
b∫

a

[A(t) h2(t) + 2B(t) h(t) (Kh)(t) + C(t) (Kh)2(t)] dt. •

Çàìå÷àíèå. Åñëè èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K èìååò âûðîæäåííîå
ÿäðî, òî è èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3) èìååò âûðîæäåííîå ÿäðî. Íà-
ïîìíèì, ÷òî âûðîæäåííûì ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçû-
âàþò ôóíêöèþ âèäà

k(τ, t) =
m∑

j=1
pj(τ) qj(t).

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì ëåãêî ñâî-
äèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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3.2. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
Èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà íà îòðåçêå íà-

çûâàþò óðàâíåíèå

(M x) = A(t) x(t) +
b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ = f(t), t ∈ [a, b].

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

(M ′y) = A(t) y(t) +
b∫

a

y(τ) k(t, τ) dτ = 0, t ∈ [a, b],

íàçûâàþò óðàâíåíèåì ñ òðàíñïîíèðîâàííûì ÿäðîì (èëè ñîþçíûì
ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà).

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (ýòî ïðèìåð)

I [x(·)] =
b∫

a

[A(t) x(t) +
b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ − f(t)]
2
dt → min, x(·) ∈ C.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïîíèìàòü òàê: íàéòè ôóíêöèþ x(·), ïðè êîòîðîé
ëåâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (Kx)(t) = f(t) íàèáîëåå áëèç-
êà (â ñìûñëå êâàäðàòè÷åñêîãî ñðåäíåãî) ê åãî ïðàâîé ÷àñòè. Óñëîâèå
òåîðåìû 2 â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ x(·) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A(t) [A(t) x(t) +
b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ − f(t)]+

+
b∫

a

[A(ξ) x(ξ) +
b∫

a

x(τ) k(τ, ξ) dτ − f(ξ)] k(t, ξ) dξ = 0

èëè
M ′((Mx)(t)− f(t)) = 0.

Òàê êàê ôóíêöèîíàë âûïóêëûé, òî ðåøåíèå x0(·) ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè M x0 = f , èëè ôóíêöèÿ
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y = M x0 − f ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì òðàíñïîíèðîâàí-
íîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ M ′y = 0. Ýòî � ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåä-
ãîëüìà (àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà òðàíñïîíèðîâàííîå îäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå M ′y = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå y(·). Òîãäà, êàê
áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, M x0 = f + y. Ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

b∫

a

[f(t) + y(t)] yj(t) dt = 0, j = 1..n,

ãäå y1(·), . . . , yn(·) � ïîëíàÿ ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîä-
íîãî òðàíñïîíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (òðåòüÿ òåîðåìà Ôðåäãîëü-
ìà). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ðåøåíèé îðòîíîìèðîâàíà. Ïî-
ýòîìó y(·) = c1y1(·) + . . . + cnyn(·), ãäå

cj =
b∫

a

y(t) yj(t) dt, j = 1..n.

Òîãäà

cj = −
b∫

a

f(t) yj(t) dt, j = 1..n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

min I = I [x0(·)] =
b∫

a

y2(t) dt =
n∑

j=1
c2
j =

n∑

j=1
(

b∫

a

f(t) yj(t) dt)
2
.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ
b∫

a

f(t) yj(t) dt

íå òîëüêî îïðåäåëÿþò, ðàçðåøèìî èëè íåò íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïðè çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè, íî è ïîêàçûâà-
þò, íàñêîëüêî ìîæíî ïðèáëèçèòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ê ïðàâîé
÷àñòè, åñëè óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.
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3.3. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à
Ïóñòü

I j[x(·)] =
b∫

a

fj(t, x(t), (Kjx)(t)) dt, j = 0..m.

Ðàññìîòðèì èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó
I 0[x(·)] → extr, I j[x(·)] = cj, j = 1..m, x(·) ∈ C[a, b]. (4)

Òåîðåìà 3. (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà)
Ïóñòü âñå çàäàííûå ôóíêöèè è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâ-
íû. Åñëè x0(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (4), òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà
λ0, λ1, . . . , λm (íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî), ÷òî x0(·) óäîâëåòâî-
ðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (2), ñîñòàâëåííîìó äëÿ ôóíêöèè

f(t, x, y) =
m∑

j=0
λj fj(t, x, y).

Åñëè ôóíêöèîíàëû I j[·], j = 1..m íå èìåþò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç îáùåãî ïðàâè-
ëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (ñì. ï.2.3). •

Ïðèìåð. Ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè âäîëü ñòðóíû.

x=0 x=l

Ðèñ. 1. Óïðóãàÿ ñòðóíà

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å èç ï.1.2. Ïóñòü êîíöû óïðóãîé ñòðóíû çàêðåï-
ëåíû â òî÷êàõ x = 0 è x = l. Åñëè âäîëü ñòðóíû ðàñïðåäåëåíà ñèëà
p(·), òî îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðàññìàòðèâà-
þòñÿ òîëüêî ìàëûå îòêëîíåíèÿ)

u(x) =
l∫

0

G(x, ξ) p(ξ) dξ,
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G(x, ξ) =





x(l − ξ)

T0l
, 0 ≤ x ≤ ξ,

(l − x)ξ

T0l
, ξ ≤ x ≤ l



 ,

T0 � íàòÿæåíèå íåíàãðóæåííîé ñòðóíû.
Áóäåì èñêàòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñèëû p(·), ïðè êîòîðîì ñòðóíà

ïðèìåò ôîðìó u(·), íàèáîëåå áëèçêóþ ê çàäàííîé u0(·), ïðè óñëîâèè,
÷òî ñóììàðíàÿ íàãðóçêà íà ñòðóíó ïîñòîÿííà:

l∫

0

[u(x)− u0(x)]
2
dx → min,

l∫

0

p(ξ) dξ = P.

Åñëè ïîäñòàâèì âûðàæåíèå u(·) ÷åðåç p(·) â ôóíêöèîíàë, òî ïî-
ëó÷èì èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ÈÂÈ. Â ýòîé çàäà÷å ôóíêöèîíàë
l∫

0

p(ξ) dξ íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 3, íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà èìåþò âèä

λ

2
+

l∫

0

p(ξ)H(ξ, x) dξ =
l∫

0

u0(ξ)G(x, ξ) dξ,
l∫

0

p(ξ) dξ = P,

ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà,

H(ξ, x) =
l∫

0

G(x, t) G(t, ξ) dt, ξ, x ∈ [0, l].

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà âìåñòå ñ äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèåì ìîãóò áûòü ðåøåíû ÷èñëåííî ìåòîäîì ðåãóëÿðè-
çàöèè À.Í.Òèõîíîâà.

Ïðèìåð. Ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè âäîëü ìåìáðàíû.
Ïóñòü óïðóãàÿ ìåìáðàíà çàêðåïëåíà âäîëü ñòîðîí ïðÿìîóãîëü-

íèêà [0, a]× [0, b]. Åå îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîä äåé-
ñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ñèëû p(·, ·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∂4u

∂x4 + 2
∂4u

∂x2∂y2 +
∂4u

∂y4 = p(x, y),
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u = 0,
∂2u

∂x2 = 0 ïðè x = 0, x = a, u = 0,

∂2u

∂y2 = 0 ïðè y = 0, y = b.

Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

u(x, y) =
4

π4ab

a∫

0

b∫

0

G(ξ, η, x, y) p(ξ, η) dξ dη,

G(ξ, η, x, y) ==

[ ∞∑

m=1

∞∑

n=1

sin
mπx

a
sin

nπy

b
sin

mπξ

a
sin

nπη

b

(
m2

a2 +
n2

b2 )
2

]

(ôóíêöèÿ Ãðèíà îïðåäåëÿåò ïðîãèá ìåìáðàíû ïîä äåéñòâèåì ñîñðå-
äîòî÷åííîé åäèíè÷íîé ñèëû, ïðèëîæåííîé â òî÷êå (ξ, η)). Òîãäà èñ-
õîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê èçîïåðèìåòðè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à ÈÂÈ

a∫

0

b∫

0

[u(x, y)− u0(x, y)]2 dx dy → min,
a∫

0

b∫

0

p(x, y) dx dy = P.

3.4. Êëàññû èñêîìûõ ôóíêöèé
Èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ÊÂÈ è çàäà÷àìè ÈÂÈ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ÊÂÈ

I [x(·)] ≡
t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt → extr,

x(t0) = x0, x(t1) = x1, x(·) ∈ C1[t0, t1].

Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ y(·) = x′(·), òîãäà

x(t) =
t∫

t0

y(τ) dτ + x0, t ∈ [t0, t1]. (5)
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Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ÊÂÈ ðàâíîñèëüíà èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å
ÈÂÈ

t1∫

t0

L(t,
t∫

t0

y(τ) dτ + x0, y(t)) dt → extr,

t1∫

t0

y(τ) dτ = x1 − x0, y(·) ∈ C[t0, t1].

Âòîðîé ôóíêöèîíàë íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ïîýòîìó ìîæ-
íî âûáðàòü ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ0 = 1. Òîãäà íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà

∂L

∂y
(t,

t∫

t0

y(τ) dτ + x0, y(t)) +
t1∫

t

∂L

∂x
(τ,

τ∫

t0

y(ξ) dξ + x0, y(τ)) dτ + λ = 0.

Ïðè t = t1 íàéäåì çíà÷åíèå

λ = −∂L

∂y
(t1,

t1∫

t0

y(τ) dτ + x0, y(t1)) = −∂L

∂y
(t1, x1, y(t1)).

Âåðíåìñÿ ê ñòàðîé èñêîìîé ôóíêöèè. Ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà (èíòåãðàëüíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ýéëåðà)

∂L

∂y
(t, x(t), x′(t))− ∂L

∂y
(t1, x1, x

′(t1)) +
t1∫

t

∂L

∂x
(τ, x(τ), x′(τ dτ = 0.

Çäåñü äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ L(t, x, y) èìååò íåïðåðûâ-
íûå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Åñëè ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ôóíêöèÿ L(t, x, y) èìååò
íåïðåðûâíûå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

t1∫

t

[
∂L

∂x
(τ, x(τ), x′(τ))− d

dτ

∂L

∂y
(τ, x(τ), x′(τ))] dτ = 0.
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t è ïîëó÷èì ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêîå óðàâíå-
íèå Ýéëåðà � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å
ÊÂÈ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ çàäà÷à ÊÂÈ ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å ÈÂÈ ñ
äîïîëíèòåëüíûì èçîïåðèìåòðè÷åñêèì óñëîâèåì.

Óòî÷íèì, â êàêèõ êëàññàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èñêîìûå ôóíê-
öèè.

Ïóñòü ðàâåíñòâî (5) óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöè-
ÿìè x(·) èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà X è ôóíêöèÿìè y(·) èç íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà Y . Èññëåäóåì, êàê ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì
ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòîâ â X è Y .

À. Ïóñòü X = C1[t0, t1] è îêðåñòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìû

||x(·)||C1 = max{ max
t∈[t0,t1]

|x(t)|, max
t∈[t0,t1]

|x′(t)|}

(ñëàáûå îêðåñòíîñòè íà ÿçûêå ÊÂÈ). Â ýòîì ñëó÷àå Y = C[t0, t1] è
ñòàíäàðòíàÿ íîðìà

||y(·)||C = max
t∈[t0,t1]

|y(t)|

çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå Y îêðåñòíîñòè, ñîãëàñîâàííûå ñ îêðåñòíîñòÿ-
ìè â X. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ:

||y(·)− y0(·)||C ≤ ||x(·)− x0(·)||C1,

||x(·)−x0(·)||C1 = max{ max
t∈[t0,t1]

|
t∫

t0

[y(τ)−y0(τ)]dτ |, max
t∈[t0,t1]

|y(t)−y0(t)|} ≤

≤ max(t1 − t0, 1) ||y(·)− y0(·)||C .

Åñëè æå îêðåñòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå X = C1[t0, t1] çàäàåò íåðà-
âåíñòâî ||x(·)−x0(·)||C < ε (ñèëüíûå îêðåñòíîñòè), òî ìîæíî îïðå-
äåëèòü îêðåñòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Y = C[t0, t1] òàê:
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||y(·) − y0(·)||C < ε. Â ýòîì ñëó÷àå åñëè y(·) � ðåøåíèå ýêñòðåìàëü-
íîé çàäà÷è â Y , òî x(·) � ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è â X, íî íå
íàîáîðîò.

Á. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, åñëè X = AC[t0, t1] (ïðî-
ñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) è Y = L1(t0, t1). Ïóñòü

||y(·)− y0(·)||L1
=

t1∫

t0

|y(t)− y0(t)| dt,

||x(·)− x0(·)||AC = |x(t0)− x0(t0)|+ ||x′(·)− (x0)′(·)||L1
.

Îïðåäåëåííûå òàêèì ñïîñîáîì îêðåñòíîñòè ñîãëàñîâàíû, òàê êàê

||y(·)− y0(·)||L1
= ||x′(·)− (x0)′(·)||L1

≤ ||x(·)− x0(·)||AC ,

||x(·)− x0(·)||AC = ||y(·)− y0(·)||L1
.

Åùå ðàç ðàññìîòðèì ïðèìåð Ãèëüáåðòà
1∫

0

t2/3[x′(t)]2 dt → min, x(0) = 0, x(1) = 1,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â çàäà÷àõ ÊÂÈ ïðî-
ñòðàíñòâî C1 ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì óçêèì.

Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ y(t) = x′(t) è áóäåì èñêàòü ðå-
øåíèÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ÈÂÈ â ïðîñòðàíñòâå AC. Íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

2t2/3y(t) + λ = 0,

èç èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ íàõîäèì λ = −2/3 è òîãäà
y(t) =

1

3
t−2/3. Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) = t1/3 � ôóíêöèÿ èç L1.
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3.5. Àíàëîã çàäà÷è Áîëüöà
Äîáàâèì ê èíòåãðàëüíîìó ôóíêöèîíàëó ïðîñòåéøåé çàäà÷è (1)

òåðìèíàëüíóþ ÷àñòü

T [x(·)] = F (x(t1), ..., x(tn),
b∫

a

k1(τ, x(τ)) dτ, ...,
b∫

a

km(τ, x(τ)) dτ),

ãäå t1, . . . , tn � ôèêñèðîâàííûå òî÷êè íà îòðåçêå [a, b] è k1(τ, x), . . .

km(τ, x) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Àíàëîãîì çàäà÷è Áîëüöà
ÊÂÈ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

B [x(·)] = I [x(·)] + T [x(·)] → extr, x(·) ∈ C[a, b]. (6)

Òåîðåìà 3. ( íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ àíàëîãà çà-
äà÷è Áîëüöà)
Ïóñòü ôóíêöèè f, k, F, kj, j = 1..m è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x
,

∂f

∂y
,

∂k

∂x
,

∂F

∂xj
, j = 1..n,

∂F

∂yj
, j = 1..m íåïðåðûâíû ïî ñî-

âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Åñëè ôóíêöèÿ x0(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (6),
òî îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂f

∂x
(t) +

b∫

a

∂f

∂y
(s)

∂k

∂x
(t, s, x(t)) ds +

m∑

l=1

∂F

∂yl

∂kl

∂x
(t, x(t)) = 0 (7)

è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
∂F

∂xj
= 0, j = 1..n, (8)

çäåñü äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè îáîçíà÷åíî

∂f

∂ξ
(t) =

∂f

∂ξ
(t, x(t),

b∫

a

k(τ, t, x(τ)) dτ), ξ = x èëè y,

∂F

∂η
=

∂F

∂ξ
(x(t1), ..., x(tn),

b∫

a

k1(τ, x(τ)) dτ, ...,
b∫

a

km(τ, x(τ))dτ) = 0,
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η = xj, j = 1..n, èëè yl, l = 1..m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (6) è
ïðèðàâíÿåì åå íóëþ. Ëåììà 1 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ.

Ëåììà 1′.
Ïóñòü a(·) ∈ C[a, b]. Åñëè

b∫

a

a(t) h(t) dt = 0 ∀h(·) ∈ C[a, b] | h(tj) = 0, j = 1..n,

òî a(t) ≡ 0.
Îòñþäà ñëåäóåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7). Åñëè æå ðàññìàòðè-

âàòü òàêèå ôóíêöèè h(·), ÷òî h(tj) 6= 0 òîëüêî äëÿ îäíîé èç òî÷åê
tj, òî ïîëó÷èì óñëîâèÿ (8). •

Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ àíàëîãà çàäà÷è Áîëüöà.
A. Åñëè òåðìèíàëüíàÿ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà Áîëüöà íå çàâèñèò îò

ïåðåìåííûõ yj, j = 1..m, òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà (7) è
(8) ñòàíîâÿòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Ñëåäñòâèå 3. ( ïåðâûé ÷àñòíûé ñëó÷àé )
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(·)
äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) ôóíêöèîíàëó

B (x(·)) = I (x(·)) + F (x(t1), ..., x(tn))

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) ôóíêöèÿ x(·) äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì)
ôóíêöèîíàëó I (x(·)) è
2) âåêòîð (x(t1), ..., x(tn)) äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàê-
ñèìóì) ôóíêöèè F (x1, ..., xn).

Á. Ïóñòü òåðìèíàëüíàÿ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà Áîëüöà íå çàâèñèò îò
ïåðåìåííûõ xj, j = 1..n.
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Ñëåäñòâèå 4. ( âòîðîé ÷àñòíûé ñëó÷àé )
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è, êðîìå òîãî, ∂F

∂xj
= 0 ∀j =

1..n. åñëè ôóíêöèÿ x0(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (6), òî îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂f

∂x
(t) +

b∫

a

∂f

∂y
(s)

∂k

∂x
(t, s, x(t) ds +

m∑

j=1

∂F

∂yj

∂kj

∂x
(t, x(t)) = 0.

Çàìå÷àíèå. Âî âòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè
íå ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ x(tj), j = 1..n. Ïîýòîìó ìîæíî ðàñøèðèòü
êëàññ èñêîìûõ ôóíêöèé äî ïðîñòðàíñòâà L(a, b).

3.6. Çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè ÊÂÈ

t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt → extr,

x(t0) = ϕ0(t0), x(t1) = ϕ1(t1), x(·) ∈ C1[t0, t1], (9)

çäåñü çíà÷åíèÿ t0, t1 íåèçâåñòíû (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòè òî÷êè ïðè-
íàäëåæàò íåêîòîðîìó äîñòàòî÷íî øèðîêîìó èíòåðâàëó ∆ ⊂ R1).
Ôóíêöèè ϕ0(·) è ϕ1(·) çàäàíû. Ñìûñë äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé
â òîì, ÷òî êîíöû x(t0) è x(t1) èñêîìîé òðàåêòîðèè äâèæóòñÿ ïî ëè-
íèÿì x = ϕ0(t) è x = ϕ1(t).

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å ÈÂÈ
t1∫

t0

L(t,
t∫

t0

y(τ) dτ + ϕ0(t0), y(t)) dt → extr,

t1∫

t0

y(τ) dτ = ϕ1(t1)− ϕ0(t0), y(·) ∈ C[t0, t1].
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Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (âòîðîé ôóíêöèîíàë íå èìååò ñòàöè-
îíàðíûõ òî÷åê)

L =
t1∫

t0

L(t,
t∫

t0

y(τ) dτ + ϕ0(t0), y(t)) dt + λ[
t1∫

t0

y(τ) dτ − ϕ1(t1) + ϕ0(t0)],

èñêîìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ y(·), t0, t1. Ïðèðàâíÿåì íóëþ ïðî-
èçâîäíûå ïî âñåì ýòèì ïåðåìåííûì.

1). Åñëè δL[y(·); h(·)] = 0, òî

∂L

∂y
(t, . . .) +

t1∫

t

∂L

∂x
(τ, . . .) dτ + λ = 0,

îòñþäà ïðè t = t1 ïîëó÷èì

λ = −∂L

∂y
(t1, . . .).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂L

∂y
(t,

t∫

t0

y(τ) dτ + ϕ0(t0), y(t))− ∂L

∂y
(t1, ϕ1(t1), y(t1))+

+
t1∫

t

∂L

∂x
(τ, . . .) dτ = 0. (10)

2). Åñëè ∂L
∂t0

= 0, òî

t1∫

t0

∂L
∂x

(t, . . .)[ϕ′0(t0)− y(t0)] dt−

−L(t0, ϕ0(t0), y(t0))− ∂L

∂y
(t1, . . .)[ϕ

′
0(t0)− y(t0)] = 0.

Çàïèøåì ðàâåíñòâî (10) ïðè t = t0

∂L

∂y
(t0, ϕ0(t0), y(t0))− ∂L

∂y
(t1, ϕ1(t1), y(t1))+
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+
t1∫

t0

∂L

∂x
(τ,

τ∫

t0

y(ξ) dξ + ϕ0(t0), y(τ)) dτ = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

L(t0, ϕ0(t0), y(t0)) + [ϕ′0(t0)− y(t0)]
∂L

∂y
(t0, ϕ0(t0), y(t0)) = 0. (11)

3). Åñëè ∂L
∂t1

= 0, òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ æå ðàññóæäåíèé ïîëó÷èì

L(t1, ϕ1(t1), y(t1)) + [ϕ′1(t1)− y(t1)]
∂L

∂y
(t1, ϕ1(t1), y(t1)) = 0. (12)

Òåîðåìà 4. ( íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å ñ ïî-
äâèæíûìè êîíöàìè )
Åñëè y(·), t0, t1 � ðåøåíèå çàäà÷è (9), òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(10), (11) è (12).

* * *
Ýòîò ðàçäåë íàïèñàí ïî ðàáîòàì [13], [14]. Â [15] óñòàíîâëåíî,

êîãäà óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà îáùåãî âèäà
èìåþò ôîðìó èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

4. ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ
È ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ

Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå îñíîâàíî íà òîì ôàêòå, ÷òî åñëè ôóíê-
öèÿ äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó, òî âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ýòîé ôóíêöèè. Â ñîâðåìåííîì ôóíêöèîíàëü-
íîì àíàëèçå ïîñòðîåíà áîëåå ñîâåðøåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ îòîáðàæåíèé â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Àâòîð ïîñî-
áèÿ íàäååòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëþ çíàêîìû ïîíÿòèÿ: ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, îòîáðàæåíèå, ëèíåéíûé îïåðà-
òîð, îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. . .
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4.1. Ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèé
Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, x0 ∈ X, U

� îêðåñòíîñòü x0 â X, îòîáðàæåíèå f : U → Y , U ⊂ D(f).
1. Ïóñòü h ∈ X. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λ↓0

f(x0 + λh)− f(x0)

λ
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ f íà ýëåìåíòå x0 ïî
íàïðàâëåíèþ h è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0; h) (çäåñü f ′(x0; h) � ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà Y ).

2. Åñëè ∀h ∈ X ñóùåñòâóåò f ′(x0; h), òî îòîáðàæåíèå δf(x0; ·) :

h ∈ X 7→ f ′(x0; h) ∈ Y íàçûâàåòñÿ ïåðâîé âàðèàöèåé îòîáðàæåíèÿ
f íà ýëåìåíòå x0, à ïðè f ′(x0;−h) = −f ′(x0; h) � ïåðâîé âàðèàöèåé
ïî Ëàãðàíæó.

3. Åñëè A � òàêîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (îïåðàòîð),
÷òî

f(x0 + λh) = f(x0) + λAh + o(λ) ïðè λ → 0 ∀h ∈ X,

òî A � ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî (èëè ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ) îòîáðàæåíèÿ f

íà ýëåìåíòå x0; îáîçíà÷àåòñÿ f ′G(x0).
Ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δf(x0; ·)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.
Çäåñü, êàê îáû÷íî, o(λ) òàêàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Y , ÷òî

o(λ)/λ → 0 ïðè λ → 0.
4. Åñëè A : X → Y � òàêîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

÷òî
f(x0 + h) = f(x0) + Ah + o(||h||) ïðè ||h|| → 0,

òî A � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå (èëè ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ) îòîáðàæåíèÿ
f íà ýëåìåíòå x0; îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0).
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Îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 | ||f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h|| < ε||h||

ïðè ||h|| < δ.

5. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðó-
åìûì íà ýëåìåíòå x0, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå A : X → Y , ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 | ||f(x′)− f(x′′)− A(x′ − x′′)|| < ε||x′ − x′′||

ïðè ||x′ − x0|| < δ, ||x′′ − x0|| < δ.

ßñíî, ÷òî A � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå.
Åñëè îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå íà ýëåìåíòå x0,

îíî íåïðåðûâíî íà ýòîì ýëåìåíòå. Åñëè îòîáðàæåíèå ñòðîãî äèô-
ôåðåíöèðóåìî íà ýëåìåíòå x0, îíî íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè ýòî-
ãî ýëåìåíòà. Ýòè óòâåðæäåíèÿ, êàê è ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñëåäóþò
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà 1.
Êàæäîå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ñèëüíûì, ÷åì ïðåäûäóùåå, íî íå íàîáîðîò.

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = b ∀x ∈ X. Òîãäà f ′(x0) =?
Ïðèìåð. Ïóñòü A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ó àôôèí-

íîãî îïåðàòîðà Ax+b ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî ñîâïàäàåò ñ A. Êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé èìååì: ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ñîâ-
ïàäàåò ñ íèì ñàìèì.

Ïðèìåð. Ïóñòü A : X → Y � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðà-
òîð, X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ
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åñòåñòâåííîé íîðìîé ||y||2 = (y, y). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèîíàëà f(x) = ||Ax− b||2:
f(x0+h)−f(x0) = (Ax0+Ah−b, Ax0+Ah−b)−(Ax0−b, Ax0−b) =

= 2(Ax0 − b, Ah) + (Ah,Ah) = 2(A∗(Ax0 − b), h) + ||Ah||2 . . .

Ïðèìåð. Äèôôåðåíöèðóåìî ëè îòîáðàæåíèå

f [x(·)] =
d∫

c

(
b∫

a

x(τ)k(τ, t) dτ − f(t))
2
dt

â ïðîñòðàíñòâàõ C è L2?

4.2. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà îòîáðàæåíèé äèôôåðåíöèðóåìà, åñ-

ëè äèôôåðåíöèðóåìî êàæäîå ñëàãàåìîå. Òî÷íî òàêæå, ñêàëÿðíûé
ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 2. (î ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé)
Ïóñòü X, Y, Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, U � îêðåñòíîñòü
x0 â X, V � îêðåñòíîñòü y0 â Y , ϕ : U → V , ϕ(x0) = y0,
ψ : V → Z, f = ψ ◦ ϕ : U → Z � ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé.
Åñëè ψ äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå íà y0, à ϕ äèôôåðåíöèðóåìî íà
x0 â ñìûñëå 1. � 4., òî è f äèôôåðåíöèðóåìî â ñìûñëå 1. � 4. Ïðè
ýòîì

f ′(x0) = ψ′(y0) ◦ ϕ′(x0) èëè f ′(x0; h) = ψ′(y0)(ϕ′(x0; h)).

Åñëè îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû, òî è îòîáðà-
æåíèå f ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ψ äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðå-
øå. Òîãäà

ψ(y) = ψ(y0) + ψ′(y0)(y − y0) + α(y)||y − y0||, lim
y→y0

α(y) = 0.
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Åñëè ñóùåñòâóåò

ϕ′(x0; h) = lim
λ↓0

ϕ(x0 + λh)− ϕ(x0)

λ
,

òî
lim
λ↓0

f(x0 + λh)− f(x0)

λ
= lim

λ↓0
ψ(ϕ(x0 + λh))− ψ(y0)

λ
=

= lim
λ↓0

ψ′(y0)(ϕ(x0 + λh)− y0) + α(ϕ(x0 + λh)) ||ϕ(x0 + λh)− y0||
λ

=

= ψ′(y0)(ϕ′(x0; h)).

Â êóðñå ÌÀ (ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà) áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î
ñðåäíåì (ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà): åñëè ôóíêöèÿ
f : [a, b] → R1 íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà â (a, b), òî
íàéäåòñÿ c ∈ (a, b) | f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a). Ñàìîå âàæíîå
åå ñëåäñòâèå: |f(b) − f(a)| ≤ max

c∈[a,b]
= |f ′(c)| |b − a|. Àíàëîãè÷íîå

óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü è äëÿ áîëåå îáùèõ îòîáðàæåíèé.
Îòðåçîê â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

[a, b] = {x | x = a + t(b− a), 0 ≤ t ≤ 1}.
Òåîðåìà 3.

Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî U ⊂ X ñîäåðæèò îòðåçîê [a, b]. Åñëè îòîáðàæåíèå f : U →
Y äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ãàòî íà êàæäîì ýëåìåíòå x ∈ [a, b], òî

||f(b)− f(a)|| ≤ sup
c∈(a,b)

||f ′G(c)|| · ||b− a||.

Ñëåäñòâèå.
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è Λ ∈ L(X, Y ). Òîãäà

||f(b)− f(a)− Λ(b− a)|| ≤ sup
c∈(a,b)

||f ′G(c)− Λ|| · ||b− a||.
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4.3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå â ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ
Ïóñòü X, Y, Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, x0 ∈ X , U �

îêðåñòíîñòü x0 â X, f : X → Y ×Z, U ⊂ D(f). Èíûìè ñëîâàìè,
f = (g, h) | g : X → Y, h : X → Z � âåêòîð-îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå (g(x), h(x)) ∈ Y × Z.

Òåîðåìà 4.
Îòîáðàæåíèå f = (g, h) äèôôåðåíöèðóåìî íà ýëåìåíòå x0 â ñìûñëå
1. � 5. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ g è h äèôôåðåí-
öèðóåìû íà x0 â òîì æå ñìûñëå. Ïðè ýòîì

f ′(x0; h) = (g′(x0; h), h′(x0; h)) . . . f ′(x0) = (g′(x0), h′(x0)).

Äîêàçàòåëüñòâî: âñå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. •
Ïóñòü X, Y, Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, x0 ∈ X, y0 ∈ Y ,

U � îêðåñòíîñòü (x0, y0) â X × Y , f : X × Y → Z, U ⊂ D(f).
Åñëè îòîáðàæåíèå x 7→ f(x, y0) äèôôåðåíöèðóåìî íà ýëåìåíòå

x0 (ïî Ãàòî, ïî Ôðåøå èëè ñòðîãî), òî åãî ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x îòîáðàæåíèÿ f íà ýëåìåíòå (x0, y0) è
îáîçíà÷àåòñÿ ∂f

∂x
(x0, y0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ∂f

∂y
(x0, y0).

Òåîðåìà 5. (î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå)
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X × Y → Z èìååò íà êàæäîì ýëåìåíòå
(x, y) ∈ X × Y ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî Ãàòî ∂f

∂x
(x, y) è ∂f

∂y
(x, y).

Åñëè îòîáðàæåíèÿ (x, y) 7→ ∂f

∂x
(x, y) è (x, y) 7→ ∂f

∂y
(x, y) íåïðå-

ðûâíû íà ýëåìåíòå (x0, y0), òî îòîáðàæåíèå f ñòðîãî äèôôåðåí-
öèðóåìî íà (x0, y0) è
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f ′(x0, y0)(ξ, η) =
∂f

∂x
(x0, y0) ξ +

∂f

∂y
(x0, y0) η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû
1) Π = {(x, y) | ||x− x0|| < δ, ||y − y0|| < δ} ⊂ U è 2)

||∂f

∂x
(x, y)− ∂f

∂x
(x0, y0)|| < ε, ||∂f

∂y
(x, y)− ∂f

∂y
(x0, y0)|| < ε.

Ïóñòü (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ U . Òîãäà

∆ = f(x′, y′)− f(x′′, y′′)− ∂f

∂x
(x0, y0)(x′− x′′)− ∂f

∂y
(x0, y0)(y′− y′′) =

= f(x′, y′)− f(x′′, y′)− ∂f

∂x
(x0, y0)(x′ − x′′)+

+f(x′′, y′)− f(x′′, y′′)− ∂f

∂y
(x0, y0)(y′ − y′′).

Ýëåìåíò (x′′, y′) òàêæå ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè U , è êàæäûé èç
îòðåçêîâ [(x′, y′), (x′′, y′)], [(x′′, y′), (x′′, y′′)] ëåæàò â U . Îòîáðàæå-
íèÿ x 7→ f(x, y′) è y 7→ f(x′′, y) äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ãàòî. Ïî
òåîðåìå î ñðåäíåì

||∆|| ≤ sup
ξ∈[x′,x′′]

||∂f

∂x
(ξ, y′)− ∂f

∂x
(x0, y0)|| · ||x′ − x′′||+

+ sup
η∈[y′,y′′]

||∂f

∂y
(x′, η)− ∂f

∂y
(x0, y0)|| · ||y′ − y′′|| ≤

≤ ε ||x′ − x′′||+ ε ||y′ − y′′||. •

4.4. Ïðîèçâîäíûå èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ
Òåïåðü ìîæíî ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå â ðàçäå-

ëàõ 2 è 3 ôóíêöèîíàëû äèôôåðåíöèðóåìû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíêöèè íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë èç ïðîñòåéøåé çàäà÷è ÊÂÈ

I[x(·)] =
t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt.

×òîáû îáîñíîâàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ýòîãî ôóíêöèîíàëà, çàïè-
øåì åãî â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåñêîëüêèõ îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R3 = R1×R1×R1, L : U → R1,
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂L

∂x
è ∂L

∂y
íåïðåðûâíû â U . Îáîçíà÷èì

V = {x(·) ∈ C1[t0, t1] | (t, x(t), x′(t)) ∈ U ∀t ∈ [t0, t1]}.

Ïóñòü
D : x(·) 7→ x′(·),

W : x(·), y(·) 7→ (x(·), y(·)),
N : w(·) 7→ g(·) | g(t) = L(t, w(t)),

J : g(·) 7→
t1∫

t0

g(t) dt.

Òîãäà ôóíêöèîíàë I ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ýòèõ îòîáðà-
æåíèé.

Ôóíêöèîíàë

F [x(·)] =
b∫

a

f(t, x(t),
b∫

a

k(τ, t, x(τ)) dτ) dt

òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåñêîëüêèõ îòîáðà-
æåíèé.

4.5. Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëîâ
Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå (òîïîëîãè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈

X, U � îêðåñòíîñòü x0 â X , ôóíêöèîíàë f : U → R1, U ⊂ D(f).
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Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x0 äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó f(·),
åñëè f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ U . Îáîçíà÷åíèå: x0 ∈ loc minf(·).

Òåîðåìà 6. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 1-ãî ïîðÿäêà)
Åñëè x0 ∈ loc minf(·) è ôóíêöèîíàë f(·) èìååò íà ýëåìåíòå x0

èëè ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ h, èëè 1-þ âàðèàöèþ ïî Ëàãðàí-
æó, èëè ïðîèçâîäíóþ Ãàòî (Ôðåøå), òî èëè f ′(x0; h) ≥ 0, èëè
δf(x0; h) = 0 ∀h ∈ X, èëè f ′G(x0) = 0 (f ′(x0) = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè, ñì. ï. 4.1.

Çàìå÷àíèå. Ýòà òåîðåìà � àíàëîã òåîðåìû Ôåðìà êëàññè÷åñêîãî
ÌÀ: åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå, òî
åå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèé. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ïî íàïðàâëåíèþ

f ′′(x0; h) = lim
λ↓0

f ′(x0 + λh; h)− f ′(x0; h)

λ
.

(Ìû ïèøåì îäíî h â ïðîèçâîäíîé, íî íà ñàìîì äåëå èõ äâà.)
Ëåììà. (ôîðìóëà Òåéëîðà)

Åñëè îòîáðàæåíèå f(·) èìååò ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå ïîðÿäêà n, òî

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0) h +
1

2!
f ′′(x0) (h, h) + . . .

. . . +
1

n!
f (n)(x0) (h, h, . . . , h) + α(h) ||h||n, lim

h→0
α(h) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè.
Äëÿ âàðèàöèé îòîáðàæåíèé

δnf(x0; h) =
dn

dλn
f(x0 + λh)|λ=0.
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Òåîðåìà 7. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 2-ãî ïîðÿäêà)
Ïóñòü x0 ∈ loc minf(·). Åñëè ôóíêöèîíàë f(·) èìååò íà ýëåìåí-
òå x0 èëè 2-þ âàðèàöèþ ïî Ëàãðàíæó, èëè 2-þ ïðîèçâîäíóþ Ãàòî
(Ôðåøå), òî
èëè δ2f(x0; h) ≥ 0 ∀h ∈ X, èëè f ′′G(x0)(h, h) ≥ 0 (f ′′(x0)(h, h) ≥ 0)

∀h ∈ X.
Äîêàçàòåëüñòâî, êàê è â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå, îñíîâàíî íà ôîð-

ìóëå Òåéëîðà.
Òåîðåìà 8. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 2-ãî ïîðÿäêà)

Ïóñòü ôóíêöèîíàë f(·) èìååò íà ýëåìåíòå x0 2-þ ïðîèçâîäíóþ
Ôðåøå. Åñëè f ′(x0) = 0 è íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî

f ′′(x0)(h, h) ≥ α ||h||2 ∀h ∈ X,

òî x0 ∈ loc minf(·).
Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà.
Ïðèìåð. Ïóñòü X, Y � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y �

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, f(x) = ||Ax−y||2 = (Ax−y,Ax−
y). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ýòîãî ôóíêöèîíàëà.

Òàê êàê

f(x + h)− f(x) = 2(Ax− y,Ah) + (Ah,Ah)

è

(Ax− y, Ah) = (A∗(Ax− y), h), (Ah,Ah) = ||Ah||2 ≤ ||A||2||h||2,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ′(x) = 2A∗(Ax− y). Òîãäà 2-ÿ ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíà 2A∗A.

4.6. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà óæå èñïîëüçîâàëñÿ â ï.2.3 è ï. 3.3

ïðè ðåøåíèè èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷è ÂÈ. Ðàñïðîñòðàíèì ýòîò
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ìåòîä íà áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è. Íà÷íåì ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî êîíå÷-
íîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü ôóíêöèè fj : Rn → R1, j = 0..m (m < n). Ðàññìîò-
ðèì êîíå÷íîìåðíóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå
ðàâåíñòâ

f0(x) → extr, fj(x) = 0, j = 1..m. (x ∈ Rn)

Òåîðåìà 9.
Ïóñòü ôóíêöèè fj(·), j = 0..m, èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Åñëè x0 � ðåøåíèå ýêñòðåìàëü-
íîé çàäà÷è, òî íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð (ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà) λ = (λ0, λ1, . . . , λm), ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L(x, λ) =
m∑

j=0
λjfj(x)

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè)

∂L
∂x

(x0, λ) = 0 èëè
m∑

j=0
λjf

′
j(x

0) = 0

èëè
m∑

j=0
λj

∂fj

∂xk
(x0) = 0, k = 1..n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå ñòà-
öèîíàðíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ:

m∑

j=0
λjf

′
j(x

0) 6= 0.

Òîãäà âåêòîðû f ′j(x
0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ðàíã ìàòðèöû

{∂fj

∂xk
(x0)}j=0..m, k=1..n
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ðàâåí m + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íå ðàâíûé íóëþ ìèíîð ïî-
ðÿäêà m + 1.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ìèíîð ðàñïîëîæåí â ëåâîì âåðõíåì óãëó
ìàòðèöû. À åùå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f0(x

0) = 0 (èíà÷å ââåäåì íîâóþ
èñêîìóþ ôóíêöèþ f̃(x) = f0(x)− f0(x

0)).
Îáîçíà÷èì x̌ = (x1, . . . , xm+1) è x̂ = (xm+2, . . . , xn). Â îêðåñòíîñòè

U ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x̌0 = (x0
1, . . . , x

0
m+1) ðàññìîòðèì îòîáðàæå-

íèå
F : U → Rm+1 | F (x̌) = (f0(x̌, x̂0), . . . , fm(x̌, x̂0)).

Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è F (x̌0) = 0.
Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå F−1, îïðåäåëåííîå â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè 0 ∈ Rm+1 è äèôôåðåíöèðóåìîå â ýòîé îêðåñòíîñòè. Äëÿ
y èç òàêîé îêðåñòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |F−1(y)−F−1(0)| ≤
L|y − 0| èëè |F−1(y)− x̌0| ≤ L|y|.

Ïóñòü ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî (ëþáîãî çíàêà). Ïóñòü yε =

(ε, 0, . . . , 0) è x̌ε = F−1(yε). Òîãäà F (x̌ε) = (ε, 0, . . . , 0) è |x̌ε − x̌0| ≤
L|ε|.

Îáîçíà÷èì xε = (x̌ε, x̂
0). Òîãäà f0(xε) = ε è fj(xε) = 0, j = 1..m.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî x0 íå äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å,
òàê êàê â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè åñòü òî÷êè xε, óäîâëåòâîðÿþùèå
îãðàíè÷åíèÿì â âèäå ðàâåíñòâ, íî çíà÷åíèå f0(xε) ìîæåò áûòü êàê
ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. •

Çàìå÷àíèå 1. Ïðîèçâîäíûå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïî Ãàòî èëè Ôðå-
øå, òàê è êàê 1-å âàðèàöèè ïî Ëàãðàíæó.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âåêòîðû f ′j(x
0), j = 1..m ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû, òî λ0 6= 0.
Ïðèìåð.

xyz → extr, x + y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 1.
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Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ äåëî îáñòîèò ñóùåñòâåí-
íî ñëîæíåå.

Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, îòîáðàæåíèå F :

X → Y , ôóíêöèîíàëû fj : X → R1, j = 0..m. Ðàññìîòðèì ýêñòðå-
ìàëüíóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

f0(x) → min, fj(x) ≤ 0, j = 1..m, F (x) = 0, x ∈ X.

Òåîðåìà 10.
Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ôóíêöèîíàëû fj(·), j =

0..m è îòîáðàæåíèå F (·) ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà F ′(x0) � çàìêíóòîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â Y .

Åñëè x0 � ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, òî ñóùåñòâóþò òà-
êèå âåêòîð λ ∈ Rm+1 è ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗ (ìíîæèòåëè Ëàãðàí-
æà), íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L(x, λ, y∗) =
m∑

j=0
λj fj(x)+ < y∗, F (x) >

âûïîëíÿþòñÿ:
1) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè

∂L
∂x

(x0, λ, y∗) = 0,

2) óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè λj fj(x
0) = 0, j = 1..m,

3) óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè λj ≥ 0, j = 0..m.
Äîïîëíåíèå ê òåîðåìå. Åñëè fj(x) = 0, òî óñëîâèÿ 2) è 3) îòñóò-

ñòâóþò.
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â êíèãå [4].
Ïðèìåð (âñå ðàâíî êîíå÷íîìåðíûé :-) ).

x2
1 + x2

2 + x2
3 → min, 2x1 − x2 + x3 ≤ 5, x1 + x2 + x3 = 3.
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Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L = λ0 (x2
1 + x2

2 + x2
3) + λ1 (2x1 − x2 + x3 − 5) + λ2 (x1 + x2 + x3 − 3).

Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

1) λ02x1 + 2λ1 + λ2 = 0, λ02x2 − λ1 + λ2 = 0, λ02x3 + λ1 + λ2 = 0,

óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

2) λ1 (2x1 − x2 + x3 − 5) = 0,

óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè

3) λ0 ≥ 0, λ1 ≥ 0

è îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è

4) 2x1 − x2 + x3 ≤ 5, x1 + x2 + x3 = 3

îáðàçóþò ñèñòåìó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå x1 = x2 = x3 = −λ2 = 1, λ1 = 0, λ0 = 0.5 èëè
êàêîå-òî äðóãîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ðàññóæäåíèÿ áûëè òàêèå. Åñëè λ0 = 0, òî óðàâíåíèÿ 1) èìåþò
òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ýòîãî áûòü íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî λ0 6=
0. Óäîáíî âçÿòü λ0 = 1/2.

Åñëè λ1 6= 0, òî èç 1) èìååì x1 = −2λ1 − λ2, x2 = λ1 − λ2, x3 =

−λ1 − λ2. Óñëîâèå 2) äàåò 2x1 − x2 + x3 = 5. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
λ1 < 0. Ýòîãî òàêæå áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò λ1 = 0.

* * *
Ýòîò ðàçäåë íàïèñàí â îñíîâíîì ïî ãëàâå 2 êíèãè [1].
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5. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß Â ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ïåðåìåííûõ, ïðåäëîæåíî ìíîãî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [16]). Ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâåí-
íî ñëîæíåå. Íî íåêîòîðûå õîðîøî èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà ýòîò ñëó÷àé.

5.1. Ãðàäèåíòíûå ìåòîäû

Ïóñòü ôóíêöèîíàë I : X → R1 äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå íà
ýëåìåíòå x0 ∈ X , òî åñòü I(x0 + h) = I(x0) + I ′(x0) h + o(||h||).
Çäåñü I ′(x0) � òîæå ôóíêöèîíàë, ïðè÷åì ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé.
Åãî çíà÷åíèå íà ýëåìåíòå h îáîçíà÷åíî I ′(x0) h, òàêæå ÷àñòî ïèøóò
< h, I ′(x0) >.

Åñëè X = Rn (êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî), òî I ′(x0) � ãðàäè-
åíò ôóíêöèîíàëà íà ýëåìåíòå x0. Ýòî âåêòîð (ïî îïðåäåëåíèþ), êî-
òîðûé ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöè-
îíàëà (èëè ïðîñòî ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ). Ìîæíî ïîñòðîèòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xk, ñõîäÿùóþñÿ ê ðåøåíèþ x0 ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷è íà ìèíèìóì: x1 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, xk+1 =

xk − αk I ′(xk). Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò ìèíèìèçèðó-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Íî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
âñå íå òàê ïðîñòî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (âåùåñòâåí-
íîå èëè äàæå êîìïëåêñíîå). Ïî òåîðåìå Ô. Ðèññà êàæäîìó ëèíåé-
íîìó íåïðåðûâíîìó ôóíêöèîíàëó f(·) íà X ñîîòâåòñòâóåò òàêîé
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ X, ÷òî < x, f >= (x, y). Êðîìå òîãî,
||f || = ||y||. Òàê âîò, â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ãðàäèåíòîì
ôóíêöèîíàëà f(·) íàçûâàþò ýòîò ñàìûé ýëåìåíò y. Â äàëüíåéøåì
âìåñòî y áóäåì ïèñàòü I ′(x0). Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
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çàäà÷ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàê-
òè÷åñêè òàêèå æå ìåòîäû è àëãîðèòìû, ÷òî è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó-
÷àå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.

1. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé

I(x) → min, x ∈ X,

çäåñü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Àëãîðèòì òàêîé: âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíûé ýëåìåíò x1, à ñëåäóþ-

ùèå ýëåìåíòû ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå

xk+1 = xk − αk I ′(xk), k = 1, 2, ...,

ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü. Çäåñü I ′(xk) � ãðàäè-
åíò ôóíêöèîíàëà íà ýëåìåíòå xk.

×èñëà αk ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, â òîì
÷èñëå:

� ïðèìèòèâíî, òî åñòü èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè I(xk+1) < I(xk).
Íàïðèìåð, ìîæíî çàäàòü íåêîòîðîå çíà÷åíèå α, ïîëîæèòü αk = α,
à åñëè íà k-ì øàãå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, íóæíî
óìåíüøàòü ýòî ÷èñëî;

� àïðèîðíî, òî åñòü òàê, ÷òî

αk > 0,
+∞∑

k=1
αk = +∞,

+∞∑

k=1
α2

k < +∞.

Íàïðèìåð, αk = 1/(kλ), 1/2 < λ < 1;
� îïòèìàëüíî, êîãäà αk � ðåøåíèå çàäà÷è

I(xk − αk I ′(xk)) → min

(ýòî ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà).
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2. Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ïðèìåíÿþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ
îãðàíè÷åíèÿìè

I(x) → min, x ∈ X ⊂ X,

ãäå X � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â X.
Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà íîâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà-

÷è íóæíî ñïðîåêòèðîâàòü íà ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé,
xk+1 = PX[xk − αk I ′(xk)], k = 1, 2, ...

Çäåñü PX[x] � ïðîåêöèÿ ýëåìåíòà x íà ìíîæåñòâî X , òî åñòü òàêîé
ýëåìåíò p ∈ X , ÷òî

||x− p|| = inf
q∈X

||x− q||.
Íàïðèìåð, åñëè X = {x ∈ X | ||x− x̃|| ≤ R} � çàìêíóòûé øàð, òî
PX(x) = { ||x− x̃|| ≤ R : x; èíà÷å : x̃ + r (x− x̃)/||x− x̃||}.

3. Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ, îí îñ-
íîâàí íà ñëåäóþùåì àëãîðèòìå:

xk+1 = xk + αk (xk − xk), 0 ≤ αk ≤ 1,

ãäå xk � ðåøåíèå çàäà÷è
< xk − xk, I ′(xk) >= inf

x∈X
< x− xk, I ′(xk) >

(X � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî).
4.Ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ýëåìåíò xk

èùåòñÿ èç óñëîâèÿ Ik(x
k) = inf

x∈X
Ik(x), ãäå

Ik(x) =< x− xk, I ′(xk) > +
1

2
< x− xk, I ′′(xk)(x− xk) > .

Åñëè X = X è îïåðàòîð I ′′(xk) èìååò îáðàòíûé, òî xk+1 = xk −
αk (I ′′(xk))−1I ′(xk).

Äîêàçàíû òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷åíû
îöåíêè ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè [16].
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5.2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíûì óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèé è êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì

Ðàññìîòðèì óïðîùåííûé îäíîìåðíûé âàðèàíò îäíîé çàäà÷è îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ([3], ñ. 31).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ:

I = [x(t1)− x1]
2 → min,

x′(t) = a(t) x(t) + b(t) u(t) + f(t), t0 < t < t1, x(t0) = x0,

u(t) ∈ U ∀t ∈ [t0, t1].

Çäåñü u(·) � óïðàâëåíèå, x(·) � ñîñòîÿíèå (îíî çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ,
x(·) = x[u(·)](·)). Ïîýòîìó è ôóíêöèîíàë çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ,
I = I[u(·)].

Ñìûñë çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: çàäàíî íà÷àëî òðàåêòîðèè
x = x(t); íóæíî íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó
òðàåêòîðèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ íàèáîëåå áëèçêî ê çàäàííîé òî÷êå.

×òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà, íóæíî íàó÷èòüñÿ
âû÷èñëÿòü ãðàäèåíò!

Ïëàí òàêîé: äàäèì ïðèðàùåíèå ∆u(·) óïðàâëåíèþ u(·) è èññëå-
äóåì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà

∆I = I[u(·) + ∆u(·)]− I[u(·)].
Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî

∆I =
t1∫

t0

G(τ) ∆u(τ) dτ + o(||∆u(·)||),

òî ôóíêöèÿ G(·) è åñòü ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà.
Îáîçíà÷èì ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ ∆x(·),

∆x(·) = x[u(·) + ∆u(·)](·)− x[u(·)](·).
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Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

∆x′(t) = a(t) ∆x(t) + b(t) ∆u(t), x(t0) = 0.

Òîãäà (âñïîìíèì, êàê ýòî íåîäíîêðàòíî äåëàëè ïðè èçó÷åíèè êóðñà
ÄÓ :-))

∆x(t) =
t∫

t0

[a(τ) ∆x(τ) + b(τ) ∆u(τ)] dτ

è

|∆x(t)| ≤ A
t∫

t0

|∆x(τ)| dτ + B
t∫

t0

|∆u(τ)| dτ ≤ B |∆u(τ)| eA(t−t0)

(ëåììà îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ), çäåñü A = max
t∈[t0,t1]

a(t), B =

max
t∈[t0,t1]

b(t).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà

∆I = {x[u(·) + ∆u(·)](t1)− x1}2 − {x[u(·)](t1)− x1}2 =

= {x[u(·) + ∆u(·)](t1)− x[u(·)](t1)− 2 x1}∆x(t1) =

= 2{x[u(·)](t1)− x1}∆x(t1) + [∆x(t1)]
2,

÷òîáû ïðèâåñòè âûðàæåíèå ê íóæíîìó âèäó ìû âû÷ëè è äîáàâèëè
x[u(·)](t1). Âòîðîå ñëàãàåìîå â ñèëó ïîëó÷åííîãî âûøå íåðàâåíñòâà
è åñòü o(||∆u(·)||).

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå.
Ïóñòü y(·) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′(t) = −a(t) y(t), y(t1) = 2{x[u(·)](t1)− x1}.

Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå

y(t1) ∆x(t1) = y(t1) ∆x(t1)− y(t0) ∆x(t0) =
t1∫

t0

[y(τ) ∆x(τ)]′ dτ =
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=
t1∫

t0

[y′(τ) ∆x(τ) + y(τ) ∆x′(τ)] dτ =
t1∫

t0

y(τ) b(τ) ∆u(τ) dτ

(ïî÷åìó èìåííî òàê, ñêîðî ñòàíåò ÿñíî). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò
ôóíêöèîíàëà ðàâåí y(·) b(·).

Â èòîãå àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òà-
êîé:
� çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u(·);
� íàõîäèì x(·) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî, x(t1);
� íàõîäèì y(·) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè;
� âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà I ′[u(·)](·) = y(·) b(·);
� íàõîäèì íîâîå óïðàâëåíèå u(·) ïî ìåòîäó ïðîåêöèè ãðàäèåíòà;
� åñëè òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íå äîñòèãíóòà, âîçâðàùàåìñÿ íà âòîðîé
øàã.

5.3. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå òåìïåðàòóðîé ñòåðæíÿ

Ïóñòü âäîëü îòðåçêà [0, l] îñè s ðàñïîëîæåí òîíêèé ïðîâîäÿùèé
òåïëî ñòåðæåíü, x(s, t) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå (â ñå÷åíèè) ñòåðæíÿ
ñ êîîðäèíàòîé s â ìîìåíò âðåìåíè t. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó

∂x

∂t
= a2 ∂2x

∂s2 + f(s, t), (s, t) ∈ Q = {0 < s < l, 0 < t < T},

∂x

∂s
(0, t) = 0,

∂x

∂s
(l, t) = ν [p(t)− x(l, t)], 0 < t ≤ T,

x(s, 0) = ϕ(s), 0 ≤ s ≤ l,

l∫

0

[x(s, T )− y(s)]2 ds → min.

Óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è òàêîâû: òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ (ñîñòîÿíèå) � ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ëåâûé åãî êîíåö òåïëîèçîëèðî-
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âàí, òîëüêî ÷åðåç ïðàâûé êîíåö ïðîèñõîäèò îáìåí òåïëîì ñ îêðóæà-
þùåé ñðåäîé, íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ñòåðæíÿ
çàäàíî. Íóæíî íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå � ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ òåï-
ëà âíóòðè ñòåðæíÿ f(s, t) è òåìïåðàòóðó îêðóæàþùåé ñðåäû p(t),
÷òî â ìîìåíò âðåìåíè T ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ñòåðæíÿ
áóäåò íàèáîëåå áëèçêèì ê çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå òàêèå:

pmin ≤ p(t) ≤ pmax,
∫∫

Q

|f(s, t)|2 ds dt ≤ F.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèå u = (p, f) � íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè (õîòÿ îíè ìîãóò áûòü èíòåãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì; åñëè èìåþòñÿ
òî÷êè ðàçðûâà, òî íóæíî ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
óïðàâëåíèé

(u1, u2) =
T∫

0

p1(t) p2(t) dt +
∫∫

Q

f1(s, t) f2(s, t) ds dt.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë â ýòîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ äèôôåðåíöèðóåì è âû÷èñëèì åãî ãðàäèåíò ([3]).

Ïðèðàùåíèþ óïðàâëåíèÿ ∆u = (∆p, ∆f) ñîîòâåòñòâóþò ïðèðà-
ùåíèå ñîñòîÿíèÿ ∆x è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà
∆I.

Ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
∂(∆x)

∂t
= a2 ∂2(∆x)

∂s2 + ∆f,

∂(∆x)

∂s
(0, t) = 0,

∂∆x

∂s
(l, t) = ν [∆p−∆x(l, t)], ∆x(s, 0) = 0.

Ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà

∆I =
l∫

0

[x(s, T ) + ∆x(s, T )− y(s)]2 ds−
l∫

0

[x(s, T )− y(s)]2 ds =
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=
l∫

0

2[x(s, T )− y(s)] ∆x(s, T ) ds +
l∫

0

(∆x(s, T )) : 2 ds.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü o(||∆u||).
Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(s, t) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

∂ψ

∂t
= −a2 ∂2ψ

∂s2 ,
∂ψ

∂s
(0, t) = 0,

∂ψ

∂s
(l, t) = −ν ψ(l, t),

ψ(s, T ) = 2[x(s, T )− y(s)].

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðèðàùåíèè ôóíêöèîíàëà íóæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

T∫

0

G(t) ∆p(t) dt +
∫∫

Q

H(s, t) ∆f(s, t) ds dt,

òîãäà ãðàäèåíò � ïàðà ôóíêöèé (G(t), H(s, t)).
Ñäåëàåì ñëåäóþùåå:

l∫

0

2[x(s, T )− y(s)] ∆x(s, T ) ds =
l∫

0

ψ(s, T ) ∆x(s, T ) ds =

=
l∫

0

(
T∫

0

∂

∂t
(ψ ∆x) dt) ds =

l∫

0

T∫

0

[
∂ψ

∂t
∆x + ψ

∂(∆x)

∂t
] dt ds =

=
l∫

0

T∫

0

[−a2 ∂2ψ

∂s2 ∆x∓ a2 ∂ψ

∂s

∂(∆x)

∂s
+ ψ a2 ∂2(∆x)

∂s2 + ψ ∆f ] dt ds =

= a2
T∫

0

l∫

0

(
∂

∂s
[− ∂ψ

∂s
∆x + ψ

∂(∆x)

∂s
] ds) dt +

∫∫

Q

ψ ∆f ds dt.

Òàê êàê
l∫

0

∂

∂s
[− ∂ψ

∂s
∆x + ψ

∂(∆x)

∂s
] ds =

= −∂ψ

∂s
∆x + ψ

∂(∆x)

∂s

∣∣∣∣
s=l

s=0
= . . . = ψ(l, t) ν ∆p,

òî ãðàäèåíò ðàâåí (a2 ν ψ(l, t), ψ(s, t)).
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Â èòîãå àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñëå-
äóþùèé:
� çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå p(t), f(s, t);
� ðåøàåì êðàåâóþ çàäà÷ó è íàõîäèì x(s, t) è x(s, T );
� ðåøàåì êðàåâóþ çàäà÷ó è íàõîäèì ψ(s, t);
� âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò I ′[u(·)](·) = (a2 ν ψ(l, t), ψ(s, t));
� íàõîäèì íîâîå óïðàâëåíèå p(t), f(s, t) (íå âûõîäÿ èç äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà);
� åñëè òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íå äîñòèãíóòà, âîçâðàùàåìñÿ íà âòîðîé
øàã.

6. ÇÀÄÀ×È ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòûñêèâàþòñÿ ýêñòðåìó-
ìû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ìíîæåñòâàõ, çàäàííûõ ëèíåéíûìè
ðàâåíñòâàìè è íåðàâåíñòâàìè.

Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáû÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàïðèìåð, ïðÿìàÿ
çàäà÷à â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

< c, x >→ max, Ax ≤ b, x ≥ 0 (1)

è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

< b, y >→ min, A′y ≥ c, y ≥ 0 (2)

ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè. Çäåñü c, x ∈ Rn, A � ìàòðèöà m × n,
b, y ∈ Rm, A′ � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, x è y � èñêîìûå âåê-
òîðû.

Êàê ïåðåíåñòè òåîðèþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà àáñòðàêò-
íûé áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé? Ìîæíî ëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è (1)
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è (2) êàê ðåçóëüòàò àïïðîêñèìàöèè äâîéñòâåííûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ?

6.1. Äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà è äâîéñòâåííûå îïåðà-
òîðû

Ïðîñòðàíñòâà X è X ′ íàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûìè ïðîñòðàíñò-
âàìè (äâîéñòâåííîé ïàðîé), åñëè çàäàí íåâûðîæäåííûé áèëèíåé-
íûé ôóíêöèîíàë (áèëèíåéíàÿ ôîðìà) < ·, · > : X ×X ′ → R.

Áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè èç <

x, x′ >= 0 ∀x′ ∈ X ′ ñëåäóåò x = 0 è èç < x, x′ >= 0 ∀x ∈ X ñëåäóåò
x′ = 0. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò x′ ∈ X ′, ÷òî < x, x′ >6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ X, x 6= 0,
è ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî < x, x′ > 6= 0 äëÿ âñåõ
x′ ∈ X ′, x′ 6= 0.

Îáà ïðîñòðàíñòâà â äâîéñòâåííîé ïàðå ðàâíîïðàâíû. Ïðîñòðàí-
ñòâî ìîæåò áûòü äâîéñòâåííî ñàìî ñåáå. Êàæäîå âåùåñòâåííîå ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâîéñòâåííî ñàìî
ñåáå, åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà < x, x′ >= (x, x′).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X è àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñò-
ðàíñòâî X+ (ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X) îáðà-
çóþò äâîéñòâåííóþ ïàðó ñ < x, x+ >= x+(x). Ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî X è ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ (ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X) òàêæå îáðàçóþò äâîéñòâåííóþ
ïàðó. Íî ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ â òàêîé äâîéñòâåííîé ïàðå íàðó-
øåíà.

Ïóñòü X,X ′ è Y, Y ′ � äâîéñòâåííàÿ ïàðà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ,
A : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðè÷åì åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
D(A) = X. Îïåðàòîð A′ : Y ′ → X ′ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì
îïåðàòîðîì ê A, åñëè

< x, A′y′ >=< Ax, y′ > ∀x ∈ X, ∀y′ ∈ Y ′.
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Íî â òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äðó-
ãèì îïðåäåëåíèåì.

Îïåðàòîðû A : X → Y ′ è A′ : Y → X ′ íàçîâåì âçàèìíî
äâîéñòâåííûìè, åñëè

< x, A′y >=< y, Ax > ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y.

Çäåñü íåò ïðîòèâîðå÷èÿ, âñåãî ëèøü èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå îáîçíà÷å-
íèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð, äâîéñòâåííûé ê ëèíåéíîìó, ìîæåò è
íå ñóùåñòâîâàòü.

Åñëè X = X ′ = C[a, b], òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü áèëèíåéíóþ ôîð-
ìó

< x, x′ >=
b∫

a

x(t) x′(t) dt.

Ïóñòü X = X ′ = Y = Y ′ = C[a, b] è îáå áèëèíåéíûå ôîðìû îïðåäå-
ëåíû èìåííî òàê. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè k(τ, t) � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, òî îïåðàòîðû

A : x(t) 7→ x(t) +
b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ

è
A′ : y(t) 7→ y(t) +

b∫

a

y(τ) k(t, τ) dτ

âçàèìíî äâîéñòâåííû.

6.2. Áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
Ïóñòü X,X ′ è Y, Y ′ � äâîéñòâåííàÿ ïàðà ëèíåéíûõ óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïðîñòðàíñòâ, è x′0 ∈ X ′, y′0 ∈ Y ′ � èõ ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû.
Ðàññìîòðèì äâå äâîéñòâåííûå çàäà÷è àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Ïóñòü A : X → Y ′ � ëèíåéíûé îïåðàòîð è A′ : Y → X ′ � îïåðàòîð,
äâîéñòâåííûé ê A. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
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äâîéñòâåííàÿ ê íåé çàäà÷à ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû òàê:

< x, x′0 >→ max, Ax ≤ y′0, x ≥ 0, (3)

< y, y′0 >→ min, A′y ≥ x′0, y ≥ 0. (4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äâîéñòâåííûå çàäà÷è êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé îáùåé
ñõåìû.

Òåîðåìà 1. Åñëè x è y � äîïóñòèìûå ýëåìåíòû, òî âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî < x, x′0 >≤< y, y′0 >. Åñëè x è y � äîïóñòèìûå
ýëåìåíòû è < x0, x′0 >=< y0, y′0 >, òî x0 è y0 � ðåøåíèÿ çàäà÷ (3)
è (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x′0 ≤ A′y, òî < x, x′0 >≤< x, A′y > ∀x ∈
P+

X . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Ax ≤ y′0, òî < y,Ax >≤< y, y′0 >

∀y ∈ P+
Y . Íî < x,A′y >=< y, Ax > ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîãî

îïåðàòîðà. Äàëåå, ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå äîïóñòèìûå ýëåìåíòû.
Òîãäà < x, x′0 >≤< y0, y′0 >=< x0, x′0 >≤< y, y′0 >. •

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïàðó çàäà÷ èíòåãðàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Ïðÿìàÿ çàäà÷à èìååò âèä

β∫

α

c(τ)x(τ) dτ → max,

(5)

β∫

α

A(t, τ)x(τ) dτ ≤ b(t), t ∈ [γ, δ], x(τ) ≥ 0, τ ∈ [α, β]

è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à �
δ∫

γ

b(t)y(t) dt → min,
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(6)

δ∫

γ

A(τ, t)y(t) dt ≥ c(τ), τ ∈ [α, β], y(t) ≥ 0, t ∈ [γ, δ].

Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ôóíêöèè â ôîðìóëàõ (5) è (6)
íåïðåðûâíû.

Åùå îäèí ïðèìåð � çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ñèëû âäîëü óïðóãîé
ñòðóíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóíà çàêðåïëåíà â òî÷êàõ x = 0 è
x = l. Êàê èçâåñòíî, åå îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîä
äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ñèëû p(x)

u(x) =
l∫

0

G(x, t) p(t) dt,

ãäå G(x, t) � ôóíêöèÿ Ãðèíà (ñì. ï. 1.2). Íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäàÿ
òî÷êà ñòðóíû âûøëà çà ãðàíèöó çàäàííîé îáëàñòè. Ïóñòü ïîëíàÿ
íàãðóçêà äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé, à ðàñïðåäåëåíèå ñèëû âäîëü
ñòðóíû íåèçâåñòíî. Òîãäà èìååì çàäà÷ó èíòåãðàëüíîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

l∫

0

p(t) dt → min,
l∫

0

G(x, t)p(t) dt ≥ q(x), p(x) ≥ 0.

Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìåþò âèä

< x, x′0 >→ max, Ax = y′0, x ≥ 0,

< y, y′0 >→ min, A′x = x′0, y ≥ 0.

Ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü çàäà÷è â ñòàíäàðòíîé ôîðìå â çàäà÷è â êà-
íîíè÷åñêîé ôîðìå. Íîâûå ïåðåìåííûå ìîæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

71



Ïóñòü U = X × Y ′ è V = Y × X ′ � íîâûå ïðîñòðàíñòâà èñêî-
ìûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîñòðàíñòâà U ′ = X ′× Y è V ′ = Y ′×X ÿâëÿþòñÿ
äâîéñòâåííûìè ê íèì, ïðè÷åì äâîéñòâåííîñòü çàäàåòñÿ áèëèíåéíû-
ìè ôîðìàìè

< u, u′ >=< x, x′ > + < y, y′ >=< v, v′ > .

Ïóñòü u′0 = (x′0, 0) è v′0 = (y′0, 0) � ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû.
Ïîñòðîèì îïåðàòîðû B : U → V ′ è C : V → U ′ òàê, ÷òî B :

(x, y′) 7→ (Ax+y′, 0) è C : (y, x′) 7→ (A′y−x′, 0). Òîãäà êàíîíè÷åñêèå
çàäà÷è

< u, u′0 >→ max, Bu = v′0, u ≥ 0,

< v, v′0 >→ min, Cv = u′0, v ≥ 0

ýêâèâàëåíòíû èñõîäíûì ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àì. Çàìåòèì,
÷òî îïåðàòîðû B è C íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííûìè.

6.3. Àïïðîêñèìàöèÿ è èíòåðïîëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâ è îïå-
ðàòîðîâ

Ïðîñòðàíñòâî X íàçîâåì àïïðîêñèìèðóþùèì ïðîñòðàíñòâî X,
åñëè çàäàíû òàêèå îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëÿöèè TX :

X → X è SX : X → X, ÷òî TX SX = I (çäåñü I � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð). Åñëè àïïðîêñèìàöèÿ íåòðèâèàëüíàÿ, òî SX TX 6= I. Åñëè
ïðîñòðàíñòâà X, Y àïïðîêñèìèðóþò ïðîñòðàíñòâà X, Y , òî ëþáîé
îïåðàòîð A : X → Y íàçîâåì îïåðàòîðîì, àïïðîêñèìèðóþùèì
òî÷íûé îïåðàòîð A. Àíàëîãè÷íî, åñëè çàäàí îïåðàòîð A : X → Y ,
òî ëþáîé îïåðàòîð Ã : X → Y ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, èíòåðïî-
ëèðóþùèì îïåðàòîð A. Îïåðàòîðû A

0
= TY ASX è Ã0 = SY ATX

íàçîâåì îïåðàòîðàìè åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè è åñòåñòâåííîé
èíòåðïîëÿöèè.

Ïóñòü X, X ′ è Y, Y ′ � äâîéñòâåííûå ïàðû ïðîñòðàíñòâ, A : X →
Y è A′ : Y ′ → X ′ � äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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ïðîñòðàíñòâà X è Y àïïðîêñèìèðóþò ïðîñòðàíñòâà X è Y , îïåðà-
òîðû TX , SX , TY , SY � îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëÿöèè.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè äâîéñòâåííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü X

′ è Y
′ � ïðî-

ñòðàíñòâà, äâîéñòâåííûå ê X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.
I. Åñëè îïåðàòîðû TX è SX èìåþò äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû,

òî ïðîñòðàíñòâî X
′ àïïðîêñèìèðóåò ïðîñòðàíñòâî X ′.

II. Åñëè îïåðàòîð A
′ ñóùåñòâóåò, òî îí àïïðîêñèìèðóåò îïå-

ðàòîð A′.
III. Åñëè A′ = A

′, òî (A
0
)′ = (A′)

0 è (Ã
0
)′ = ˜(A′)

0.
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [17].

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå è òàê:
ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê àïïðîêñèìèðóþùåìó ïðîñòðàíñòâó,
àïïðîêñèìèðóåò ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê òî÷íîìó ïðîñòðàí-
ñòâó.

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà X ′ = X
′ íå ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèè àï-

ïðîêñèìàöèè è äâîéñòâåííîñòè êîììóòèðóþò. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷à-
åò òîëüêî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X

′ âûáðàíî â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè
ïðîñòðàíñòâà X ′ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ àïïðîêñèìàöèé.

Ðàâåíñòâî A′ = A
′ òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð A

′ âûáðàí èç
îïåðàòîðîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ îïåðàòîð A. Ìîæíî âûáðàòü äðó-
ãîé àïïðîêñèìèðóþùèé îïåðàòîð.

6.4. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïî-

ëÿöèè ñîõðàíÿþò ïîðÿäîê â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàïðèìåð, åñ-
ëè TX : X → X , òî èç x ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî x = TXx ≥ 0.

Çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùóþ ïðÿ-
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ìóþ çàäà÷ó (3), ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

< x, S ′Xx′0 >→ max, TY ′ASXx ≤ TY ′y′0, x ≥ 0. (7)

Çäåñü ýëåìåíòû òî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà çàìåíåíû íà ýëåìåíòû àï-
ïðîêñèìèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà, è îïåðàòîð åñòåñòâåííîé àïïðîê-
ñèìàöèè A

0
= TY ′ASX âûáðàí â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà

A : X → Y ′.
Ê çàäà÷å (7) ìîæíî ïðèéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì èñêàòü

ðåøåíèå çàäà÷è (3) â âèäå x = SXx. Òîãäà

< SXx, x′0 >→ max, ASXx ≤ y′0, SXx ≥ 0.

Çàìåíèì òåïåðü îïåðàòîð SX â ôóíêöèîíàëå íà äâîéñòâåííûé îïå-
ðàòîð, à çàòåì ñïðîåêòèðóåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî Y

′

è çàìåíèì âòîðîå íåðàâåíñòâî íà x ≥ 0.
Òåîðåìà 3. Ïðè åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷à, äâîé-

ñòâåííàÿ ê çàäà÷å, àïïðîêñèìèðóþùåé ïðÿìóþ çàäà÷ó, àïïðîêñè-
ìèðóåò äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðèì ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ äëÿ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (4). Áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèÿ â âèäå y = SY y.
Èç

< SY y, y′0 >→ min, A′SY y ≥ x′0, SY y ≥ 0

ñëåäóåò, ÷òî

< y, S ′Y y′0 >→ min, TX ′A′SY y ≥ TX ′x′0, y ≥ 0. (8)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷è (7) è (8) âçàèìíî äâîéñòâåííû. •
Ïîñòðîèì òåïåðü çàäà÷è, àïïðîêñèìèðóþùèå çàäà÷è (5) è (6).

Ïóñòü τj ∈ [α, β], j = 1..N è tk ∈ [γ, δ], k = 1..M � óçëû àïïðîêñè-
ìàöèè. Èíòåãðàëû çàìåíèì íà ñóììû

β∫

α

f(τ) dτ ≈
N∑

j=1
rj f(τj),

δ∫

γ

g(t) dt ≈
M∑

k=1
sk g(tk),
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çäåñü rj è sk � (íåîòðèöàòåëüíûå) êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë. Îáîçíà÷èì xj = rj x(τj), yk = sk y(tk). Òîãäà èç (5) ñëåäóåò,
÷òî

N∑

j=1
c(τj) xj → max,

N∑

j=1
A(tk, τj) xj ≤ b(tk), k = 1..M, xj ≥ 0, j = 1..N

è èç (6) ñëåäóåò, ÷òî
M∑

k=1
b(tk) yk → min,

M∑

k=1
A(tk, τj) yk ≥ c(τj), j = 1..N, yk ≥ 0, k = 1..M.

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì Ax = y′0
è A′y = x′0 ëåãêî ìîæíî îïèñàòü â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è. Àíà-
ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü X,X ′ è Y, Y ′ � äâîéñòâåííûå ïàðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð K : X → Y ′ íàçîâåì êîíå÷íîìåðíûì, åñëè ñó-
ùåñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû x′1, . . . , x

′
n â ïðîñòðàíñòâå

X ′ è ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû y′1, . . . , y
′
n â ïðîñòðàíñòâå Y ′

òàêèå, ÷òî
K : x 7→

n∑

j=1
< x, x′j > y′j ∀x ∈ X.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé êîíå÷íîìåðíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èìå-
åò äâîéñòâåííûé îïåðàòîð.

Ïóñòü Y ′ = X è X ′ = Y . ×åðåç

T : x 7→
n∑

j=1
< x, x′j > xj, T ′ : x′ 7→

n∑

j=1
< xj, x

′ > x′j
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îáîçíà÷èì ëèíåéíûå êîíå÷íîìåðíûå îïåðàòîðû, îáðàçóþùèå äâîé-
ñòâåííóþ ïàðó. Åñëè A = I − T , òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x− Tx = x0

èìååò âèä
x = x0 +

n∑

j=1
αjxj,

ãäå ÷èñëà αj óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

αk −
n∑

j=1
αj < xj, x

′
k >=< x0, x

′
k >, k = 1 . . n.

Äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå x′− T ′x′ = x′0 èìååò àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî.
Ïîýòîìó â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò
áûòü ñâåäåíû ê êîíå÷íîìåðíûì çàäà÷àì.

* * *
Ïîñëåäíèé ðàçäåë ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ íàïèñàí ïî ðàáîòå [18].
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