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Ïðåäèñëîâèå

Â ó÷åáíîå ïîñîáèå âîøëè îñíîâíûå òåìû êóðñîâ ëåêöèé "Ìîäåëè
è ìåòîäû âîëíîâîäíîé ýëåêòðîäèíàìèêè" è "Ðàñïðîñòðàíåíèå è äè-
ôðàêöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí", êîòîðûå àâòîð ÷èòàåò ñòóäåíòàì
Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèé Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.

Ãëàâíàÿ öåëü ýòèõ ëåêöèé � ïîêàçàòü îñíîâíûå ïîäõîäû ê èñ-
ñëåäîâàíèþ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ïîä-
ãîòîâèòü ñëóøàòåëåé ê ðåøåíèþ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ýëåêòðîäè-
íàìèêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû â êà÷åñòâå êóðñîâûõ è
âûïóñêíûõ ðàáîò. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîñòðîåíèþ ðàñ÷åòíûõ
àëãîðèòìîâ è îöåíêå äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà. ×òîáû íå óâåëè÷èâàòü îáúåì ìàòåðèàëà, îáîñíîâàíèå
ïðàâîìåðíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé íå ïðèâîäèòñÿ.

Îáîçíà÷åíèÿ è íåêîòîðûå ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé íå âñåãäà
òî÷íî òàêèå, êàê íà ëåêöèÿõ. Èñïîëüçîâàíû îòäåëüíûå ôðàãìåíòû
ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ "Ïëåùèíñêèé Í.Á. Ìîäåëè è ìåòîäû âîëíîâîäíîé
ýëåêòðîäèíàìèêè. � Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2008".
Èñïðàâëåíû íåòî÷íîñòè è îïå÷àòêè. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû è àëãîðèò-
ìû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ âîëíîâîäíîé ýëåêòðîäè-
íàìèêè áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ àâòîðà ïîñîáèÿ è åãî êîëëåã.

PNB
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1. ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÅ ÏÎËÅ.
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÅ ÂÎËÍÛ

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå � ýòî ôèçè÷åñêîå ïîíÿòèå, êîòîðîå ïî-
ìîãàåò îáúÿñíèòü ÿâëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðèðîäû. Îíî
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïðîáíûå çàðÿäû è òîêè.

1.1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îïèñû-

âàþò ÷åòûðå âåêòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè E, D, H, B, çàâèñÿùèå îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò r è îò âðåìåíè t. Ýòè ôóíêöèè íà-
çûâàþòñÿ: E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, D � ýëåê-
òðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, H � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, B �
ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ çàðÿäû è òîêè, ïëîòíîñòè êîòîðûõ ρ è j òàêæå çàâèñÿò îò r è t.
Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äâå ôóíêöèè E

è H, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ìàãíèòíîå ïîëå.
Â 60-å ãîäû XIX âåêà Äæ. Ê. Ìàêñâåëë ïðåäëîæèë çàïèñûâàòü

ñâÿçè ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè ïîëÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

rotH =
∂D

∂t
+ j, rotE = −∂B

∂t
, divD = ρ, divB = 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ îñòàëèñü áåç èçìåíåíèÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, èõ
íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ íå îáíàðó-
æåíî ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðîòèâîðå÷èëè áû ýòîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àêñèîìû òåî-
ðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà. Ìîæíî óñëîâèòüñÿ îòîæäåñòâëÿòü ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå ñ âåêòîðíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè E, D, B, H,
óäîâëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è, ñëåäîâàòåëüíî,
õîòÿ è íå âïîëíå êîððåêòíî, ãîâîðèòü, ÷òî åñëè ìû íàøëè ðåøåíèå
ýòèõ óðàâíåíèé, òî íàøëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.
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Ñâîéñòâà ñðåäû çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé,
óñòàíàâëèâàþùèõ çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿìè è èíäóêöè-
ÿìè ïîëÿ. Â âàêóóìå D = ε0 E, B = µ0 H, ãäå ε0 è µ0 � ýëåêòðè÷å-
ñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííûå (ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû). Ýòè ïîñòî-
ÿííûå èìåþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ ôèçè÷åñêèõ
åäèíèö. Â ëèíåéíîì äèýëåêòðèêå

D = ε0εE, B = µ0µH,

ãäå ε è µ � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü è ìàãíèòíàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü. Äëÿ îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäû ε è µ � ñêàëÿðíûå
ïîñòîÿííûå. Â àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ýòè âåëè÷èíû � ìàòðèöû (òåí-
çîðû). Â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ íàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè ñâÿçàíû
áîëåå ñëîæíûìè óðàâíåíèÿìè. Â ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ äîïîëíèòåëü-
íî èñïîëüçóåòñÿ åùå óðàâíåíèå j = σ E, ãäå σ � ïðîâîäèìîñòü.

1.2. Ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä
Ãîâîðÿò, ÷òî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ A(r, t) ãàðìîíè÷åñêè

çàâèñèò îò âðåìåíè, åñëè

A(r, t) = Ac(r) cos ωt + As(r) sin ωt,

çäåñü ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ Ac(r) + iAs(r) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé ôóíêöèè
A(r, t).

Åñëè, íàïðèìåð, âåùåñòâåííîçíà÷íûå ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè ôóíêöèè A(x, t) è B(x, t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
∂A/∂x = ∂B/∂t, òî ∂Ac/∂x = ω Bs, ∂As/∂x = −ω Bc. Ïåðâîå ðà-
âåíñòâî ñëîæèì ñî âòîðûì, óìíîæåííûì íà i, è ïîëó÷èì äëÿ êîì-
ïëåêñíûõ àìïëèòóä óðàâíåíèå ∂(Ac + i As) = −iω (Bc + i Bs). Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé îò âðåìåíè ïðè
ïåðåõîäå ê èõ êîìïëåêñíûì àìïëèòóäàì ïðîèçâîäíûå ïî t çàìåíÿ-
þòñÿ íà óìíîæåíèå íà −iω.
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Ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíê-
öèþ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî åå êîìïëåêñíîé àìïëèòóäå òàê: íóæíî
óìíîæèòü êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó íà e−iωt è âû÷èñëèòü âåùåñòâåí-
íóþ ÷àñòü ïðîèçâåäåíèÿ. Ìîæíî áûëî áû â êà÷åñòâå êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäû ôóíêöèè A(r, t) ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå
âûðàæåíèå Ac(r)− iAs(r). Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåùåñòâåííîçíà÷-
íûõ àìïëèòóä íóæíî èñïîëüçîâàòü ìíîæèòåëü eiωt.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðè
ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
1) ρ = 0, j = 0 (ñâîáîäíûå òîêè è çàðÿäû îòñóòñòâóþò);
2) ñðåäà ëèíåéíàÿ, îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ (âåëè÷èíû ε è µ � âå-
ùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå ñêàëÿðû);
3) êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿò îò
âðåìåíè.

Ïåðåéäåì ê êîìïëåêñíûì àìïëèòóäàì âåêòîðíûõ ôóíêöèé E èH
(îáîçíà÷åíèÿ îñòàâèì ñòàðûå, íî áóäåì ïîìíèòü, êàê îò êîìïëåêñ-
íûõ àìïëèòóä ôóíêöèé ìîæíî, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, âåðíóòüñÿ ê
ôóíêöèÿì, ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùèì îò âðåìåíè). Ïîëó÷èì

rotH = −iωε0εE, rotE = iωµ0µH.

Òàê êàê div rotA = 0, òî ëþáîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé óäîâëå-
òâîðÿåò è îñòàâøèìñÿ óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
èñêàòü ðåøåíèÿ òîëüêî ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ êîì-
ïëåêñíûõ àìïëèòóä.

Ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè áóäåì íàçûâàòü ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèåñÿ â ïðîñòðàíñòâå êîëåáàíèÿ (â îêðåñòíîñòè íåêîòîðûõ çíà÷å-
íèé) õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â äàëüíåéøåì èçó÷å-
íèå ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí áóäåò îñíîâàíî
íà èññëåäîâàíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ
àìïëèòóä.
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1.3. Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä çíà÷åíèÿ ε è µ íå îïðåäåëåíû

è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà òåðÿþò ñìûñë. Ýòó ïîòåðþ
êîìïåíñèðóþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

(ε1 E1 − ε2 E2) · n = 0, (µ1 H1 − µ2 H2) · n = 0,

[n,E1 − E2] = 0, [n,H1 −H2] = 0

(ñâîáîäíûå òîêè è çàðÿäû îòñóòñòâóþò). Çäåñü n � íîðìàëü ê ãðà-
íè÷íîé ïîâåðõíîñòè. Ýòè óñëîâèÿ "ïîòåðÿëèñü" ïðè ïåðåõîäå îò èí-
òåãðàëüíîé ôîðìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ê äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìå.

Äîñòàòî÷íûìè äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå äâà óñëîâèÿ.

I. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû êàñàòåëü-
íûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ E è H (óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ).

II. Íà ãðàíèöå ñ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñðåäîé (òî åñòü ñ ìåòàëëîì)
äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà E
(ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ).

1.4. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
Ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæ-

íî ââåñòè äâóìÿ ñïîñîáàìè: èëè èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà, èëè àêñèîìàòè÷åñêè.

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

w(r, t) =
1

2
(E ·D + H ·B).

Òîãäà ýíåðãèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â îáëàñòè V , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

W =
1

2

∫

V

(E ·D + H ·B) dv.
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Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä

Π = [E,H],

ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò âåêòîð Ïîéíòèíãà. Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè
ñòîÿò âåùåñòâåííîçíà÷íûå âåêòîðíûå ôóíêöèè E è H. Çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó: èçìåíåíèå ýíåðãèè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè áåç èñòî÷íèêîâ ïðîèñõîäèò òîëüêî çà
ñ÷åò ïåðåòîêà ýíåðãèè ÷åðåç ãðàíèöó.

Ïðè ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ
âåëè÷èí è íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ìåíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì
T = 2π/ω. Ïîýòîìó èñïîëüçóþò èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ (óñðåäíåííûå
ïî âðåìåíè). Äëÿ ôóíêöèè f(t) ñðåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

f =
1

T

T∫

0

f(t) dt.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, íàïðèìåð, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéí-
òèíãà

Π =
1

2
Re [E,H∗].

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ôóíêöèé E è
H, çíàêîì ∗ îòìå÷åíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå.

Èòàê, ôèçè÷åñêîé çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:
íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ýòîé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöàõ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ òåë
è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä.

Â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ íóæíî òàêæå ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðûå áóäóò îáñóæäàòüñÿ ïîçæå.

Â ýëåêòðîäèíàìèêå, êàê è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè, âàæíî íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàòü ïîñòðîåííóþ ìà-
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òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, íî òàêæå ïîñòðîèòü íà åå îñíîâå ðàñ÷åòíûé
àëãîðèòì, ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò è äàòü ôèçè÷å-
ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòàì ñ÷åòà.

2. ÏËÎÑÊÈÅ ÂÎËÍÛ.
ÎÒÐÀÆÅÍÈÅ È ÏÐÅËÎÌËÅÍÈÅ

Ýëåìåíòàðíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû (ïðîñòûå ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà) ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-
ìè.

2.1. Äâóìåðíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
Íàéäåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ

àìïëèòóä
rotH = −iωε0εE, rotE = iωµ0µH

â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, z). Òàê êàê

rotA = (
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
,

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
,

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
),

òî èìååì øåñòü ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé
∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
= −iωε0εEx,

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z
= iωµ0µHx,

∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
= −iωε0εEy,

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
= iωµ0µHy,

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= −iωε0εEz,

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= iωµ0µHz.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî êîìïîíåíòû ïîëÿ íå çàâèñÿò
îò êîîðäèíàòû y (ïëîñêîå èëè äâóìåðíîå ïîëå). Òîãäà óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà ðàñïàäàþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé,
è ëþáîå èõ ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ðåøåíèé âèäà (0, Ey, 0),

9



(Hx, 0, Hz) è (Ex, 0, Ez), (0, Hy, 0). Ðåøåíèÿì ïåðâîãî òèïà ñî-
îòâåòñòâóþò ãàðìîíè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ïàðàëëåëüíîé
ïîëÿðèçàöèè (âåêòîð E ïàðàëëåëåí îñè y), à ðåøåíèÿì âòîðîãî òèïà
� âîëíû ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè.

Â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ

Ey = u, Hx =
−1

iωµ0µ

∂u

∂z
, Hz =

1

iωµ0µ

∂u

∂x
,

ãäå ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ u äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
Ãåëüìãîëüöà

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂z2 + k2 u = 0,

k2 = ω2µ0µε0ε, k � âîëíîâîå ÷èñëî.
Ôóíêöèÿ u(x, z) = Aeiξx+iζz áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãåëüì-

ãîëüöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ2 + ζ2 = k2. Åñëè ξ è ζ � âå-
ùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî θ ∈
[0, π/2], ÷òî ξ = k sin θ, ζ = k cos θ.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà

Π =
1

2
Re [E, H∗] =

1

2
Re (EyH

∗
z , 0, −EyH

∗
x) =

=
k

2ωµ0µ
|A|2 (sin θ, 0, cos θ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ

u(x, z) = Aeik sin θ·x+ik cos θ·z

îïðåäåëÿåò ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó, ïåðåíîñÿùóþ ýíåðãèþ â íà-
ïðàâëåíèè (sin θ, 0, cos θ), òî åñòü â ïåðâûé êâàäðàíò ïëîñêîñòè
(x, z) ïîä óãëîì θ ê îñè z. Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ

u(x, z) = Ae−ik sin θ·x−ik cos θ·z
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îïðåäåëÿåò âîëíó, ïåðåíîñÿùóþ ýíåðãèþ â ïðîòèâîïîëîæíîì íà-
ïðàâëåíèè.

Äëÿ êðàòêîñòè ðå÷è áóäåì íàçûâàòü âîëíàìè ïîòåíöèàëüíûå
ôóíêöèè âèäà Ae±iξx±iζz. Òàêèå âîëíû ïðè âåùåñòâåííûõ ξ è ζ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïëîñêèìè, òàê êàê ïîâåðõíîñòè ±ξx ± ζz = const (ôðîíò
âîëíû) � ïëîñêîñòè. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ôðîíò âîëíû êàê áû äâè-
æåòñÿ, ïðè÷åì â íàïðàâëåíèè âåêòîðà Ïîéíòèíãà.

Åñëè îäíî èç ÷èñåë ξ èëè ζ íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, òî òàêàÿ
âîëíà ÿâëÿåòñÿ çàòóõàþùåé â íàïðàâëåíèè îäíîé èç îñåé.

Ñëó÷àé ïàðàëëåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

2.2. Îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå ïëîñêîé âîëíû
íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä

x

z

0+

_
q

q q uu

u

_

+ 0

Ðèñ. 2.1. Îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå ïëîñêîé âîëíû
Ïóñòü ïëîñêîñòü z = 0 ðàçäåëÿåò äâå ñðåäû ñ ðàçíûìè ñâîéñòâà-

ìè: ïðè z > 0 âîëíîâîå ÷èñëî k = k+, ïðè z < 0 âîëíîâîå ÷èñëî
k = k−. Ïóñòü íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä ïàäàåò ñâåðõó ïëîñêàÿ ïà-
ðàëëåëüíî ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé

u0(x, z) = A0 e−ik+ sin θ0·x−ik+ cos θ0·z
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(áóäåì ñòàðàòüñÿ ñîáëþäàòü ïðàâèëî: íîìåð ñðåäû óêàçûâàåòñÿ ñíè-
çó, à íîìåð âîëíû � ñâåðõó). Áóäåì èñêàòü îòðàæåííûå è ïðåëîì-
ëåííûå âîëíû, òîæå ïëîñêèå è ïàðàëëåëüíî ïîëÿðèçîâàííûå:

u+(x, z) = A+ e−ik+ sin θ+·x+ik+ cos θ+·z,

u−(x, z) = A− e−ik− sin θ−·x−ik− cos θ−·z.

Ïîêà ýòî ïðåäïîëîæåíèå � ãèïîòåçà. Íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ
ðåøåíèé áûòü íå ìîæåò.

Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî µ+ = µ− = µ, íî ε+ 6= ε−.
Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä

u0(x, 0) + u+(x, 0) = u−(x, 0),
∂u0

∂z
(x, 0) +

∂u+

∂z
(x, 0) =

∂u−

∂z
(x, 0).

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ áóäóò âûïîëíåíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿ x, åñëè

k+ sin θ0 = k+ sin θ+ = k− sin θ−.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óãîë îòðàæåíèÿ ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ è óãîë ïðå-
ëîìëåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óãîë ïàäåíèÿ è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíè-
öàåìîñòè ñðåä (çàêîíû Ñíåëëÿ èëè Ñíåëëèóñà). Òîãäà äëÿ èñêîìûõ
àìïëèòóä ïëîñêèõ âîëí îñòàþòñÿ óðàâíåíèÿ

A0 + A+ = A−, −k+ cos θ0 · A0 + k+ cos θ+ · A+ = −k− cos θ− · A−.

Îòñþäà (ôîðìóëû Ôðåíåëÿ)

A+ =
k+ cos θ0 − k− cos θ−

k+ cos θ0 + k− cos θ−
A0, A− =

2k+ cos θ0

k+ cos θ0 + k− cos θ−
A0

èëè

A+ =

√
ε+ cos θ0 −√ε− cos θ−√
ε+ cos θ0 +

√
ε− cos θ−

A0, A− =
2
√

ε+ cos θ0

√
ε+ cos θ0 +

√
ε− cos θ−

A0.
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Ïðîâåðèì, âûïîëíÿåòñÿ ëè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ðàññìîò-
ðèì ïîòîêè âåêòîðîâ Ïîéíòèíãà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü z = 0, à òî÷-
íåå, ÷åðåç åå åäèíè÷íûå ïëîùàäêè. ßñíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïî-
òîêà ýíåðãèè ÷åðåç òàêèå ó÷àñòêè ïëîñêîñòè íóæíî çíàòü òîëüêî
z-êîìïîíåíòó âåêòîðà Π. Ïðè ýòîì óäîáíî èìåòü äåëî ñî ñðåäíèìè
çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí.

Äëÿ ïàäàþùåé âîëíû

Π
0
z = −k+|A0|2 cos θ0

2ωµ0µ
,

è äëÿ äðóãèõ âîëí òðåõëó÷åâîé ñõåìû

Π
+
z =

k+|A+|2 cos θ+

2ωµ0µ
, Π

−
z = −k−|A−|2 cos θ−

2ωµ0µ
.

Ïîòîê ýíåðãèè, ïðèõîäÿùåé ñâåðõó íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó, ðàâåí
Π

0
z + Π

+
z , à ïîòîê ýíåðãèè, óõîäÿùåé âíèç, ðàâåí Π

−
z . Ëåãêî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

−k+|A0|2 cos θ0 + k+|A+|2 cos θ+ = −k−|A−|2 cos θ−.

Â ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ ðàññóæäåíèÿ òî÷íî òàêèå æå. Ïðè ýòîì

Hy = u, Ex =
1

iωε0ε

∂u

∂z
, Ez =

−1

iωε0ε

∂u

∂x
,

è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ôóíêöèé òðåõ âîëí (ïàäàþùåé, îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé) èìåþò
âèä

1

ε+

∂u0

∂z
(x, 0) +

1

ε+

∂u+

∂z
(x, 0) =

1

ε−

∂u−

∂z
(x, 0),

u0(x, 0) + u+(x, 0) = u−(x, 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âîëíû � ïëîñêèå, òî è â ýòîì
ñëó÷àå

k+ sin θ0 = k+ sin θ+ = k− sin θ−.
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Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä âîëí è ôîðìóëû Ôðåíåëÿ áó-
äóò íåìíîãî èíûìè:

A+ =

√
ε− cos θ0 −√ε+ cos θ−√
ε− cos θ0 +

√
ε+ cos θ−

A0, A− =
2
√

ε− cos θ0

√
ε− cos θ0 +

√
ε+ cos θ−

A0.

3. ÄÈÔÐÀÊÖÈß ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÂÎËÍÛ
ÍÀ ÒÎÍÊÎÉ ÏÐÎÂÎÄßÙÅÉ ËÅÍÒÅ

Ïóñòü òåïåðü íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä z = 0 âäîëü îñè y ðàçìå-
ùåíà áåñêîíå÷íî òîíêàÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ ëåíòàM. Îáîçíà÷èì
÷åðåç N îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè z = 0 (ñì. ðèñ. 5.1). Îãðàíè-
÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà êîìïîíåíòû ïîëÿ íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû
y. Â ïëîñêîñòè y = 0 ëåíòå ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê, êîòîðûé òàêæå
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M, à äîïîëíåíèå åãî äî âñåé îñè x � ÷åðåç
N .

x x

z z

y

0

0

M

NN

Ðèñ. 3.1. Òîíêàÿ ïðîâîäÿùàÿ ëåíòà
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàëëåëüíî ïîëÿðèçîâàííûå ýëåêòðîìàã-

íèòíûå âîëíû. Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïîëÿ, êàê è ðàíüøå, âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ u(x, z) òàê:

Ey = u, Hx =
−1

iωµ0µ

∂u

∂z
, Hz =

1

iωµ0µ

∂u

∂x
.

14



Ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî ñðåäû ïðè z > 0 è ïðè z < 0 îäèíàêîâû.
Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé u0(x, z)

çàäàíà è ïðè z > 0, è ïðè z < 0 (òàê ìîæíî). Áóäåì èñêàòü îòðàæåí-
íûå ââåðõ âîëíû è ïðîøåäøèå âíèç âîëíû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè u+(x, z) è u−(x, z). Íà N äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

u0 + u+ = u0 + u−,
∂u0

∂z
+

∂u+

∂z
=

∂u0

∂z
+

∂u−

∂z
,

ñëåâà è ñïðàâà åñòü îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå. Íà M äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u0 + u+ = 0, u0 + u− = 0.

3.1. Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà â ïîëóïëîñêîñòè
Ïðèìåì ãèïîòåçó : îòðàæåííîå è ïðîøåäøåå ïîëå ÿâëÿþòñÿ íà-

ëîæåíèåì ïëîñêèõ âîëí âèäà

u(x, z) =
+∞∫

−∞
A(ξ) e−iξx±iγ(ξ)z dξ, γ(ξ) =

√
k2 − ξ2.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ γ(ξ) âû÷èñëÿþòñÿ òàê, ÷òî èëè ýòî íåîòðèöàòåëüíûå
âåùåñòâåííûå ÷èñëà, èëè ìíèìûå ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé
÷àñòüþ (Re γ(ξ) ≥ 0 èëè Im γ(ξ) > 0). Ïðè âåùåñòâåííûõ γ(ξ) > 0

ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ âäîëü îñè z (èëè â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâ-
ëåíèè), ïðè ìíèìûõ γ(ξ) âîëíû çàòóõàþò. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü

u+(x, z) =
+∞∫

−∞
A+(ξ) e−iξx+iγ(ξ)z dξ, z > 0,

è
u−(x, z) =

+∞∫

−∞
A−(ξ) e−iξx−iγ(ξ)z dξ, z < 0,

óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè çäåñü ó÷òåíû.
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Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óñòàíàâëè-
âàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè f(x) è f(ξ):

f(ξ) =
1√
2π

+∞∫

−∞
f(x)eixξ dx, f(x) =

1√
2π

+∞∫

−∞
f(ξ)e−iξx dξ.

Ñëåäû (ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ) ôóíêöèè u(x, z) è åå ïðîèçâîäíîé
ïî z ïðè z → 0 áóäåì îáîçíà÷àòü u0(x) è u1(x). Ïðè z → 0+0 èìååì

u+
0 (x) =

+∞∫

−∞
A+(ξ)e−iξx dξ, u+

1 (x) =
+∞∫

−∞
iγ(ξ)A+(ξ)e−iξx dξ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
√

2π A+(ξ) = u+
0 (ξ),

√
2π iγ(ξ) A+(ξ) = u+

1 (ξ). Ïðè
z → 0−0 àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ôóíêöèè u+
0 (x) è u+

1 (x) � ñëåäû íà ïðÿìîé z = 0 ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé âîëíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

u+
1 (ξ)− iγ(ξ) u+

0 (ξ) = 0.

Ôóíêöèè u−0 (x) è u−1 (x) � ñëåäû íà ïðÿìîé z = 0 ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèè îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé âîëíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

u−1 (ξ) + iγ(ξ) u−0 (ξ) = 0.

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåí-
íûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â âåðõíåé è â íèæ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè: ñëåäû îðèåíòèðîâàííûõ ðåøåíèé íà ãðàíèöå ïî-
ëóïëîñêîñòè íå ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîèçâîëüíî.
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3.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè
Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü åùå îäíî óòâåðæäåíèå (ëåììà 2).

Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå ýêâèâà-
ëåíòíà ãðàíè÷íîé çàäà÷å ñ óñëîâèÿìè

u+
0 (x) = −u0

0(x), x ∈M; u+
1 (x) = 0, x ∈ N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê u+
0 (x) = u−0 (x) ïðè âñåõ x, òî u+

0 (ξ) =

u−0 (ξ). Òîãäà u+
1 (ξ) = −u−1 (ξ) è u+

1 (x) = −u−1 (x). Ïîýòîìó u+
1 (x) = 0

íà N . •
Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà M è N ñëåäóåò, ÷òî

Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå ýêâèâà-
ëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∫

M
u+

1 (x1) K1(x1, x) dx1 = −u0
0(x), x ∈M,

ãäå
K1(x1, x) = − i

2
H

(1)
0 (k|x− x1|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u+
1 (x) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ íà M (íà N

ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ). Òîãäà

u+
0 (x) =

1√
2π

+∞∫

−∞

−i

γ(ξ)
u+

1 (ξ) e−iξx dξ =

=
1√
2π

+∞∫

−∞

−i

γ(ξ)

( 1√
2π

∫

M
u+

1 (x1)e
ix1ξ dx1

)
e−iξx dξ =

=
∫

M
u+

1 (x1)
( 1

2π

+∞∫

−∞

−i

γ(ξ)
e−iξ(x−x1) dξ

)
dx1 =
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=
∫

M
u+

1 (x1)
(
− i

2
H

(1)
0 (k|x− x1|)

)
dx1

(âíóòðåííèé èíòåãðàë âû÷èñëåí êàê îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå). •

3.3. Ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ïîëÿ
Â ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí

ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå. Îòëè÷èå â òîì, ÷òî íåíóëåâûå êîìïîíåí-
òû ïîëÿ

Hy = u, Ex =
1

iωε0ε

∂u

∂z
, Ez =

−1

iωε0ε

∂u

∂x
,

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u0
1 + u+

1 = 0, u0
1 + u−1 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå

Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå ýêâèâà-
ëåíòíà ãðàíè÷íîé çàäà÷å ñ óñëîâèÿìè

u+
1 (x) = −u0

1(x), x ∈M; u+
0 (x) = 0, x ∈ N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê u+
1 (x) = u−1 (x) ïðè âñåõ x, òî u+

1 (ξ) =

u−1 (ξ). Òîãäà u+
0 (ξ) = −u−0 (ξ) è u+

0 (x) = −u−0 (x). Ïîýòîìó u+
0 (x) = 0

íà N . •
Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà M è N ñëåäóåò, ÷òî

Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå ýêâèâà-
ëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∫

M
u+

0 (x1) K0(x1, x) dx1 = −u0
1(x), x ∈M,
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ãäå
K0(x1, x) =

i

2

k

|x− x1| H
(1)
1 (k|x− x1|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u+
0 (x) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ íà M (íà N

ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ). Òîãäà

u+
1 (x) =

1√
2π

+∞∫

−∞
iγ(ξ) u+

0 (ξ) e−iξx dξ =

=
1√
2π

+∞∫

−∞
iγ(ξ)

( 1√
2π

∫

M
u+

0 (x1)e
ix1ξ dx1

)
e−iξx dξ =

=
∫

M
u+

0 (x1)
( 1

2π

+∞∫

−∞
iγ(ξ) e−iξ(x−x1) dξ

)
dx1 =

=
∫

M
u+

0 (x1)
( i

2

k

|x− x1| H
(1)
1 (k|x− x1|)

)
dx1.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë è â ýòîì ñëó÷àå óäàëîñü âû÷èñëèòü. •
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ ÿäðî èí-

òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ
îñîáåííîñòü, à â ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè îíî ÿâëÿåò-
ñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì.

3.4. Çàäà÷à î ñêà÷êå
Áóäåì èñêàòü îðèåíòèðîâàííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

u+(x, z) ïðè z > 0 è u−(x, z) ïðè z < 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè z = 0

óñëîâèÿì

u(x, 0+0)−u(x, 0−0) = a(x),
∂u

∂z
(x, 0+0)− ∂u

∂z
(x, 0−0) = b(x),

−∞ < x < +∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäû ñâåðõó è ñíèçó èìåþò ðàçíûå ñâîéñòâà.
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Çàäà÷à î ñêà÷êå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u±(x, z) =
1√
2π

+∞∫

−∞

±γ∓(ξ) a(ξ)− i b(ξ)

γ−(ξ) + γ+(ξ)
e±γ±(ξ) z−iξ x dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê îáðàçàì Ôóðüå â óñëîâèÿõ çàäà÷è î
ñêà÷êå è äîáàâèì ê íèì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ
çàäà÷. Ïîëó÷èì ÑËÀÓ

u+
0 (ξ)− u−0 (ξ) = a(ξ), u+

1 (ξ)− u−1 (ξ) = b(ξ),

u+
1 (ξ)− iγ+(ξ) u+

0 (ξ) = 0, u−1 (ξ) + iγ−(ξ) u−0 (ξ) = 0.

Óäîáíî èñêàòü îáðàçû Ôóðüå ñëåäîâ â âèäå

u±0 (ξ) = ±1

2
a(ξ) + u0(ξ), u±1 (ξ) = ±1

2
b(ξ) + u1(ξ).

Òîãäà
u0(ξ) =

−1
2 (γ+(ξ)− γ−(ξ))a(ξ)− ib(ξ)

γ−(ξ) + γ+(ξ)
è îòñþäà

u±0 (ξ) =
±γ∓(ξ)a(ξ)− ib(ξ)

γ−(ξ) + γ+(ξ)
. •

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïàðàëëåëüíî ïîëÿðèçî-
âàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ èñïîëüçó-
åòñÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå.

Ïðèìåð 1. Îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå ïëîñêîé âîëíû íà ïëîñêîé
ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä.

Ïóñòü ïëîñêàÿ âîëíà

u0(x, z) = e−ik+ sin θ0·x−ik+ cos θ0·z.

Çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ñêà÷êå ïðè

a(x) = −e−ik+ sin θ0·x, b(x) = ik+ cos θ0 · e−ik+ sin θ0·x.
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Îáðàç Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå íå ñóùåñòâóåò.
Ïîâåðèì, ÷òî äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(ξ − ξ0) � òàêîé ìàòåìà-

òè÷åñêèé îáúåêò, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(ξ)

+∞∫

−∞
f(ξ) δ(ξ − ξ0) dξ = f(ξ0).

Òîãäà äëÿ f(ξ) = e−iξx

+∞∫

−∞
e−iξx δ(ξ − ξ0) dξ = e−iξ0x.

Ïîýòîìó îáðàçîì Ôóðüå ôóíêöèè e−iξ0x ÿâëÿåòñÿ
√

2π δ(ξ − ξ0).
Íà ñàìîì äåëå δ(ξ − ξ0) � ðàñïðåäåëåíèå (èëè îáîáùåííàÿ ôóíê-

öèÿ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå ïðàâè-

ëî. Îáðàçû Ôóðüå ýêñïîíåíò çàïèñûâàòü êàê äåëüòà-ôóíêöèè. Åñëè
äåëüòà-ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, òî çíà÷åíèå èí-
òåãðàëà � ýòî òî, ÷òî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà óìíîæàåòñÿ íà äåëüòà-
ôóíêöèþ, íî ïðè ξ = ξ0.

Â íàøåì ñëó÷àå ξ0 = k+ sin θ0 è

a(ξ) = −
√

2π δ(ξ − ξ0), b(ξ) =
√

2π ik+ cos θ0 · δ(ξ − ξ0).

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëû, äàþùèå ðåøåíèå çàäà÷è î
ñêà÷êå. Ïîëó÷èì

u±(x, z) =
∓γ∓(ξ) + k+ cos θ0

γ+(ξ) + γ−(ξ)
e±γ±(ξ) z−iξ x|ξ−ξ0

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî γ+(ξ0) = k+ cos θ0. Ïóñòü θ− � òàêîå ÷èñëî,
÷òî k− sin θ− = k+ sin θ0. Òîãäà, ëåãêî âèäåòü, γ−(ξ0) = k− cos θ−.
Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè � äâå ïëîñêèå
âîëíû

u+(x, z) =
−k− cos θ− + k+ cos θ0

k− cos θ− + k+ cos θ0 eik+ cos θ0·z−ik+ sin θ0·x,

21



u−(x, z) =
2k+ cos θ0

k− cos θ− + k+ cos θ0 e−ik− cos θ−·z−ik− sin θ−·x.

Ïðèìåð 2. Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåí-
òå.

Ïóñòü ñðåäû ñâåðõó è ñíèçó îäèíàêîâûå, òîãäà k+ = k− è γ+(ξ) =

γ−(ξ) = γ(ξ). Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíà u0(x, z) çàäàíà è ñâåðõó, è
ñíèçó. Òîãäà a(x) = 0 âñþäó, b(x) = 0 íà N è îñòàåòñÿ íåèçâåñòíîé
íà M. Èç ôîðìóë, äàþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå, ñëåäóåò, ÷òî

u±(x, 0) =
1√
2π

+∞∫

−∞

−ib(ξ)

2γ(ξ)
e−iξx dξ = −u0

0(x), x ∈M.

Îòñþäà âûâîäèòñÿ òî÷íî òàêîå æå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êàê è â
ï. 3.2.

Åñëè æå ñðåäû ðàçíûå, òî áóäåì ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü u0+(x, z) è u0−(x, z) � ðåøåíèå çàäà÷è îá îòðàæåíèè è
ïðåëîìëåíèè âîëíû u0(x, z) (ñì. ïðèìåð 1). Òîãäà â çàäà÷å äèôðàê-
öèè èìååì óñëîâèÿ:

u0
0(x) + u0+

0 (x) + u+
0 (x) = 0, u0−

0 (x) + u−0 (x) = 0 íà M,

u+
0 (x) = u−0 (x), u+

1 (x) = u−1 (x) íà N .

Òàêèì îáðàçîì, îïÿòü a(x) = 0 âñþäó, b(x) = 0 íà N è îñòàåòñÿ
íåèçâåñòíîé íà M. Èç ôîðìóë, äàþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå,
ñëåäóåò, ÷òî

u+(x, 0) =
1√
2π

+∞∫

−∞

−ib(ξ)

γ−(ξ) + γ+(ξ)
e−iξxdξ = −u0

0(x)−u+0
0 (x), x ∈M.

Îòñþäà òàêæå âûâîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
b(x) = 0 íàM, íî òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå åãî ÿäðî íå óäàåòñÿ çàïèñàòü
â ÿâíîì âèäå.
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Â ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ íóæíî ïîñòðîèòü
ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è î ñêà÷êå, êîãäà óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðè z =

0 èìåþò âèä

u(x, 0+0)−u(x, 0−0) = a(x),
1

ε+

∂u

∂z
(x, 0+0)− 1

ε−

∂u

∂z
(x, 0−0) = b(x),

−∞ < x < +∞.

4. ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ
Ñ ËÎÃÀÐÈÔÌÈ×ÅÑÊÈÌ ßÄÐÎÌ.
ÌÅÒÎÄ ÃÀËÅÐÊÈÍÀ

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è äèô-
ðàêöèè íà òîíêîé ïðîâîäÿùåé ëåíòå ìîãóò áûòü íàéäåíû ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà.

4.1. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà Ãàëåðêèíà
Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ëè-

íåéíûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X â ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî Y . Âûáåðåì â D(A) ⊂ X êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó
{xj}j=1,2,... ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ è â ñîïðÿæåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå Y ∗ � ïðîåêöèîííóþ ñèñòåìó {y∗k}k=1,2,... ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Ax = y (1)

áóäåì èñêàòü â âèäå x̃ =
N∑

j=1
ajxj. ×èñëà aj ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà 〈Ax̃−y, y∗k〉 = 0, k = 1 . . N . Ñëåäîâàòåëüíî,
(1) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå àïïðîêñèìèðóþùàÿ åãî ÑËÀÓ

N∑

j=1
〈Axj, y∗k〉 aj = 〈y, y∗k〉, k = 1 . . N, (2)
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à òî÷íåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ ÑËÀÓ (ïðèáëè-
æåííàÿ ñõåìà).

Â îáùåì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé x̃ ñõîäèòñÿ ïðè N → +∞ ê òî÷íî-
ìó ðåøåíèþ. Íå ÿñíî òàêæå, ðàçðåøèìà èëè íåò ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (2). Íóæíî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.

Ïóñòü {x∗j}j=1,2,... � ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X∗, áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìå {xj}, à {yk}k=1,2,... � ñèñòåìà ýëå-
ìåíòîâ Y , áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìå {y∗k}, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ðà-
âåíñòâà 〈xj, x∗k〉 = δkj è 〈yj, y∗k〉 = δkj. Ýëåìåíò x çàìåíèì íà åãî
ðÿä Ãàëåðêèíà ïî áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå

+∞∑

j=1
〈x, x∗j〉xj, çäåñü ÷èñëà

〈x, x∗j〉 � êîýôôèöèåíòû Ãàëåðêèíà. Òîãäà

Ax =
+∞∑

j=1
〈x, x∗j〉Axj.

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû Ãàëåðêèíà ýëåìåíòîâ Ax è y ïî áèîð-
òîãîíàëüíîé ñèñòåìå {yk}, {y∗k} è ïîëó÷èì ÁÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî
êîýôôèöèåíòîâ Ãàëåðêèíà ýëåìåíòà x

+∞∑

j=1
〈Axj, y∗k〉 〈x, x∗j〉 = 〈y, y∗k〉, k = 1, 2, . . . . (3)

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ãàëåðêèíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòîä
óñå÷åíèÿ ÁÑËÀÓ (3).

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî X è Y � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà
ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà X∗ è Y ∗ â ñèëó òåîðåìû Ô. Ðèññà ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ X è Y , à çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ çàìåíèòü íà ñêà-
ëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ: 〈x, x∗j〉 = (x, x∗j) è 〈y, y∗k〉 = (y, y∗k). ÁÑËÀÓ
(3) ïåðåïèøåì â âèäå

+∞∑

j=1
(Axj, y∗k) (x, x∗j) = (y, y∗k), k = 1, 2, . . . (4)
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Ïðèáëèæåííóþ ñõåìó îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÑËÀÓ
N∑

j=1
(Axj, y∗k) (x, x∗j) = (y, y∗k), k = 1 . . N. (5)

Åñëè Y = X, òî îäíó è òó æå ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü è êàê êîîðäèíàòíóþ, è êàê ïðîåêöèîííóþ. Êðîìå òîãî, åñëè ýòà
ñèñòåìà îðòîãîíàëüíàÿ, òî êîýôôèöèåíòû è ðÿäû Ãàëåðêèíà áóäóò
òàêæå êîýôôèöèåíòàìè è ðÿäàìè Ôóðüå.

4.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ÿäðîì
Ïîëèíîìû ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà íà îòðåçêå [−1, 1]

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn(x) = 2x Tn−1(x)− Tn−2(x), n = 2, 3, . . .

îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì
1∫

−1

Tj(t) Tk(t)√
1− t2

dt = βj = {k = j = 0 : π; k = j 6= 0 : π/2; k 6= j : 0}.

Êðîìå òîãî, ïîëèíîìû ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-
ìè ôóíêöèÿìè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ÿäðîì

1∫

−1

Tj(t)√
1− t2

ln
1

|t− x| dt = αj Tj(x),

αj = {j = 0 : π ln 2; j 6= 0 : π/j}.
Ïîýòîìó, åñëè èñêàòü ìåòîäîì Ãàëåðêèíà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå
1∫

−1

ϕ(t) [ln
1

|t− x| + r(t, x)] dt = f(x), x ∈ [−1, +1]

â âèäå
ϕ(t) ≈ ϕ̃N(t) =

1√
1− t2

N∑

j=0
ajTj(t),
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òî ïîëó÷èì äëÿ íåèçâåñòíûõ aj, j = 0 . . N ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

N∑

j=0
aj (skj + rkj) = fk, k = 0 . . N,

skj = {k = j = 0 : π2 ln 2; k = j 6= 0 :
π2

2k
; k 6= j : 0},

rkj =
1∫

−1

1∫

−1

r(t, x)
Tj(t)√
1− t2

Tk(x)√
1− x2

dt dx, k, j = 0 . . N,

fk =
1∫

−1

f(x)
Tk(x)√
1− x2

dx, k = 0 . . N.

Èíòåãðàëû óäîáíî âû÷èñëÿòü ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ýðìèòà
(Ãàóññà)

1∫

−1

g(x)
1√

1− x2
dx ≈ π

M

M∑

m=1
g(xm), xm = cos

2m− 1

2M
π, m = 1 . . M,

ïðè ýòîì

rkj ≈
(

π

M

)2 M∑

m=1

M∑

n=1
r(xn, xm) Tj(xn) Tk(xm),

fk ≈ π

M

M∑

m=1
f(xm) Tk(xm), k, j = 0 . . N.

Ìåòîä Ãàëåðêèíà óñòîé÷èâî ðàáîòàåò ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ ëåí-
òû, êîãäà åå øèðèíà ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèíû ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû.

4.3. Âûäåëåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòè
â ÿäðå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå äâóìåðíîé
çàäà÷å äèôðàêöèè TE�âîëíû íà ïðîâîäÿùåé òîíêîé ëåíòå,

β∫

α

ϕ(t) H
(1)
0 (k|t− x|) dt = f(x), x ∈ [α, β],
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ãäå k = 2π/λ, ïðè÷åì β − α < λ.
1) Ïåðåéäåì ñ îòðåçêà [α, β] íà îòðåçîê [−1, 1]. Ïóñòü

t1 = 2
t− α

β − α
− 1, t =

β − α

2
t1 +

β + α

2
,

x1 = 2
x− α

β − α
− 1, x =

β − α

2
x1 +

β + α

2
.

Òîãäà
1∫

−1

ϕ(
β − α

2
t1 +

β + α

2
) H

(1)
0 (π

β − α

λ
|t1 − x1|) β − α

2
dt1 =

= f(
β − α

2
x1 +

β + α

2
), x1 ∈ [−1, 1].

2) Âûäåëèì ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü èç ôóíêöèè Õàíêåëÿ,

H
(1)
0 (z) = J0(z) + iN0(z),

ãäå
J0(z) =

+∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + 1)
(
z

2
)
2k

,

N0(z) =
2

π
[J0(z) ln

z

2
+ Ỹ0(z)], Ỹ0(z) =

+∞∑

k=0

(−1)k+1

(k!)2 (
z

2
)
2k

ψ(k + 1),

ψ(z) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-ôóíêöèè,

ψ(k + 1) = −γ +
k∑

j=1

1

j
, γ = 0.57721566 . . .

Òàê êàê J0(0) = 1, òî

N0(z) =
2

π
[ln

z

2
+ (J0(z)− 1) ln

z

2
+ Ỹ0(z)].

Îáîçíà÷èì k1 = π(β − α)/λ, òîãäà

H
(1)
0 (k1|t1 − x1|) = J0(k1|t1 − x1|)+
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+
2i

π
{ln(

k1

2
|t1−x1|)+[J0(k1|t1−x1|)−1] ln(

k1

2
|t1−x1|)+Ỹ0(k1|t1−x1|)}.

3) Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ

ϕ1(t1) = − i

π
(β − α) ϕ(

β − α

2
t1 +

β + α

2
),

f1(x1) = f(
β − α

2
x1 +

β + α

2
),

K(t1, x1) =
πi

2
J0(k1|t1 − x1|)− ln

k1

2
− Ỹ0(k1|t1 − x1|)+

+[1− J0(k1|t1 − x1|)] ln(
k1

2
|t1 − x1|).

Ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
1∫

−1

ϕ1(t1)[ln
1

|t1 − x1| + K(t1, x1)] dt1 = f1(x1), x1 ∈ [−1, 1].

5. ÄÈÔÐÀÊÖÈß ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÂÎËÍÛ
ÍÀ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÐÅØÅÒÊÅ

Ïóñòü íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä z = 0 ðàçìåùåíà l-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ðåøåòêà èç áåñêîíå÷íî òîíêèõ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ ëåíò. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñðåäû íàä ðåøåòêîé è ïîä ðåøåòêîé îäèíàêîâû. Ñâåðõó
íà ðåøåòêó íàáåãàåò ïëîñêàÿ ïàðàëëåëüíî ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà ñ
ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé

u0(x, z) = e−ik sin θ0·x−ik cos θ0·z, z > 0;

ïóñòü ýòà âîëíà çàäàíà òîëüêî íàä ðåøåòêîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ÷àñòü îòðåçêà [0, l], çàíÿòîãî ëåíòàìè (èëè

òîëüêî îäíîé ëåíòîé) è ÷åðåç N � îñòàâøóþñÿ ÷àñòü îòðåçêà.
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x x

z z

y

0

0

M

Nl l

M

N N

Ðèñ. 5.1. Áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåøåòêà

5.1. Ïàðíîå ñóììàòîðíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
Êàê è â ñëó÷àå îäíîé ëåíòû (èëè êîíå÷íîãî ÷èñëà ëåíò), íóæíî

èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïðè z > 0 è ïðè z < 0, óäî-
âëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà M è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ
íà N . Òàêæå íóæíî ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü
èñêàòü âîëíû, óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü îò ðåøåòêè.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè îòðàæåííîé âîë-
íû è ïðîøåäøåé âîëíû ìîãóò áûòü òîëüêî êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè (âîëíàìè Ôëîêå) âèäà

u1(x, z) = eiαx
+∞∑

n=−∞
ane

iγnzei 2π
l nx, z > 0,

u2(x, z) = eiαx
+∞∑

n=−∞
bne

−iγnzei 2π
l nx, z < 0.

Çäåñü

γn =
√

k2 − (2πn/l + α)2, Re γn > 0 èëè Imγn > 0.

Ïåðåéäåì îò çàäà÷è äèôðàêöèè ê ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíê-
öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ, à çàòåì ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Çàäà÷à äèôðàêöèè ýêâèâàëåíòíà ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíê-
öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

+∞∑

n=−∞
an ei2π

l nx = −1, x ∈M,
+∞∑

n=−∞
anγn ei2π

l nx = 0, x ∈ N .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïðÿìîé
z = 0:

u0(x, 0) + u1(x, 0) = 0, u2(x, 0) = 0 íà M,

u0(x, 0)+u1(x, 0) = u2(x, 0),
∂u

∂z

0

(x, 0)+
∂u1

∂z
(x, 0) =

∂u2

∂z
(x, 0) íà N .

Î÷åâèäíî, ïàðàìåòð Ôëîêå α äîëæåí áûòü ðàâåí −k sin θ0.
Òàê êàê u0(x, 0) + u1(x, 0) = u2(x, 0) è íà M, è íà N , òî

an = bn, n 6= 0, 1 + a0 = b0.

Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíûå bn è ïîëó÷èì ÏÑÔÓ.
5.2. Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé
×òîáû ïðåîáðàçîâàòü ÏÑÔÓ â áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íóæíî ïîëó÷èòü îäíî âñïîìîãàòåëüíîå
óòâåðæäåíèå.

Èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî

+∞∑

n=−∞
ane

i 2π
l nx =

l∫

0

( +∞∑

n=−∞
anγne

i 2π
l nt

)(1

l

+∞∑

m=−∞

1

γm
ei 2π

l m(x−t)
)

dt.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ (åñëè, ðàçóìå-
åòñÿ, ñõîäÿòñÿ ðÿäû).
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ÏÑÔÓ ñâîäèòñÿ ê ÁÑËÀÓ

l ak − 1

l

+∞∑

n=−∞
anγn

+∞∑

m=−∞

1

γm
In−m Jm−k = −I−k, k = 0,±1, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììà ðÿäà Ôóðüå
+∞∑

n=−∞
an ei2π

l nx

èçâåñòíà íà M (îíà ðàâíà −1). Âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ñóììû íà N
ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ÈÑÒ. Îáîçíà÷èì

In =
∫

M
ei 2π

l nx dx, Jn =
∫

N
ei 2π

l nx dx.

Ýòè èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî. Òîãäà íà N
+∞∑

n=−∞
ane

i2π
l nx =

∫

M

( +∞∑

n=−∞
anγne

i2π
l nt

)(1

l

+∞∑

m=−∞

1

γm
ei 2π

l m(x−t)
)

dt =

=
+∞∑

n=−∞
anγn

1

l

+∞∑

m=−∞

1

γm
ei2π

l mx
∫

M
ei 2π

l (n−m)t dt =

=
1

l

+∞∑

n=−∞
anγn

+∞∑

m=−∞

1

γm
ei2π

l mx In−m.

Ïî ñóììå ðÿäà Ôóðüå íàéäåì êîýôôèöèåíò Ôóðüå ñ íîìåðîì k, òî
åñòü óìíîæèì îáå ÷àñòè ïàðíîãî ðàâåíñòâà (÷àñòü åãî çàäàíà íà N ,
äðóãàÿ � íà N ) íà e−i 2π

l kx è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x îò 0 äî l. Ïîëó÷èì
ÈÑÒ.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÁÑËÀÓ ìîæíî íàéòè ìåòîäîì óñå÷åíèÿ
(èëè ìåòîäîì ðåäóêöèè). Íóæíî îñòàâèòü êîíå÷íîå ÷èñëî íåèçâåñò-
íûõ, ñòîëüêî æå óðàâíåíèé è ðåøàòü êîíå÷íóþ ÑËÀÓ. Ïðè ýòîì â
ñóììå ïî m òàêæå íóæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàå-
ìûõ. Êîíå÷íàÿ ÑËÀÓ èìååò âèä

l ak − 1

l

N∑

n=−N

anγn

M∑

m=−M

1

γm
In−m Jm−k = −I−k, k = −N . . . N.
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Èìååì äâà ïàðàìåòðà óñå÷åíèÿ: N è M . Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò ïîêàçàë, ÷òî M ëó÷øå áðàòü íåìíîãî áîëüøèì, ÷åì N (õîòÿ è
íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ).

Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà ñâîäèòñÿ ÷àùå âñåãî ê
òðåì øàãàì:
1) âíóòðåííÿÿ ñõîäèìîñòü (ïðè óâåëè÷åíèè N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé an äîëæíà ñõîäèòüñÿ);
2) çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ñêîëüêî ýíåðãèè ïðèøëî íà ïëîñêîñòü
z = 0 ñ çàäàííîé ïëîñêîé âîëíîé, ñòîëüêî è äîëæíî óéòè ñ îòðà-
æåííîé è ïðîøåäøåé âîëíàìè);
3) ïðåäåëüíûå ñëó÷àè (êîãäà ðåøåòêà îòñóòñòâóåò èëè çàïîëíÿåò âñþ
ïëîñêîñòü);
4) ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ìåòàëëå.

5.3. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
Ïðè ïðîâåðêå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íóæíî âû÷èñëèòü ïî-

òîêè ýíåðãèè òðåõ âîëí ÷åðåç ïîëîñó ïåðèîäà, îòíåñåííûõ íà åäè-
íèöó äëèíû ïî êîîðäèíàòå y, òî åñòü èíòåãðàëû ïî îòðåçêó [0, l]

îò z-êîìïîíåíòû ñðåäíåãî ïî ïåðèîäó èçìåíåíèÿ âðåìåíè çíà÷åíèÿ
âåêòîðà Ïîéíòèíãà Π. Ñóììà ïîòîêîâ ýíåðãèè îòðàæåííîé ââåðõ è
ïðîøåäøåé âíèç âîëí äîëæíà áûòü ðàâíà ïîòîêó ýíåðãèè âîëíû,
ïàäàþùåé íà ðåøåòêó ñâåðõó.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû îáùåãî âèäà

u(x, z) =
+∞∑

n=−∞
[ane

iγnz + bne
−iγnz] ei(α+ 2π

l n)x,

z-êîìïîíåíòà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà

Πz =
1

2
Re (−Ey H∗

x) =
1

2ωµ0µ
Re (i u

∂u∗

∂z
)

è ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ïîëîñó ïåðèîäà (òî÷íåå, ïîòîê ÷åðåç ïðÿìî-
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óãîëüíèê øèðèíîé l è äëèíîé q, ðàçäåëåííûé íà q)

P =
l∫

0

Πz|z=0 dx.

Òàê êàê

i u
∂u∗

∂z
|z=0=

+∞∑

n=−∞
(an + bn)e

i(α+ 2π
l n)x

+∞∑

n1=−∞
γ∗n1

(a∗n1
− b∗n1

)e−i(α+ 2π
l n1)x,

òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

P =
l

2ωµ0µ
Re

+∞∑

n=−∞
(an + bn)γ

∗
n(a

∗
n − b∗n) =

=
l

2ωµ0µ
Re

+∞∑

n=−∞
γ∗n[|an|2 − |bn|2 + 2i Im (a∗nbn)].

Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê ýíåðãèè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû ñîñòîèò
èç òðåõ ñëàãàåìûõ (áåç îáùåãî ìíîæèòåëÿ):

+∞∑

n=−∞
Re γn |an|2, −

+∞∑

n=−∞
Re γn |bn|2, 2

+∞∑

n=−∞
Im γn · Im (a∗nbn).

Ïåðâûå äâà âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò ïîòîêè ýíåðãèè ãàðìîíèê, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ââåðõ è âíèç ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòèõ ñóììàõ ó÷è-
òûâàåòñÿ ôàêòè÷åñêè òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ � òåõ, â êî-
òîðûõ ñòîÿò âåùåñòâåííûå ìíîæèòåëè γn. Òðåòüå "íåóäîáíîå" âû-
ðàæåíèå ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ ñ ìíèìûìè çíà÷åíèÿìè γn. Ýòî âû-
ðàæåíèå ðàâíî íóëþ, åñëè â ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè êâàçèïåðèîäè-
÷åñêîé âîëíû â ñëó÷àå ìíèìûõ γn èëè an = 0, èëè bn = 0. Òàê êàê
â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äèôðàêöèè íà ëåíòû ñâåðõó ïàäàåò ïëîñ-
êàÿ âîëíà, òî òîëüêî b0 6= 0 è ïðè ýòîì γ0 = k cos θ0 � âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Ïîýòîìó äëÿ ïîëÿ íàä ðåøåòêîé ïîòîê ýíåðãèè õàðàêòåðèçóåò
âåëè÷èíà

+∞∑

n=−∞
γn|an|2 − γ0|b0|2.
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîëÿ ïîä ðåøåòêîé

−
+∞∑

n=−∞
γn|bn|2.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ çàäà÷è äèôðàêöèè
èìååò âèä

+∞∑

n=−∞
γn|an|2 +

+∞∑

n=−∞
γn|bn|2 = γ0|b0|2,

çäåñü íå ïîñòàâëåí ìíîæèòåëü l
2ωµ0µ

è, íàïîìíèì, â ñóììàõ ó÷èòûâà-
þòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ñ âåùåñòâåííûìè γn. À åùå â íàøåì ñëó÷àå
b0 = 1.

5.4. Ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ïîëÿ
Ñëó÷àé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî

àíàëîãèè. Ïóñòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè çàäàíà ïîòåíöèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ïëîñêîé âîëíû

u0(x, z) = e−ik sin θ·x−ik cos θ·z.

Áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè îòðàæåííîãî è ïðîøåäøåãî
âíèç ïîëÿ â âèäå

u1(x, z) = eiαx
+∞∑

n=−∞
ane

iγnzei2π
l nx, u2(x, z) = eiαx

+∞∑

n=−∞
bne

−iγnzei 2π
l nx.

Åñëè íàä ðåøåòêîé è ïîä ðåøåòêîé îäíà è òà æå ñðåäà, òî ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íà M ñâîäÿòñÿ ê ðàâåíñòâàì

−k cos θ +
+∞∑

n=−∞
an γn ei 2π

l nx = 0, −
+∞∑

n=−∞
bn γn ei 2π

l nx = 0.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà N äàþò

−k cos θ +
+∞∑

n=−∞
an γn ei 2π

l nx = −
+∞∑

n=−∞
bn γn ei 2π

l nx
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è
1 +

+∞∑

n=−∞
an ei 2π

l nx =
+∞∑

n=−∞
bn ei 2π

l nx.

Îòñþäà −1 + a0 = −b0 è an = −bn ïðè n 6= 0. Òîãäà èìååì ÏÑÔÓ
+∞∑

n=−∞
an γn ei 2π

l nx = k cos θ0 íà M,
+∞∑

n=−∞
ane

i 2π
l nx = 0 íà N .

Ýòî ÏÑÔÓ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà

+∞∑

n=−∞
anγne

i2π
l nx =

l∫

0

( +∞∑

n=−∞
ane

i2π
l nt

)(1

l

+∞∑

m=−∞
γmei2π

l m(x−t)
)

dt

ïðåîáðàçóåòñÿ â ÁÑËÀÓ

−l ak γk+
1

l

+∞∑

n=−∞
an

+∞∑

m=−∞
γm In−m Jm−k = −k cos θ0 I−k, k = 0,±1, . . .

6. ÂÎËÍÎÂÎÄÛ È ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÛ
Ñ ÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÒÅÍÊÀÌÈ

Ïðîâîäÿùèå òåëà ñèëüíî âëèÿþò íà ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ: õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîëÿ ïðèíèìàþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ âáëèçè ìå-
òàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, âäîëü êîòîðûõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíûå âîëíû. Äëÿ êîîðäèíàòíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíèö â
îñíîâíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî ëåãêî
ïîñòðîèòü ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âîëí, ÷åðåç êîòîðûå ìîæíî âûðà-
çèòü ëþáûå äðóãèå âîëíû â âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðå.

6.1. Ïëîñêèé âîëíîâîä
Ïëîñêèé âîëíîâîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîé äèýëåêòðèêà, îãðàíè-

÷åííûé ïàðàëëåëüíûìè ìåòàëëè÷åñêèìè ïëàñòèíàìè (ñì. ðèñ. 6.1).
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Ðèñ. 6.1. Ïëîñêèé âîëíîâîä
Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ñðåäà îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ, ñâîáîä-

íûå òîêè è çàðÿäû îòñóòñòâóþò, è ïîëå ãàðìîíè÷åñêè çàâèñèò îò
âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî êîìïîíåíòû ïîëÿ íå çàâèñÿò
îò êîîðäèíàòû y (∂/∂y = 0). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
(äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû (êàê è ïðè èçó÷åíèè ïëîñ-
êèõ âîëí). Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ìàêñâåëëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû äâóõ ðåøåíèé âèäà: (Ex, 0, Ez), (0, Hy, 0) è (0, Ey, 0),
(Hx, 0, Hz). Â òåîðèè âîëíîâîäîâ ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ:
ðåøåíèÿ ïåðâîãî òèïà íàçûâàþò E-âîëíàìè èëè TM-âîëíàìè (òàê
êàê Ez 6= 0, à Hz = 0, èëè â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîð H ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí ïëîñêîñòè (x, z)), à ðåøåíèÿ âòîðîãî òèïà � H-âîëíàìè èëè
TE-âîëíàìè (òàê êàê Ez = 0, à Hz 6= 0, èëè â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîð
E ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè (x, z)). Â ïëîñêîì âîëíîâîäå TEM-
âîëíû (Ez = 0 è Hz = 0) ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå ìîãóò.

Äëÿ êàæäîé èç ïîäñèñòåì óðàâíåíèé âñå èñêîìûå ôóíêöèè ìîæ-
íî âûðàçèòü ÷åðåç îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ.
Äëÿ TE-âîëí

Ey = u, Hx =
−1

iωµ0µ

∂u

∂z
, Hz =

1

iωµ0µ

∂u

∂x

è äëÿ TM-âîëí

Ex =
1

iωε0ε

∂u

∂z
, Ez =

−1

iωε0ε

∂u

∂x
, Hy = u.
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Â êàæäîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, z) äîëæíà óäîâëå-
òâîðÿòü óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂z2 + k2u = 0, k2 = ω2µ0µε0ε.

Íà ãðàíèöàõ ïîëîñû (íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà) äîëæíû áûòü ðàâíû
íóëþ êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà E, òî åñòü êîìïîíåíòû Ey

è Ez.
Èññëåäóåì ýëåìåíòàðíûå TE-âîëíû ïëîñêîãî âîëíîâîäà. Äëÿ ýòî-

ãî íàéäåì ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïîëîñå 0 < x < a, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâè-
ÿì u = 0 ïðè x = 0 è ïðè x = a (ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à). Åñëè
u(x, z) = X(x)Z(z), òî

X ′′(x)

X(x)
+

Z ′′(z)

Z(z)
+ k2 = 0.

Ââåäåì ïîñòîÿííóþ ðàçäåëåíèÿ, ðàâíóþ ïåðâîé äðîáè â ëåâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà. Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýòîé ïîñòîÿííîé íå
ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ X ′′(x)−α2X(x) = 0, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì X(0) = 0, X(a) = 0. Åñëè æå ïî-
ñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ îòðèöàòåëüíàÿ, òî óðàâíåíèå X ′′(x)+α2X(x) =

0 èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ Xm(x) = c sin αmx, óäîâëåòâîðÿþùèå
êðàåâûì óñëîâèÿì, ïðè αm = πm/a, m = 1, 2, . . ..

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Z(z) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Z ′′(z) + (k2 − α2) Z(z) = 0. Îáîçíà÷èì

γm =
√

k2 − α2
m =

√
k2 − (

πm

a
)
2
,

ïðè÷åì óñëîâèìñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå êîðíÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü óñëîâèå Re γm > 0 èëè Im γm > 0. Òîãäà ïîòåíöèàëüíûì ôóíê-
öèÿì

um(x, z) = c sin
πmx

a
· e±iγm z, m = 1, 2, . . .
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ñîîòâåòñòâóþò TEm-âîëíû ïëîñêîãî âîëíîâîäà. Çäåñü c � íåêîòîðîå
êîìïëåêñíîå ÷èñëî, àìïëèòóäà ñîáñòâåííîé âîëíû.

Ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè TMm-âîëí ïëîñêîãî âîëíîâîäà

um(x, z) = c cos
πmx

a
· e±iγm z, m = 0, 1, . . .

ìîæíî íàéòè òàêèì æå ñïîñîáîì.
Ïåðåíîñÿò ëè ýíåðãèþ ñîáñòâåííûå âîëíû (èëè ìîäû) ïëîñêîãî

âîëíîâîäà è â êàêîì íàïðàâëåíèè? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ,
âû÷èñëèì âåêòîð Ïîéíòèíãà.

Äëÿ ìîäû TEm

Π =
1

2
Re (EyH

∗
z , 0, −EyH

∗
x).

Åñëè ïðîäîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ γm âåùåñòâåííàÿ (òà-
êèõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî), òî

Π = (0, 0, ± γm|c|2
2ωµ0µ

sin2 πmx

a
).

Åñëè æå çíà÷åíèå γm ÷èñòî ìíèìîå, òî Π = 0. Òàêèì îáðàçîì, ýíåð-
ãèþ âäîëü ïëîñêîãî âîëíîâîäà ïåðåíîñÿò òîëüêî âîëíîâîäíûå ìîäû
(Re γm 6= 0), êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî, à âñå îñòàëüíûå
� çàòóõàþùèå ìîäû � íå ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ.

Ïîòîê ýíåðãèè, êîòîðóþ âîëíîâîäíàÿ ìîäà ïåðåíîñèò ÷åðåç ñå÷å-
íèå âîëíîâîäà, îòíåñåííûé íà åäèíèöó "ãëóáèíû"

P =
a∫

0

Πz dx = ±aγm|c|2
4ωµ0µ

.

Êàê èçâåñòíî, ëþáóþ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ â èí-
òåðâàëå (0, a) ôóíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ ïðè x = 0 è x = a, ìîæíî
ðàçëîæèòü â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ôóíêöèÿì sin(πmx/a)
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(òåîðåìà Ñòåêëîâà). Ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ëþáîé TE-
âîëíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x, z) =
+∞∑

m=1
cm sin

πm

a
x · e±iγmz.

Åñëè â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò âûáðàí çíàê +, òî âñå ñëàãàåìûå â
ñóììå ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ âäîëü îñè z èëè çàòóõàþò â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè. Âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì,
áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè. Åñëè æå â ïî-
êàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò ïîñòàâëåí çíàê −, òî èìååì äåëî ñ îòðèöà-
òåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè âîëíàìè.

Â ñëó÷àå TM-âîëí

u(x, z) =
+∞∑

m=0
cm cos

πm

a
x · e±iγmz.

Ëþáóþ âîëíó â ïëîñêîì âîëíîâîäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó
âîëí äâóõ òèïîâ: TE è TM.

Òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè èñêàòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â âèäå

u(x, z) =
+∞∑

m=1
um(z) sin

πm

a
x èëè u(x, z) =

+∞∑

m=0
um(z) cos

πm

a
x.

Ðèñ. 6.2. Ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîä
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6.2. Ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîä
Ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðóáó ïðÿìîóãîëü-

íîãî ñå÷åíèÿ ñ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè, çàïîëíåííóþ äèýëåêòðè-
êîì (ñì. ðèñ. 3.2).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïðÿìîóãîëüíîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì íà ãðàíèöå:

Ey, Ez = 0 ïðè x = 0, x = a; Ex, Ez = 0 ïðè y = 0, y = b.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòü âñåõ èñêîìûõ ôóíêöèé îò êîîðäèíà-
òû z èìååò âèä eiγz, ãäå γ � íåêîòîðîå ÷èñëî (ïðîäîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ). Òîãäà ñèñòåìà Ìàêñâåëëà ïðèíèìàåò âèä

∂Hz

∂y
− iγ Hy = −iωε0εEx,

∂Ez

∂y
− iγ Ey = iωµ0µHx,

iγ Hx − ∂Hz

∂x
= −iωε0εEy, iγ Ex − ∂Ez

∂x
= iωµ0µHy,

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= −iωε0εEz,

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= iωµ0µHz.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ïðîäîëüíûå êîìïî-
íåíòû ïîëÿ Ez è Hz. Èç ñèñòåì óðàâíåíèé

−iωε0εEx + iγ Hy =
∂Hz

∂y
, iγ Ex − iωµ0µHy =

∂Ez

∂x
,

iωµ0µHx + iγEy =
∂Ez

∂y
, iγHx + iωε0εEy =

∂Hz

∂x
ñëåäóåò, ÷òî

Ex =
1

k2 − γ2 (iγ
∂Ez

∂x
+ iωµ0µ

∂Hz

∂y
),

Hy =
1

k2 − γ2 (iωε0ε
∂Ez

∂x
+ iγ

∂Hz

∂y
),
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Hx =
1

k2 − γ2 (−iωε0ε
∂Ez

∂y
+ iγ

∂Hz

∂x
),

Ey =
1

k2 − γ2 (iγ
∂Ez

∂y
− iωµ0µ

∂Hz

∂x
),

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â äâà îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì
äâà íåçàâèñèìûõ ïîòåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ

∂2Ez

∂x2 +
∂2Ez

∂y2 + (k2 − γ2) Ez = 0,
∂2Hz

∂x2 +
∂2Hz

∂y2 + (k2 − γ2) Hz = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ïîòåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå èìåëî çíà-
÷åíèÿ, êàêîå ñå÷åíèå èìååò âîëíîâîä è êàêèå óñëîâèÿ äîëæíû áûòü
çàäàíû íà åãî ñòåíêàõ.

Ïàðà (Ez, 0) ïîðîæäàåò TM-âîëíû (èëè E-âîëíû) ïðÿìîóãîëüíî-
ãî âîëíîâîäà, à ïàðà (0, Hz) � TE-âîëíû (èëè H-âîëíû). ×àñòíûå
ðåøåíèÿ ìîæíî èñêàòü íåçàâèñèìî. Ôóíêöèÿ Ez äîëæíà îáðàùàòü-
ñÿ â íóëü ïðè x = 0, x = a, y = 0, y = b. Ïîýòîìó â ñëó÷àå TM-âîëí
íåíóëåâûìè ÷àñòíûìè ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ïåðâîãî ïî-
òåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

Ez,mn(x, y, z) = sin
πm

a
x · sin πn

b
y · e±iγmnz,

ãäå m,n = 1, 2, . . . (ìû íå ðàçäåëÿåì èíäåêñû m è n çàïÿòîé), çäåñü

γmn =
√

k2 − δmn, δmn = (
πm

a
)
2
+ (

πn

b
)
2
.

Çíàê + ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì âîëíàì (ïå-
ðåíîñÿùèì ýíåðãèþ âäîëü îñè z èëè çàòóõàþùèì â ýòîì íàïðàâëå-
íèè), çíàê − ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì âîëíàì.
Çäåñü è äàëüøå ïðèíÿòî, ÷òî èëè Re γmn > 0, èëè Im γmn > 0. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî Ey = 0 ïðè x = 0, x = a è Ex = 0 ïðè y = 0, y = b.

Â ñëó÷àå TE-âîëí óñëîâèÿì ∂Hz/∂x = 0 ïðè x = 0, x = a, è
∂Hz/∂y = 0 ïðè y = 0, y = b óäîâëåòâîðÿþò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ
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âòîðîãî óðàâíåíèÿ

Hz,mn(x, y, z) = cos
πmx

a
· cos

πny

b
· eiγmnz,

çäåñü çíà÷åíèÿ γmn òàêèå æå, íî îäíî èç ÷èñåë m èëè n ìîæåò áûòü
ðàâíûì íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåøåíèé òè-
ïà TEmn m,n = (0), 1, . . . (íóëü â ñêîáêàõ îçíà÷àåò, ÷òî m è n íå
ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî)

Ez,mn(x, y, z) = 0, Hz,mn(x, y, z) = cos
πm

a
x · cos

πn

b
y · eiγmnz.

Ëþáóþ âîëíó â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ñóììó TE- è TM-âîëí.

Âòîðîé ñïîñîá ïîèñêà ðåøåíèé ñîáñòâåííûõ âîëí ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Òàê êàê ôóíêöèÿ Ez äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðè x =

0, x = a, y = 0, y = b, òî áóäåì èñêàòü åå â âèäå

Ez(x, y, z) =
+∞∑

m=1

+∞∑

m=1
ez,mn(z) sin

πmx

a
· sin πny

b
.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî

Ey(x, y, z) =
+∞∑

m=1
ey,m(y, z) sin

πmx

a
,

Ex(x, y, z) =
+∞∑

n=1
ex,n(x, z) sin

πny

b
.

Àíàëèç ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü,
ïî êàêèì ôóíêöèÿì ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû Ôóðüå âñå îñòàëüíûå êîì-
ïîíåíòû âåêòîðîâ E è H. Òîãäà èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñëåäóåò
ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàâèñÿ-
ùèõ òîëüêî îò z êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ðàçëîæåíèé.
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6.3. Ïðÿìîóãîëüíûé ðåçîíàòîð

Ðèñ. 6.3. Ïðÿìîóãîëüíûé ðåçîíàòîð
Ïðÿìîóãîëüíûé ðåçîíàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíóþ ïðÿ-

ìîóãîëüíóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè. Åãî
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòðåçîê ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà, çà-
êëþ÷åííûé ìåæäó ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè z = 0 è z = c (ñì. ðèñ.
6.3). Íà ìåòàëëè÷åñêèõ ñòåíêàõ z = 0 è z = c äîëæíû îáðàùàòüñÿ â
íóëü êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà Ex è Ey èëè, ÷òî óäîáíåå
â äàííîì ñëó÷àå, Hz è ∂Ez/∂z.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè z = 0 ñëåäóåò, ÷òî −amn + bmn =

0, cmn + dmn = 0. Òîãäà

Ez(x, y, z) =
+∞∑

m,n=1
amn 2 cos γmnz · sam(x) sbn(y),

Hz(x, y, z) =
+∞∑

m,n=(0)
cmn 2i sin γmnz · sam(x) sbn(y).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z = c áóäóò âûïîëíåíû, åñëè sin γmnc =

0. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ω2µ0µε0ε = (
πm

a
)
2
+ (

πn

b
)
2
+ (

πp

c
)
2
.

Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå âîëíû ó ïðÿìîóãîëüíîãî ðåçîíàòîðà ñóùåñòâó-
þò íå âñåãäà, à òîëüêî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ êðóãîâîé ÷àñòîòû
ωmnp (èëè ïðè çíà÷åíèÿõ a, b, c, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó ðàâåíñòâó).
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7. ÏÅÐÅÃÎÐÎÄÊÈ Â ÏËÎÑÊÎÌ ÂÎËÍÎÂÎÄÅ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
íà òîíêèõ ïðîâîäÿùèõ ïåðåãîðîäêàõ â ïëîñêîì âîëíîâîäå. Âñå ýòè
çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñ-
êîìîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ñîáñòâåííûì âîëíàì îäíîãî èç
ó÷àñòêîâ âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðû èëè ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîìïîíåíò ïîëÿ íà ñå÷åíèè âîëíîâîäà.

7.1. Ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãîðîäêà

M

N

N

a

0

u

u

u

0

1

2

x

z

Ðèñ. 7.1. Ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãîðîäêà â ïëîñêîì âîëíîâîäå

Ïóñòü â ïëîñêîì âîëíîâîäå ñî ñòåíêàìè x = 0 è x = a íà ïîïåðå÷-
íîì ñå÷åíèè z = 0 ðàçìåùåíà èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ áåñêîíå÷íî òîí-
êàÿ ëåíòà (ðèñ. 4.1). Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû y. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå
ïîëÿ TE-ïîëÿðèçàöèè ïðè ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E è H

Ey = u, Hx =
−1

iωµ0µ

∂u

∂z
, Hz =

1

iωµ0µ

∂u

∂x
,

ãäå ôóíêöèÿ u(x, z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.
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Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà îäèíàêîâû ñâîéñòâà ñðåä ñëåâà è ñïðàâà
îò ñå÷åíèÿ z = 0. ×àñòü îòðåçêà [0, a] íà îñè z, çàíÿòóþ ýêðàíîì,
îáîçíà÷èì ÷åðåç M, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü îòðåçêà � ÷åðåç N . Ïóñòü
íà ýêðàíM ñëåâà íàáåãàåò ñîáñòâåííàÿ âîëíà âîëíîâîäà c ïîòåíöè-
àëüíîé ôóíêöèåé

u0(x, z) = a0
l sin

πl

a
x · eiγlz.

Íóæíî íàéòè ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè åå äèôðàêöèè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà âîëíà � âîëíîâîäíàÿ ìîäà (íàïðèìåð,

l = 1). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åå àìïëèòóäà a0
l = 1.

Áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè âîëí, óõîäÿùèõ âëåâî è
âïðàâî îò ñå÷åíèÿ z = 0, â âèäå

u1(x, z) =
+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x · e−iγnz, u2(x, z) =

+∞∑

n=1
bn sin

πn

a
x · eiγnz,

çäåñü, êàê è ðàíüøå, γn =
√

k2 − (πn/a)2, Re γn > 0 èëè Im γn > 0.
Íà ñå÷åíèè âîëíîâîäà z = 0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ

u0(x, 0) + u1(x, 0) = 0, u2(x, 0) = 0, x ∈M,

è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

u0(x, 0) + u1(x, 0) = u2(x, 0),
∂u

∂z

0

(x, 0) +
∂u

∂z

1

(x, 0) =
∂u

∂z

2

(x, 0),

x ∈ N .

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè x ∈ [0, a]. Òîãäà

a0
l + al = bl, an = bn, n 6= l.
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Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíûå bn è ïîëó÷èì ïàðíîå ñóììàòîðíîå ôóíêöè-
îíàëüíîå óðàâíåíèå (ÏÑÔÓ)

+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x = −a0

l sin
πl

a
x, x ∈M;

+∞∑

n=1
an γn sin

πn

a
x = 0, x ∈ N .

Ïåðâîå ðàâåíñòâî � ýòî ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, âòîðîå ðàâåíñòâî
ñëåäóåò èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ.

Îò ÏÑÔÓ ìîæíî ïåðåéòè ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ) ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïî-
ñîá (ïëîõîé): ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòåé ÏÑÔÓ, ò.å. óìíîæèì îáå åãî ÷àñòè íà sin(πkx/a) è ïðîèíòåãðè-
ðóåì îò 0 äî a. Ïîëó÷èì

+∞∑

n=1
an Ink +

+∞∑

n=1
an γn Jnk = −a0

l Ilk, k = 1, 2, . . . ,

ãäå

Ink =
∫

M
sin

πn

a
x · sin πk

a
x · dx, Jnk =

∫

N
sin

πn

a
x · sin πk

a
x · dx.

Ýòè èíòåãðàëû ëåãêî âû÷èñëèòü ÿâíî. Ïîëó÷èëàñü ïðîñòàÿ ÁÑËÀÓ,
íî åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íå óäàåòñÿ íàéòè.

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîì òîæäå-
ñòâå (ÈÑÒ)

a∫

0

(
+∞∑

n=1
an γn sin

πn

a
t) (

2

a

+∞∑

m=1

1

γm
sin

πm

a
t · sin πm

a
x) dt =

=
+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x, x ∈ [0, a].
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Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ðÿäà Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòàìè an çàäàíà íà
M (ïåðâàÿ ÷àñòü ÏÑÔÓ), à íà N èç ÈÑÒ ñëåäóåò, ÷òî

+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x =

2

a

+∞∑

n=1
an γn

+∞∑

m=1

1

γm
sin

πm

a
x · Inm, x ∈ N .

Ïåðåéäåì îò íîâîãî ïàðíîãî ñóììàòîðíîãî ðàâåíñòâà ê ðàâåíñòâó
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è ïîëó÷èì

−a

2
ak +

2

a

+∞∑

n=1
an γn

+∞∑

m=1

1

γm
Inm Jmk = a0

l Ilk, k = 1, 2, . . .

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé ÁÑËÀÓ ëåãêî íàéòè ìåòîäîì óñå÷åíèÿ,
åñëè ïåðåéòè ê êîíå÷íîìó ÷èñëó íåèçâåñòíûõ è ê êîíå÷íîìó ÷èñëó
óðàâíåíèé:

−a

2
ak +

2

a

N∑

n=1
an γn

M∑

m=1

1

γm
Inm Jmk = a0

l Ilk, k = 1 . . N.

Çäåñü åñòü äâà ïàðàìåòðà óñå÷åíèÿ, íàòóðàëüíûå ÷èñëà N è M .
Êàê ïðîâåðèòü, ïðàâèëüíî ëè íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàê-

öèè? Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå òåñòû:
1) ïðè N → +∞ êîýôôèöèåíòû an äîëæíû îáðàçîâûâàòü ñõîäÿùè-
åñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (âíóòðåííÿÿ ñõîäèìîñòü);
2) äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè;
3) â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýêðàí î÷åíü ìàë èëè, íàîáîðîò, çàíè-
ìàåò ïî÷òè âñå ñå÷åíèå âîëíîâîäà, ÿñíî, êàêèìè äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ
ðåøåíèÿ;
4) íàêîíåö, ñàìàÿ âàæíàÿ ïðîâåðêà � âûïîëíÿåòñÿ ëè ãðàíè÷íîå
óñëîâèå íà ýêðàíå?

Êàêàÿ ÁÑËÀÓ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ TM-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí?
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7.2. Ðàçâåòâëåíèå ïëîñêîãî âîëíîâîäà
Ïóñòü â ïëîñêîì âîëíîâîäå ñïðàâà îò ñå÷åíèÿ z = 0 ðàñïîëîæåíà

òîíêàÿ ïðîâîäÿùàÿ ïîëóïëîñêîñòü x = b, ðàçäåëÿþùàÿ âîëíîâîä íà
äâå ÷àñòè: B è C. Ëåâóþ ïîëîâèíó âîëíîâîäà áóäåì îáîçíà÷àòü A
(ðèñ. 7.2).

a

0

u

u
u

0
u

A

B

C

b

x

z

Ðèñ. 7.2. Ðàçâåòâëåíèå ïëîñêîãî âîëíîâîäà
Â òðåõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ÷àñòÿõ âîëíîâîäà çàâèñèìîñòü ïîòåíöè-

àëüíûõ ôóíêöèé ñîáñòâåííûõ âîëí îò êîîðäèíàòû x îïðåäåëÿþò
ôóíêöèè (ñ íîðìèðîâêîé)

san(x) =

√√√√2

a
sin

πn

a
x, n = 1, 2, . . .

sbn(x) =

√√√√2

b
sin

πn

b
x, scn(x) =

√√√√ 2

a− b
sin

πn

a− b
(x− b), n = 1, 2, . . .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âñåõ ÷àñòÿõ âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðû ñðåäû
îäèíàêîâû. Ïóñòü

γan =
√

k2 − (πn/a)2,

γbn =
√

k2 − (πn/b)2, γcn =
√

k2 − (πn/a− b)2.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîðíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîõðàíèì ñòàðîå:
èëè âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà, èëè ìíèìàÿ ÷àñòü ïîëîæè-
òåëüíà.
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Ïóñòü íà ðàçâåòâëåíèå âîëíîâîäà íàáåãàåò ñëåâà âîëíà ñ ïîòåí-
öèàëüíîé ôóíêöèåé

u0(x, z) = a0
l sal(x) eiγalz.

Íóæíî íàéòè ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè åå äèôðàêöèè.
Áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè âîëí â îòäåëüíûõ ÷àñòÿõ

ðàçâåòâëåííîãî âîëíîâîäà â âèäå

uA(x, z) =
+∞∑

n=1
an san(x) e−iγanz,

uB(x, z) =
+∞∑

n=1
bn sbn(x) eiγbnz, uC(x, z) =

+∞∑

n=1
cn scn(x) eiγcnz.

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðè z = 0. Åñëè x ∈ (0, b), òî

a0
l sal(x) +

+∞∑

n=1
an san(x) =

+∞∑

n=1
bn sbn(x),

a0
l γal sal(x)−

+∞∑

n=1
an γan san(x) =

+∞∑

n=1
bn γbn sbn(x),

à åñëè x ∈ (b, a), òî

a0
l sal(x) +

+∞∑

n=1
an san(x) =

+∞∑

n=1
cn scn(x),

a0
l γal sal(x)−

+∞∑

n=1
an γan san(x) =

+∞∑

n=1
cn γcn scn(x).

Ïåðåéäåì ê ÁÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ an. Îñòàëüíûå
íåèçâåñòíûå ìîæíî èñêëþ÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè � ïî îäíîìó èëè âñå
âìåñòå.

Èç ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ, åñëè ïåðåéòè ê êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ôóíêöèé sbn(x) (ò.å. óìíîæèòü îáå ÷àñòè íà
sbm(x) è ïðîèíòåãðèðîâàòü îò 0 äî b), ñëåäóåò, ÷òî

a0
l Ib

lm +
+∞∑

n=1
an Ib

nm = bm, m = 1, 2, . . . ,
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è
a0

l γal I
b
lm −

+∞∑

n=1
an γan Ib

nm = bm γbm, m = 1, 2, . . . ,

çäåñü

Ib
nm =

b∫

0

san(x) sbm(x) dx.

Òîãäà

a0
l [γbm − γal] I

b
lm +

+∞∑

n=1
an [γbm + γan] I

b
nm = 0, m = 1, 2, . . .

Àíàëîãè÷íî, èç òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ðàâåíñòâ, åñëè óìíîæèòü
èõ íà scm(x) è ïðîèíòåãðèðîâàòü îò b äî a, ïîëó÷èì

a0
l Ic

lm +
+∞∑

n=1
an Ic

nm = cm, m = 1, 2, . . . ,

è
a0

l γal I
c
lm −

+∞∑

n=1
an γam Ic

nm = cm γcm, m = 1, 2, . . . ,

çäåñü
Ic
n,m =

a∫

b

san(x) scm(x) dx.

Òîãäà

a0
l [γcm − γal] I

c
lm +

+∞∑

n=1
an [γcm + γan] I

c
nm = 0, m = 1, 2, . . .

Ðåøåíèå ýòîé ÁÑËÀÓ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ãðóïï óðàâíåíèé, ìîæ-
íî íàéòè àíàëèòè÷åñêè. Íî ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà íà-
áëþäàåòñÿ òîëüêî ïðè îñîáîì ñïîñîáå óñå÷åíèÿ.

Äðóãîé ñïîñîá ïåðåõîäà ê ÁÑËÀÓ îñíîâàí íà èíòåãðàëüíî-ñóì-
ìàòîðíûõ òîæäåñòâàõ. Ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåéäåì ê íîâûì èñêîìûì
êîýôôèöèåíòàì. Ïóñòü

dl = al − a0
l , dn = an, n 6= l.
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Òîãäà âî âòîðîì è â ÷åòâåðòîì ðàâåíñòâàõ èñ÷åçíóò ïåðâûå ñëàãàå-
ìûå â ëåâîé ÷àñòè, à ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïåðâîì è òðåòüåì ðàâåí-
ñòâàõ óäâîÿòñÿ.

Ïåðâîå ÈÑÒ èìååò âèä
b∫

0

(
+∞∑

n=1
bn γbn sbn(t)) Kb(t, x) dt =

+∞∑

n=1
bn sbn(x), x ∈ [0, b],

Kb(t, x) =
+∞∑

m=1

1

γbm
sbm(t) sbm(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè óìíîæèòü âòîðîå ðàâåíñòâî íà Kb(t, x) è ïðî-
èíòåãðèðîâàòü ïî t îò 0 äî b, òî ïîëó÷èì

−
+∞∑

n=1
dn γan

+∞∑

m=1

1

γbm
sbm(x) Ib

n,m =
+∞∑

n=1
bn sbn(x).

Âû÷òåì ýòî ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà. Áóäåì èìåòü

2 a0
l sal(x) +

+∞∑

n=1
dn san(x) +

+∞∑

n=1
dn γan

+∞∑

m=1

1

γbm
Ib
n,m sbm(x) = 0,

x ∈ (0, b).

Òî÷íî òàê æå âûâîäèòñÿ âòîðàÿ ïîëîâèíà ïàðíîãî óðàâíåíèÿ

2 a0
l sal(x) +

+∞∑

n=1
dn san(x) +

+∞∑

n=1
dn γan

+∞∑

m=1

1

γcm
Ic
n,m scm(x) = 0,

x ∈ (b, a).

Ñïðîåêòèðóåì ïàðíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèè sak(x) (óìíîæèì íà
sak(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x îò 0 äî a. Ïîëó÷èì ÁÑËÀÓ

2 a0
l δkl + dk +

+∞∑

n=1
dn γan [

+∞∑

m=1

1

γbm
Ib
n,m Ib

m,k +
+∞∑

m=1

1

γcm
Ic
n,m Ic

m,k] = 0,

k = 1, 2, . . . ,

çäåñü δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî èçìåíèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïðîäîëüíûå ïåðå-
ãîðîäêè ðàçäåëÿþò ïðàâóþ ÷àñòü âîëíîâîäà íà áîëüøåå (÷åì äâà)
÷èñëî ÷àñòåé.

7.3. Ïåðåîïðåäåëåííûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ ïðè ñâåäåíèè çàäà÷ äèôðàêöèè âîëí
íà ïåðåãîðîäêàõ â ïëîñêîì âîëíîâîäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà â ïîëóïîëîñå 0 < x < a, z < 0, îòûñêèâàëèñü â âèäå

u(x, z) =
+∞∑

n=1
cn sn(x) e−iγnz, sn(x) =

√√√√2

a
sin

πn

a
x.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó â ïîëóïîëîñå: íàéòè îò-
ðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(0, z) = 0, u(a, z) = 0, u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂z
(x, 0) = u1(x).

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé u0(x) è u1(x) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
ôóíêöèé sn(x) áóäåì îáîçíà÷àòü u0n è u1n ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû cn â ðàçëîæåíèè èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ëþ-
áîìó èç äâóõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè z = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

u(x, 0) =
+∞∑

n=1
cn sn(x) = u0(x),

òî cn = u0n. Åñëè æå

∂u

∂z
(x, 0) = −i

+∞∑

n=1
cn γn sn(x) = u1(x),

òî −icnγn = u1n. Òàêèì îáðàçîì, u1n + iγn u0n = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïîëóïîëîñå ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé çàäàíî áîëüøå, ÷åì íóæíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåí-
íîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèè u0(x) è u1(x) íå ìîãóò áûòü çàäàíû
ïðîèçâîëüíî. Ñâÿçü ìåæäó íèìè ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü êàê íà ÿçû-
êå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, òàê è íà ÿçûêå ñàìèõ ôóíêöèé.

Ðåøåíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
ôóíêöèé u0(x) è u1(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

u1n + iγn u0n = 0, n = 1, 2, . . .

Ðåøåíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè u0(x) è u1(x) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ

a∫

0

u1(t) K1(t, x) dt = u0(x), K1(t, x) = i
+∞∑

n=1

1

γn
sn(t) sn(x),

èëè
a∫

0

u0(t) K0(t, x) dt = u1(x), K0(t, x) = −i
+∞∑

n=1
γn sn(t) sn(x).

Ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè u0(x) è u1(x) óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê:

u0(x) =
+∞∑

n=1
u0n sn(x) =

+∞∑

n=1

i

γn
u1n sn(x) =

=
+∞∑

n=1

i

γn

( a∫

0

u1(t) sn(t) dt
)

sn(x) =
a∫

0

u1(t) K1(t, x) dt.

Âòîðàÿ ôîðìà óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Çàìå-
òèì, ÷òî îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íûìè ñóììàìè è èíòåãðàëàìè âû-
ïîëíÿëèñü ôîðìàëüíî. Âîçìîæíîñòü ýòèõ îïåðàöèé äîëæíà áûòü
îáîñíîâàíà.
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Îáðàòèì âíèìàíèå åùå è íà òî, ÷òî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïå-
ðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïàðó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âçàèìíî îáðàùàþùèõ äðóã äðóãà.

Êðîìå òîãî, åñëè, íàïðèìåð, â ïåðâîì óñëîâèè ðàçðåøèìîñòè â
èíòåãðàëüíîé ôîðìå çàìåíèì ôóíêöèè u0(x) è u1(x) íà ñóììû ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ, òî ïîëó÷èì

a∫

0

(
+∞∑

n=1
cn γn sn(t)) (

+∞∑

n=1

1

γn
sn(t) sn(x)) dt =

+∞∑

n=1
cn sn(x),

òî åñòü ôàêòè÷åñêè èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî èç ï. 7.1.
Òàêèì îáðàçîì, ýòî èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è.

Â ïðàâîé ïîëóïîëîñå 0 < x < 0, z > 0 ïåðåîïðåäåëåííàÿ ãðàíè÷-
íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñòàâèòñÿ òî÷íî òàê æå, íî
åå ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü â êëàññå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ
ðåøåíèé âèäà

u(x, z) =
+∞∑

n=1
cn sn(x) eiγnz.

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ òîëüêî â òîì, ÷òî ïåðåä ïîñòîÿííû-
ìè γn ñòîèò äðóãîé çíàê. Ïîýòîìó äëÿ "ïðàâîé" ïåðåîïðåäåëåííîé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Ðåøåíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
ôóíêöèé u0(x) è u1(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

u1n − iγn u0n = 0, n = 1, 2, . . . ,

èëè êîãäà ôóíêöèè u0(x) è u1(x) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé

−
a∫

0

u1(t) K1(t, x) dt = u0(x), −
a∫

0

u0(t) K0(t, x) dt = u1(x).
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Äëÿ ÷åãî íóæíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðà-
íè÷íûõ çàäà÷? ×òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà â ïîëóïîëîñå, äîñòàòî÷íî çàäàòü íà òîðöå ïîëóïîëîñû
èëè ôóíêöèþ u0(x), èëè ôóíêöèþ u1(x). ßñíî, ÷òî èñêîìîå ðåøå-
íèå ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå ðÿäà ñ êîýôôèöèåíòàìè cn, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå îäíîé èç ýòèõ ôóíêöèé. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû,

u(x, z) =
a∫

0

u0(t)(
+∞∑

n=1
sn(t) sn(x) e∓iγnz) dt

èëè
u(x, z) =

a∫

0

u1(t)(∓i
+∞∑

n=1

1

γn
sn(t) sn(x) e∓iγnz) dt

(âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò ïîëóïîëîñå z < 0, à íèæíèé � ïîëóïî-
ëîñå z > 0).

7.4. Çàäà÷à î ñêà÷êå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
çàäà÷è äèôðàêöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñêà÷êå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïîëîñå
0 < x < a. Áóäåì èñêàòü ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå
u+(x, z) ïðè z > 0 è îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå u−(x, z)

ïðè z < 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u±(0, z) = 0, u∓(a, z) = 0, z > 0 èëè z < 0,

è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ ïðè z = 0

u+(x, 0)−u−(x, 0) = a(x),
∂u+

∂z
(x, 0)−∂u−

∂z
(x, 0) = b(x), x ∈ [0, a].

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ñðåäû ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíè-
öû z = 0 ðàçëè÷íû. Óñëîâèìñÿ ó âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîé-
ñòâà ñðåä, ñòàâèòü± ñíèçó, à ó âåëè÷èí, îïèñûâàþùèå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (âîëíû), � çíàêè ± ñâåðõó.

55



Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé u±0 (x) è u±1 (x) èìååì ñèñòå-
ìû èç óðàâíåíèé

u+
0n−u−0n = an, u+

1n−u−1n = bn, u−1n+iγ−n u−0n = 0, u+
1n−iγ+

n u+
0n = 0.

Îòñþäà
u+

0n =
γ−n an + i bn

γ−n + γ+
n

, u−0n =
−γ+

n an + i bn

γ−n + γ+
n

.

Ïîýòîìó åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå èìååò âèä

u∓(x, z) =
a∫

0

a(t)(∓
+∞∑

n=1

γ±n
γ−n + γ+

n

sn(t) sn(x) e∓iγ∓n z) dt+

+
a∫

0

b(t)(−i
+∞∑

n=1

1

γ−n + γ+
n

sn(t) sn(x) e∓iγ∓n z) dt.

Çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè ñîáñòâåííîé âîëíû íà ãðà-
íèöå ðàçäåëà ñðåä â ïëîñêîì âîëíîâîäå � ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è î
ñêà÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä z = 0 íàáåãà-
åò ñëåâà âîëíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé u0(x, z). Óñëîâèÿ ñîïðÿ-
æåíèÿ

u−(x, 0) + u0(x, 0) = u+(x, 0),
∂u−

∂z
(x, 0) +

∂u0

∂z
(x, 0) =

∂u+

∂z
(x, 0)

� ýòî óñëîâèÿ çàäà÷è î ñêà÷êå ïðè a(x) = u0(x, 0) è b(x) = ∂u0

∂z (x, 0).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð,

u0(x, z) = c0
l sl(x) eiγ−l z,

òî

u−(x, z) = c0
l

γ−l − γ+
l

γ−l + γ+
l

sl(x) e−iγ−l z, u+(x, z) = c0
l

2γ−l
γ−l + γ+

l

sl(x) eiγ+
l z.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë íå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îòðà-
æåííàÿ è ïðåëîìëåííàÿ âîëíà � ñîáñòâåííûå âîëíû ñ òåì æå íîìå-
ðîì, ÷òî è èñõîäíàÿ âîëíà.
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
íà ïîïåðå÷íîé ïåðåãîðîäêå â ïëîñêîì âîëíîâîäå (ñì. ï.4.1). Ïðåäïî-
ëîæèì ïîêà, ÷òî îäèíàêîâû ñðåäû, çàïîëíÿþùèå âîëíîâîä ñëåâà è
ñïðàâà îò ïåðåãîðîäêè. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíà îò âíåøíåãî
èñòî÷íèêà u0(x, z) çàäàíà è ñëåâà, è ñïðàâà.

Èç ôîðìóëû, äàþùåé ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå, ñëåäóåò, ÷òî çà-
äà÷à äèôðàêöèè ðàâíîñèëüíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∫

M
b(t)

+∞∑

n=1

1

γn
sn(t) sn(x) dt = −2i u0(x, 0), x ∈M.

Äåéñòâèòåëüíî, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè â ôîðìå
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñêà÷êå. Èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íàN è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé íà M ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è î ñêà÷êå a(x) = 0 è
íà M, è íà N . Íà N èìååì b(x) = 0. Òîãäà

u∓(x, z) = −i
∫

M
b(t)(

+∞∑

n=1

1

2γn
sn(t) sn(x) e∓iγn z) dt.

Ïîýòîìó ëþáîå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà M ìîæíî çàïèñàòü êàê
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå.

8. ÏËÀÍÀÐÍÛÉ ÄÈÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÂÎËÍÎÂÎÄ

Ïëàíàðíûé äèýëåêòðè÷åñêèé âîëíîâîä îáðàçóþò òðè ñëîÿ äè-
ýëåêòðèêà, êîòîðûå çàïîëíÿþò âñå ïðîñòðàíñòâî: ïîäëîæêà s (z <

0), âîëíîâîäíûé ñëîé f (0 < z < h) è ïîêðîâíàÿ ñðåäà a (z > h) ñ
äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè εs, εf è εa ñîîòâåòñòâåííî (ñì.
ðèñ. 1). Ïóñòü ýòè ÷èñëà âåùåñòâåííûå è 0 < εa < εs < εf . Òîëü-
êî â ýòîì ñëó÷àå ó ïëàíàðíîãî âîëíîâîäà ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå
âîëíû.
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z

x

a - ïîêðîâíûé ñëîé

f - âîëíîâîäíûé ñëîé

s - ïîäëîæêà

Ðèñ. 8.1. Ïëàíàðíûé äèýëåêòðè÷åñêèé âîëíîâîä

Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå âìåñòî äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìî-
ñòåé ñðåä ε îáû÷íî èñïîëüçóþò ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ ñðåä n,
ñâÿçü ìåæäó íèìè ïðîñòàÿ: ε = n2. Ìû æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âîëíîâûå ÷èñëà k, ïóñòü ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè âî âñåõ ñëîÿõ
îäèíàêîâûå.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïëàíàðíîãî âîëíîâîäà îò ïëîñêîãî âîëíî-
âîäà ñ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîäîëüíûå ïî-
ñòîÿííûå ðàñïðîñòðàíåíèÿ åãî ñîáñòâåííûõ âîëí îáðàçóþò ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå êàê èç îòäåëüíûõ òî÷åê (äèñêðåòíûé ñïåêòð), òàê è
èç íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ (íåïðåðûâíûé ñïåêòð).

8.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ
Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, çàâèñèìîñòü ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ îò âðåìåíè èìååò âèä e−iωt, ñâîáîäíûå òîêè è çàðÿäû
îòñóòñòâóþò, à âñå ñðåäû, îáðàçóþùèå ïëàíàðíûé âîëíîâîä, ÿâëÿ-
þòñÿ îäíîðîäíûìè è èçîòðîïíûìè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû y. Òîãäà, êàê èçâåñòíî,
ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîä-
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â êàæäîì ñëó÷àå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïîëÿ
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ u(x, z) � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Áóäåì èñêàòü TE-ïîëÿðèçîâàííûå ñîáñòâåííûå âîëíû ïëàíàðíî-

58



ãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà. Ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè ýòèõ âîëí
îïðåäåëÿþòñÿ êàê íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ êó-
ñî÷íî ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂z2 + k2(z) u(x, z) = 0,

ãäå k(z) � êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, k2 = ω2µ0µε0ε(z). Íàïîì-
íèì, ÷òî Ey = u, Hx =

−1

iωµ0µ

∂u

∂z
.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä â ñëó÷àå âîëí TE-
ïîëÿðèçàöèè èìåþò âèä

u(x, h− 0) = u(x, h + 0),
∂u

∂z
(h, 0− 0) =

∂u

∂z
(x, 0 + 0),

u(x, 0− 0) = u(x, 0 + 0),
∂u

∂z
(x, 0− 0) =

∂u

∂z
(x, 0 + 0).

Óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñôîðìóëèðóåì òàê: èñêîìûå ïîòåíöèàëü-
íûå ôóíêöèè äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ïðè |z| → ∞.

×àñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

u(x, z) = eiα x f(z)

(ôàêòè÷åñêè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ). Ïàðàìåòð α (ïðî-
äîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ) â îáùåì ñëó÷àå � êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî. Ýòîò ïàðàìåòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòîÿííóþ ðàçäåëå-
íèÿ: åñëè èñêàòü u(x, z) â âèäå X(x) Z(z), òî îòäåëüíûå ìíîæèòåëè
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

X ′′(x)

X(x)
+ α2 = 0,

Z ′′(z)

Z(z)
+ k2(z)− α2 = 0.

Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ α ïðèíàäëåæàò ïåðâîé ÷åòâåðòè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà çíà÷åíèÿ α2 çàïîëíÿò âåðõíþþ ïî-
ëóïëîñêîñòü. Ïðè çàìåíå α íà −α ïîëó÷åííûå âûøå óðàâíåíèÿ íå
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èçìåíÿþòñÿ, íî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå äâèæå-
íèÿ âîëí, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì u(x, z).

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ f(z) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

f ′′(z) + [k2(z)− α2] f(z) = 0, z 6= h, z 6= 0.

Ïóñòü

γm(α) =
√

k2
m − α2, δm(α) =

√
α2 − k2

m, m = a, f èëè s.

Ïðè k2
m−α2 > 0 êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì çàïèñûâàòü êàê ±iγm(α) è ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ � ÷åðåç êîñèíóñ è ñèíóñ, à ïðè α2 − k2

m < 0 â êà÷åñòâå êîð-
íåé óäîáíåå áðàòü ±δm(α), à ðåøåíèÿ çàïèñûâàòü ÷åðåç ýêñïîíåíòû.
Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â ðåøåíèè òàêæå çàâèñÿò îò α, íî ýòó
çàâèñèìîñòü áîëüøå óêàçûâàòü íå áóäåì.

Ôóíêöèÿ f(z) äîëæíà áûòü îãðàíè÷åííîé ïðè z → ±∞.
8.2. Ìîäû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà
Ïóñòü 0 < α < ka èëè α ïðèíàäëåæèò ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè

ìíèìîé îñè. Â ýòîì ñëó÷àå

f(z) =





z > h : A cos γa(z − h) + B sin γa(z − h),

0 < z < h : C cos γfz + D sin γfz,

z < 0 : E cos γsz + F sin γsz,

çäåñü A, B, C, D, E, F � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå (îíè çàâèñÿò îò α).
Ñäâèã íà h ïðè z > h ñäåëàí äëÿ óäîáñòâà.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïîëåé íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä z = h è
z = 0 äàþò óðàâíåíèÿ

A = C cos γfh + D sin γfh, γa B = −γf C sin γfh + γf D cos γfh,

C = E, γf D = γs F.
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Â ýòîé ñèñòåìå èç ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæèòñÿ øåñòü
èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ, äâà èç íèõ îñòàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè (ëó÷-
øå âçÿòü C è D). Ìîæíî âûäåëèòü äâà íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøå-
íèÿ, êîòîðûå íàçûâàþò ÷åòíûì è íå÷åòíûì: ïðè C = 1, D = 0

èìååì ÷åòíûå ðåøåíèÿ

f(z) =





z > h : cos γfh · cos γa(z − h)−
−γf

γa
sin γfh · sin γa(z − h),

0 < z < h : cos γfz,

z < 0 : cos γsz,

è ïðè C = 0, D = 1 èìååì íå÷åòíûå ðåøåíèÿ

f(z) =





z > h : sin γfh · cos γa(z − h)+

+
γf

γa
cos γfh · sin γa(z − h),

0 < z < h : sin γfz,

z < 0 :
γf

γs
sin γsz.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè α èç äèàïàçîíà (0, ka) è ïðè ÷èñòî ìíèìûõ
α ñóùåñòâóþò äâå íåçàâèñèìûå ìîäû (ñîáñòâåííûå âîëíû. Òàêèå
çíà÷åíèÿ α ïðèíàäëåæàò íåïðåðûâíîé ÷àñòè ñïåêòðà.

Ïóñòü òåïåðü ka < α < ks. Â ýòîì ñëó÷àå

f(z) =





z > h : Ae−δa (z−h) + B eδa (z−h),

0 < z < h : C cos γfz + D sin γfz,

z < 0 : E cos γsz + F sin γsz.

Íî èç óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî B = 0. Òîãäà óñëîâèÿ
ñîïðÿæåíèÿ ïîëåé íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä èìåþò âèä
−δa A = −γf C sin γfh + γf D cos γfh, A = C cos γfh + D sin γfh,

C = E, γf D = γs F.
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Èìååì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïÿòè íåèç-
âåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îäèí êîýôôèöèåíò îñòàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûì (ó íàñ � A). Ó çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ èìååòñÿ íåíóëåâîå ðåøåíèå

f(z) =





z > h : e−δa (z−h),

0 < z < h : p cos γfz + q sin γfz,

z < 0 : p cos γsz + q
γf

γs
sin γsz,

ãäå
p = cos γfh +

δa

γf
sin γfh, q = sin γfh− δa

γf
cos γfh.

Íàéäåííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ òàêæå îòíîñÿòñÿ ê
íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó.

8.3. Ìîäû äèñêðåòíîãî ñïåêòðà
Ðàññìîòðèì òåïåðü íàèáîëåå âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà ks < α < kf .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì èìååò âèä

f(z) =





z > h : Ae−δa (z−h),

0 < z < h : C cos γfz + D sin γfz,

z < 0 : F eδsz,

ïðè z < 0 è ïðè z > h óáðàíû ñëàãàåìûå, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-
þùèå íà áåñêîíå÷íîñòè.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðè z = h è z = 0 äàþò ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ
óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ

C = F, γf D = δs F,

A = C cos γfh + D sin γfh, −δa A = −γf C sin γfh + γf D cos γfh.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ. ×òî-
áû óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ, óäîáíî ñíà÷àëà èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèé
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íåèçâåñòíûå F è A. Òîãäà îñòàíåòñÿ òîëüêî äâà óðàâíåíèÿ

[δa cos γfh− γf sin γfh] C + [δa sin γfh + γf cos γfh] D = 0,

δs C − γf D = 0.

Ó òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååòñÿ íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

sin γfh · [γ2
f − δa δs]− cos γfh · [δa γf + δs γf ] = 0. (∗)

Ýòî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé α íàçûâàþò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì èëè äèñïåðñèîííûì.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ó óðàâíåíèÿ (*) ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå
÷èñëî êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (ks, kf), â òîì ÷èñëå êîð-
íåé ìîæåò è íå áûòü âîâñå. Ýòè êîðíè îáðàçóþò äèñêðåòíóþ ÷àñòü
ñïåêòðà.

Óðàâíåíèå (*) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

tg(γfh) =

δa

γf
+

δs

γf

1− δa

γf

δs

γf

.

Îòñþäà
γfh = arctg

δa

γf
+

δs

γf
+ jπ, (∗∗)

ãäå j � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Óðàâíåíèå (**) ìîæíî ðåøàòü
÷èñëåííî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, âûáèðàÿ â êà÷å-
ñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (ks, kf). Åñëè
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñîéäåòñÿ ïðè íåêîòîðîì j, òî íàéäåí êîðåíü
óðàâíåíèÿ ñ íîìåðîì j.

8.4. Îáðàòíàÿ çàäà÷à
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ αj, j = 0 . . N , à òàêæå

ka, ks. Íóæíî íàéòè çíà÷åíèÿ kf è h.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è: ïðåäïîëîæèì,
÷òî âåëè÷èíà h òàêæå èçâåñòíà. Åñëè èçâåñòíî òîëüêî îäíî çíà÷å-
íèå α, òî kf îïðåäåëÿåòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (*).
Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå F (kf) = 0. Âûáåðåì íà÷àëüíîå ïðè-
áëèæåíèå k0

f è èñïîëüçóåì ìåòîä Íüþòîíà (ïðîâåäåì ëèíåàðèçàöèþ
óðàâíåíèÿ):

F (kf) ≈ F (k0
f) +

∂F

∂kf
(k0

f) (kf − k0
f) = 0.

Îòñþäà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå k1
f = kf è òàê äàëåå.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ k0
f ìîæíî âçÿòü ÷èñëî, íåìíîãî

áîëüøåå ÷åì èçâåñòíîå çíà÷åíèå α.
Åñëè äàíî íåñêîëüêî çíà÷åíèé αj, òî áóäåì èñêàòü kf êàê ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà Fj(kf) = 0, j = 0 . . N , òî åñòü óðàâíåíèé
(*) ïðè ðàçëè÷íûõ α = αj.

Îáîçíà÷èì
aj = Fj(k

0
f), bj =

∂Fj

∂kf
(k0

f).

Òîãäà èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé íåâÿçêè
N∑

j=0
[Fj(kf)]

2 ≈
N∑

j=0
[aj + bj(kf − k0

f)]
2 → min

ñëåäóåò, ÷òî
kf = k0

f −
N∑

j=0
ajbj/

N∑

j=0
b2
j .

Åñëè æå çíà÷åíèå h òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé âåëè÷èíîé, òî òðóä-
íî âûáðàòü äëÿ h íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïîñòó-
ïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óðàâíåíèå (**) ðàçðåøèì îòíîñèòåëüíî h è çàïèøåì â âèäå h =

Gj(kf) ïðè α = αj. Ïðè óñëîâèè, ÷òî N ≥ 1 èìååì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé

G0(kf)−G1(kf) = 0, . . . GN−1(kf)−GN(kf) = 0,
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èç êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ (åñëè èñõîäíûå äàííûå íåïðîòèâîðå÷èâû)
kf . Çàòåì âû÷èñëèì

h =
1

N + 1

N∑

j=0
Gj(kf).

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ñ÷åòà ìîæíî (ïðè äîñòàòî÷íîì êîëè-
÷åñòâå çíà÷åíèé αj) ïîïðîáîâàòü îïðåäåëèòü òàêæå âåëè÷èíû ka è ks

è ñðàâíèòü èõ ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè. Íî, êàê ïîêàçûâàåò îïûò,
â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ αj äîëæíû áûòü íàéäåíû ñ î÷åíü âûñîêîé
òî÷íîñòüþ, ÷òî íå âñåãäà óäàåòñÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ.

9. ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÂÎËÍ

Åñëè â âîëíîâîäíóþ ñòðóêòóðó âíåñòè äèýëåêòðè÷åñêèå èëè ïðî-
âîäÿùèå òåëà, òî õàðàêòåðèñòèêè åå ñîáñòâåííûõ âîëí èçìåíÿòñÿ
(èëè äàæå ñîáñòâåííûå âîëíû âîîáùå èñ÷åçíóò). Èññëåäóåì, êàê ìå-
íÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âîëíû âîëíîâîäîâ è ðåçîíàòîðîâ ïðè íàëè÷èè
íåîäíîðîäíîñòåé â âèäå äèýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèí, ñòåðæíåé èëè
îãðàíè÷åííûõ òåë.

9.1. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïëàñòèíà â ïëîñêîì âîëíîâîäå

Ïóñòü ïëîñêèé âîëíîâîä îãðàíè÷åí òîíêèìè ïðîâîäÿùèìè ïëà-
ñòèíàìè x = 0 è x = h. Ïðåäïîëîæèì, êàê è ðàíüøå, ÷òî êîìïîíåí-
òû âåêòîðîâ E è H íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû y. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
TE-ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êàê óæå áûëî óñòàíîâ-
ëåíî, åñëè âîëíîâîå ÷èñëî k � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà (ñðåäà îäíî-
ðîäíàÿ), òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âîëí âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè
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un(x, z) = sin
πn

h
x · e±iγnz, γn =

√
k2 − (

πn

h
)
2
, n = 1, 2, . . .

z

x

0

h

a

b

Ðèñ. 9.1. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïëàñòèíà â ïëîñêîì âîëíîâîäå

Ïóñòü âíóòðü âîëíîâîäà âñòàâëåíà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïëàñòèíà
α < x < β (ñì. ðèñ. 1), ïðè÷åì ñâîéñòâà äèýëåêòðèêà òàêîâû, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó âîëíîâîå ÷èñëî k1 > k. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî
ïîñòîÿííûå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåííûõ ñîáñòâåííûõ âîëí èçìå-
íÿòñÿ (âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå óâåëè÷àòñÿ).

Áóäåì èñêàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
Ãåëüìãîëüöà ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì k(x) èìååò íå-
íóëåâûå ðåøåíèÿ âèäà u(x, z) = f(x)eiγz (ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè
ñîáñòâåííûõ âîëí), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óñëî-
âèÿì ñîïðÿæåíèÿ.

Ôóíêöèÿ f(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

f ′′(x) + [k2(x)− γ2] f(x) = 0

â èíòåðâàëàõ (0, α), (α, β) è (β, h), çäåñü k(x) � êóñî÷íî ïîñòîÿí-
íàÿ ôóíêöèÿ. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ (äëÿ êàæäîãî èí-
òåðâàëà îòäåëüíî) âûðàçèì ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ (à ìîæíî è ÷å-
ðåç äâå ýêñïîíåíòû). Äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
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f(0) = 0, f(h) = 0 è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ f(α − 0) = f(α + 0),
f ′(α− 0) = f ′(α + 0), f(β − 0) = f(β + 0), f ′(β − 0) = f ′(β + 0).

Ïóñòü f(x) = A sin δx + B cos δx ïðè 0 < x < α, ãäå δ =
√

k2 − γ2

(âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî èëè ìíèìîå ÷èñëî ñ ïîëîæè-
òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ). Åñëè õîòÿ áû ïåðâàÿ ìîäà íåâîçìóùåííî-
ãî âîëíîâîäà � âîëíîâîäíàÿ, òî δ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî ïðè ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ. Èç ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî B = 0.
Ïîýòîìó îñòàåòñÿ f(x) = A sin δx ïðè 0 < x < α.

Ïðè α < x < β èìååì f(x) = C sin δ1x + D cos δ1x, ãäå δ1 =√
k2

1 − γ2. Íàêîíåö, ïóñòü f(x) = E sin δ(x− h) + F cos δ(x− h) ïðè
β < x < h. Ñìåùåíèå àðãóìåíòà íà h ñäåëàíî äëÿ ñîêðàùåíèÿ ôîð-
ìóë. Èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî D = 0. Ïîýòîìó
îñòàåòñÿ f(x) = E sin δ(x− h) ïðè β < x < h.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðè x = α è x = β äàþò ðàâåíñòâà
A sin δα = C sin δ1α + D cos δ1α,

Aδ cos δα = Cδ1 cos δ1α−Dδ1 sin δ1α,

C sin δ1β + D cos δ1β = E sin δ(β − h),

Cδ1 cos δ1β −Dδ1 sin δ1β = −Eδ cos δ(β − h).

Ýòà ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ A, E, C, D èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîçìóùåííûõ ïî-
ñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìååì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin δα 0 − sin δ1α − cos δ1α

δ cos δα 0 −δ1 cos δ1α δ1 sin δ1α

0 − sin δ(β − h) sin δ1β cos δ1β

0 δ cos δ(β − h) δ1 cos δ1β −δ1 sin δ1β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Èñêàòü åãî ðåøåíèÿ � äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ çàäà÷à (ïîìíèì, ÷òî îò γ

çàâèñÿò âûðàæåíèÿ δ è δ1). Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ
ïðîäîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ âîëí.
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9.2. Ïîøàãîâûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì

Èñïîëüçóåì èäåþ ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Áóäåì èñêàòü f(x) â âèäå

f(x) =
M∑

m=1
cm sin

πm

h
x.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ âûïîëíåíû ïî ïîñòðîå-
íèþ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿëà (ïðèáëèæåííî)
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Îáîçíà÷èì Γ = γ2, òàê óäîáíåå, è
K = k2

1 − k2. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå f(x) â óðàâíåíèå, òîãäà

−
M∑

m=1
cm (

πm

h
)
2
sin

πm

h
x + (k2 − Γ)

M∑

m=1
cm sin

πm

h
x+

+χ[α,β](x) K
M∑

m=1
cm sin

πm

h
x = 0,

çäåñü χ[α,β](x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [α, β]. Ñïðî-
åêòèðóåì ýòî ðàâåíñòâî íà ôóíêöèè sin

πn

h
x, n = 1 . . M . Ïîëó÷èì

h

2
[k2 − Γ− (

πn

h
)
2
] cn + K

M∑

m=1
cm Imn = 0, n = 1 . . M,

ãäå

Imn =
β∫

α

sin
πm

h
x · sin πn

h
x · dx.

Ýòè èíòåãðàëû ëåãêî âû÷èñëèòü ÿâíî:

Inn =
β − α

2
− h

4πn
sin

2πn

h
x |βα,

Inm =
h

2π(n−m)
sin

π(n−m)

h
x− h

2π(n + m)
sin

π(n + m)

h
x |βα,

m 6= n.
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Òåïåðü âèäíî, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Γ � ýòî ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû, à ÷èñëà cm � êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Îæèäàåòñÿ, ÷òî òàêèõ ñîáñòâåííûõ
ïàð íàéäåòñÿ ðîâíî M . Íî è ýòîò ñïîñîá äîñòàòî÷íî ñëîæåí.

×òîáû â õîäå äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé êîýôôèöèåíòû cm îïðå-
äåëÿëèñü îäíîçíà÷íî, ââåäåì íîðìèðîâêó òàê, ÷òîáû max

m=1 . .M
|cm| =

1. Áîëåå òîãî, ïóñòü cm0
, òî÷íî ðàâíî åäèíèöå ïðè íåêîòîðîì m0.

Ââåäåì ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ ε ∈ [0, 1] è çàïèøåì óðàâíåíèÿ
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ ìîäû ñ íîìåðîì j òàê:

h

2
[k2 − Γj − (

πn

h
)
2
] cj

n + εK
M∑

m=1
Imn cj

m = 0, n = 1 . . M.

Ïðè ε = 0 ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èçâåñòíî � ýòî
ìîäû íåâîçìóùåííîãî ïëîñêîãî âîëíîâîäà, à èìåííî, Γj = γ2

j , è
âåêòîð cj èìååò êîìïîíåíòó cj

j = 1, à îñòàëüíûå åãî êîìïîíåíòû �
íóëè (òî åñòü m0 = j).

Íóæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïðè ε = 1. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü çà îäèí áîëüøîé øàã, à ìîæíî çà íåñêîëüêî ìåëêèõ øàãîâ,
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ âî âðåìÿ ñ÷åòà.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è èçâåñòíî. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ε çàìåíèòü íà ε + ∆ε?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Γj è ∆cj ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèðàùåíèÿ ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñ íîìåðîì j. Â óðàâíå-
íèÿõ

h

2
[k2−Γj−∆Γj−(

πn

h
)
2
] (cj

n+∆cj
n)+(ε+∆ε) K

M∑

m=1
(cj

m+∆cj
m) Imn = 0,

n = 1 . . M,

ðàñêðîåì ñêîáêè è èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò
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Γj è cj. Ïîëó÷èì

(∗) h

2
[k2 − Γj −∆Γj − (

πn

h
)
2
] ∆cj

n −
h

2
∆Γj cj

n + εK
M∑

m=1
Imn ∆cj

m+

+∆εK
M∑

m=1
Imn (cj

m + ∆cj
m) = 0, n = 1 . . M.

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè îòáðîñèòü ñëàãàåìûå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (ïðîèçâåäåíèÿ ïðèðàùåíèé). Èíûìè ñëîâàìè,
åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ïîëó-
÷èì ÑËÀÓ äëÿ ∆cj

m

h

2
[k2 − Γj − (

πn

h
)
2
] ∆cj

n + εK
M∑

m=1
Imn ∆cj

m =

=
h

2
cj
n ∆Γj −∆εK

M∑

m=1
Imn cj

m, n = 1 . . M. (∗∗)

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ýòîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ñèììåòðè÷íà. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

M∑

n=1
[
h

2
cj
n ∆Γj −∆εK

M∑

m=1
Imn cj

m] cj
n = 0

(ýòî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé íåíóëåâîìó
ðåøåíèþ îäíîðîäíîé ÑËÀÓ). Îòñþäà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà

∆Γj =

2∆K
M∑

n=1
(

M∑

m=1
Imn cj

m) cj
n

h
M∑

n=1
(cj

n)
2

∆ε.

Çàòåì íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ∆cj
m, ïðè÷åì (ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ÑËÀÓ

çàâåäîìî íå åäèíñòâåííîå) íóæíî ïðèíÿòü ∆cj
m0

= 0, íàéòè èç ÑËÀÓ
îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå (ïðÿìûì èëè èòåðàöèîííûì ìåòîäîì), à ïî-
òîì ïðîâåñòè íîðìèðîâêó.

70



Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà, ïðè ε = 0 âû÷èñëåíèÿ áîëåå ïðîñòûå.
Óðàâíåíèå (**) ïðè n = j èìååò âèä

0 =
h

2
∆Γj −∆εK Ij,j.

Îòñþäà íàõîäèòñÿ ∆Γj. Ïðè n 6= j èç óðàâíåíèé (**)

h

2
[(

πj

h
)
2 − (

πn

h
)
2
] ∆cj

n = −∆εK Ij,n

îïðåäåëÿþòñÿ ∆cj
n, à ∆cj

m0
ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ. Çàòåì âû÷èñëÿ-

åòñÿ âåêòîð c := c + ∆c è ïðîâîäèòñÿ åãî íîðìèðîâêà.
Åñëè íå ïðåíåáðåãàòü âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, òî

ìîæíî ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
∆Γj è ∆cj.

×òîáû ïðèðàùåíèÿ ∆Γj è ∆cj îïðåäåëèëèñü îäíîçíà÷íî, çàäàäèì
∆cj

m0
= 0. Óðàâíåíèå ñ íîìåðîì m0 èç ÑËÀÓ ïåðåïèøåì òàê:

−h

2
∆Γj = ε ∆K

M∑

m=1
Imm0

∆cj
m + ∆εK

M∑

m=1
Imm0

(cj
m + ∆cj

m).

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåì ê âèäó

h

2
[k2 − Γj −∆Γj − (

πn

h
)
2
] ∆cj

n =
h

2
∆Γj cj

n − εK
M∑

m=1
Imn ∆cj

m−

−∆εK
M∑

m=1
Imn (cj

m + ∆cj
m), n = 1 . . M, n 6= m0.

Çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ∆cj
n = 0 è áóäåì â öèêëå âû-

÷èñëÿòü ∆Γj è ∆cj
n (ïðè n 6= m0) � çàäàííîå ÷èñëî ðàç èëè ïîêà íå

áóäåò äîñòèãíóòà çàäàííàÿ ïîãðåøíîñòü.
Ïðè ε = 0 âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà íåìíîãî ïðîùå.
Ïîñëå òîãî, êàê öèêë çàâåðøèòñÿ, ïðîâåäåì íîðìèðîâêó óòî÷íåí-

íîãî âåêòîðà cj + ∆cj. Ïðè ýòîì ìîæåò èçìåíèòüñÿ íîìåð m0.
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Êàê âûáèðàòü çíà÷åíèå ∆ε? Âî-ïåðâûõ, äîëæåí ñõîäèòüñÿ èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ. Åñëè ñõîäèìîñòè íåò, èìååò ñìûñë óìåíüøèòü
çíà÷åíèå ∆ε. Âî-âòîðûõ, âåðîÿòíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ∆ε ïðèðàùå-
íèÿ ∆Γj äîëæíû áûòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè � òàêèìè, ÷òîáû
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ δj íå ïåðåìåøèâàëèñü. Èíûìè ñëîâàìè, ÷òîáû
ñîõðàíèëàñü óïîðÿäî÷åííîñòü ýòèõ çíà÷åíèé ïîñëå ïåðåñ÷åòà. Ýòî
áóäåò, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ∆Γj <

1

2
min

k=1 . . M−1
|Γk+1 − Γk|.

Òî÷íî òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, åñëè íóæíî
íàéòè ñîáñòâåííûå âîëíû ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà ñ äèýëåêòðè-
÷åñêèì ñòåðæíåì èëè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðÿìîóãîëüíîãî ðå-
çîíàòîðà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé âñòàâêîé.

10. ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÅ È ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎËÍÛ

Ïðîñòûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (ýëåìåíòàðíûå
âîëíû) ìîæíî ïîñòðîèòü íå òîëüêî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû.

10.1. Öèëèíäðè÷åñêèå âîëíû
Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò (r, α, z). Â ýòîì ñëó÷àå

rotA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r0

r
α0

z0

r

∂

∂r

∂

∂α

∂

∂z

Ar rAα Az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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èëè

rotA = (
1

r

∂Az

∂α
− ∂Aα

∂z
,

∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r
,

1

r

∂

∂r
(rAα)− 1

r

∂Ar

∂α
).

Ïîýòîìó èìååì
1

r

∂Hz

∂α
− ∂Hα

∂z
= −iωε0εEr,

1

r

∂Ez

∂α
− ∂Eα

∂z
= iωµ0µHr,

∂Hr

∂z
− ∂Hz

∂r
= −iωε0εEα,

∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r
= iωµ0µHα,

1

r

∂

∂r
(rHα)− 1

r

∂Hr

∂α
= −iωε0εEz,

1

r

∂

∂r
(rEα)− 1

r

∂Er

∂α
= iωµ0µHz.

Âñå èñêîìûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
ïåðåìåííîé α, ïîýòîìó áóäåì èñêàòü èõ â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû
Ôóðüå âèäà

A(r, α, z) =
+∞∑

n=−∞
An(r, z) einα

(ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ðÿäû ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ìîæíî äèôôåðåí-
öèðîâàòü). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èñêîìûõ ôóíêöèé ñ íîìåðîì n

(ýòîò íîìåð ìû â äàëüíåéøåì íå óêàçûâàåì) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
ñèñòåìå óðàâíåíèé

in

r
Hz − ∂Hα

∂z
= −iωε0εEr,

in

r
Ez − ∂Eα

∂z
= iωµ0µHr,

∂Hr

∂z
− ∂Hz

∂r
= −iωε0εEα,

∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r
= iωµ0µHα,

1

r

∂

∂r
(rHα)− in

r
Hr = −iωε0εEz,

1

r

∂

∂r
(rEα)− in

r
Er = iωµ0µHz.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íå çà-
âèñÿò îò êîîðäèíàòû z, îíà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñè-
ñòåìû:
in

r
Ez = iωµ0µHr, E ′

z = −iωµ0µHα,
1

r
(rHα)′ − in

r
Hr = −iωε0εEz
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è
in

r
Hz = −iωε0εEr, −H ′

z = −iωε0εEα,
1

r
(rEα)′− in

r
Er = iωµ0µHz,

çäåñü ïðîèçâîäíûå ïî r îáîçíà÷åíû øòðèõîì. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå
ñèñòåìû Ìàêñâåëëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ÷àñòíûõ ðåøå-
íèé äâóõ òèïîâ: E = (0, 0, Ez), H = (Hr, Hα, 0) (ïàðàëëåëüíàÿ ïî-
ëÿðèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî îñè z) è E = (Er, Eα, 0), H = (0, 0, Hz)

(ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ).
Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèé ïåðâîãî òèïà

Hr =
1

iωµ0µ

in

r
Ez, Hα =

−1

iωµ0µ
E ′

z,

à êîìïîíåíòà Ez (ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Áåññåëÿ

E ′′
z +

1

r
E ′

z + (k2 − n2

r2 ) Ez = 0.

Â áîëåå ïðîñòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëå íå çàâèñèò îò êîîð-
äèíàòû α (îñåñèììåòðè÷íîå ïîëå), ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà (ïðè n = 0) èìåþò âèä E = = (0, 0, Ez), H =

(0, Hα, 0) è E = (0, Eα, 0), H = (0, 0, Hz).

Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ îáðàçóþò
ëþáûå äâå ôóíêöèè èç ÷åòûðåõ: Jn(kr), Nn(kr), H(1)

n (kr) è H(2)
n (kr).

Åñëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îáëàñòè, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ öèëèíäðè-
÷åñêèå âîëíû, çíà÷åíèå êîîðäèíàòû r îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî òîëüêî
ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jn(kr) èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè, íå èìåþùåé òàêèõ òî÷åê, ìîæíî áðàòü ëþáóþ ïàðó öèëèí-
äðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, íå ñîäåðæàùåé íà-
÷àëà êîîðäèíàò, íóæíî îñòàâèòü îäíó èç ôóíêöèé Õàíêåëÿ H(1)

n (kr)

èëè H(2)
n (kr), à êàêóþ èìåííî � îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûáðàííîé ôîðìå

çàâèñèìîñòè ïîëÿ îò âðåìåíè è ïî äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè (ò. å. îò òîãî, êàêèå âîëíû íóæíî îñòàâèòü: óõîäÿùèå íà
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áåñêîíå÷íîñòü èëè ïðèõîäÿùèå ñ áåñêîíå÷íîñòè). ×òîáû óçíàòü, êà-
êàÿ âîëíà ïåðåíîñèò ýíåðãèþ â íóæíîì íàïðàâëåíèè, íóæíî îïÿòü-
òàêè âû÷èñëèòü âåêòîð Ïîéíòèíãà.

10.2. Ñôåðè÷åñêèå âîëíû

×òîáû ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíûå ñôåðè÷åñêèå âîëíû, çàïèøåì ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(r, α, θ). Ïðè ýòîì

rotA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r0

r2 sin θ

θ0

r sin θ

α0

r

∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂α

Ar rAθ r sin θ Aα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

èëè
(rotA)r =

1

r sin θ

∂(sin θ · Aα)

∂θ
− 1

r sin θ

∂Aθ

∂α
,

(rotA)α =
1

r

∂(rAθ)

∂r
− 1

r

∂Ar

∂θ
,

(rotA)θ =
1

r sin θ

∂Ar

∂α
− 1

r

∂(rAα)

∂r
.

Óäîáíî èñêàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Er = 0 èëè Hr = 0. Êðîìå
òîãî, âñå èñêîìûå ôóíêöèè ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäû Ôóðüå ïî êî-
îðäèíàòå α âèäà

A(r, θ, α) =
+∞∑

m=−∞
Am(r, θ) eimα.

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðîé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êî-
ýôôèöèåíòû Ôóðüå èñêîìûõ ôóíêöèé (â êàæäîì èç äâóõ ÷àñòíûõ
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ñëó÷àåâ), áóäåò ïîòåíöèàëüíûì óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè

1

r2

∂

∂r
(r2 ∂u

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ · ∂u

∂θ
) + (k2 − m2

r2 sin2 θ
) u(r, θ) = 0.

Ïîñëå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åãî ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îíè èìåþò âèä

un(r, θ) =
1√
kr

Zn+1/2(kr) P (m)
n (cos θ), n = 0, 1, . . . , m ≤ n,

ãäå Zn+1/2(r) � öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà,
à P (m)

n (t) � ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà.

Ñïèñîê ñîêðàùåíèé:

ÑËÀÓ � ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
ÁÑËÀÓ � áåñêîíå÷íàÿ ÑËÀÓ,
ÏÑÔÓ � ïàðíîå ñóììàòîðíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå,
ÈÑÒ � èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî,
ÈÓ � èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå.
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