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ÐÀÇÍÎÑÒÈ È ÊÎÌÌÓÒÀÒÎÐÛ ÈÄÅÌÏÎÒÅÍÒÎÂ Â C∗-ÀËÃÅÁÐÀÕ

Àííîòàöèÿ. Óñòàíîâëåíî ïîäîáèå íåêîòîðûõ òðèïîòåíòîâ è èäåìïîòåíòîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå H. Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ðàçíîñòÿõ è êîììóòàòîðàõ èäåìïîòåíòîâ P è Q.
Â óíèòàëüíîì ñëó÷àå ñ ðàçíîñòüþ P − Q íàìè ñâÿçàíà ðàçíîñòü AP,Q äðóãîé ïàðû èäåìïî-

òåíòîâ. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðå A, Mϕ � èäåàë îïðåäåëåíèÿ ñëåäà ϕ. Åñëè
P − Q ∈ Mϕ, òî AP,Q ∈ Mϕ è ϕ(AP,Q) = ϕ(P − Q) ∈ R. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ïîçâîëè-

ëî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî ϕ(P − Q) = 0. Ïîëó÷åíû íîâûå òîæäåñòâà äëÿ ïàð èäåìïîòåíòîâ

è äëÿ ïàð èçîêëèííûõ ïðîåêòîðîâ. Äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð A ∈ B(H), dimH = ∞,

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íå áîëåå ÷åì ïÿòèäåñÿòè êîììóòàòîðîâ èäåìïîòåíòîâ èç B(H).
Ïîêàçàíî, ÷òî êîììóòàòîð èäåìïîòåíòà è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà èç àëãåáðû A íå ìîæåò

áûòü íåíóëåâûì èäåìïîòåíòîì. Åñëè H ñåïàðàáåëüíî è dimH = ∞, òî êàæäûé êîñîýðìè-

òîâ îïåðàòîð T ∈ B(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû T =
∑4

k=1[Ak, Bk], ãäå Ak, Bk ∈ B(H)
êîñîýðìèòîâû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ëèíåéíûé îïåðàòîð, èäåìïîòåíò, òðèïîòåíò, èçî-
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Ïóñòü P,Q � èäåìïîòåíòû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà (îáðà-
òèìîñòü, ôðåäãîëüìîâîñòü, ÿäåðíîñòü, ïîëîæèòåëüíîñòü è äð.) ðàçíîñòè X = P − Q áûëè
èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [1]�[6]. Êàæäûé òðèïîòåíò (A = A3) ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ P − Q
íåêîòîðûõ èäåìïîòåíòîâ P è Q ñ PQ = QP = 0 ([7], ïðåäëîæåíèå 1). Ïîýòîìó òðèïîòåíòû
íàñëåäóþò íåêîòîðûå ñâîéñòâà èäåìïîòåíòîâ [8]. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì îïåðàòîðîì, òî
ñëåäû âñåõ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé X ñîâïàäàþò:

tr(P −Q) = tr((P −Q)2n+1) = dimker(X − I)− dimker(X + I) ∈ Z, (1)

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì, òî ïðàâàÿ
÷àñòü (1) äàåò åñòåñòâåííóþ �ðåãóëÿðèçàöèþ� äëÿ ñëåäà è ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî âñåãäà ÿâëÿ-
åòñÿ öåëûì ÷èñëîì [9], [6]. Â ([10], òåîðåìà 3) óñòàíîâëåí C∗-àíàëîã óòâåðæäåíèÿ: ïóñòü ϕ �
ñëåä íà óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðå A, Mϕ � èäåàë îïðåäåëåíèÿ ñëåäà ϕ è òðèïîòåíòû P,Q ∈ A;
åñëè P −Q ∈Mϕ, òî ϕ(P −Q) ∈ R.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 04.09.2020, ïîñëå äîðàáîòêè 04.09.2020. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 24.12.2020.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâà-

òåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà, ñîãëàøåíèå � 075-02-2020-

1478.
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Ïàðû èäåìïîòåíòîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîì ýôôåêòå Õîëëà (the Quantum Hall
E�ect, [11]). Äëÿ èäåìïîòåíòîâ P,Q,R ñ ÿäåðíûìè P −Q è Q−R èç ðàâåíñòâà tr(P −Q) =
tr(P −R) + tr(R−Q) è (1) èìååì

tr((P −Q)3) = tr((P −R)3) + tr((R−Q)3). (2)

Ôèçè÷åñêîå ïîíèìàíèå àääèòèâíîñòè â (2) ïðèõîäèò èç èíòåðïðåòàöèè tr((P − Q)3) êàê
ïðîâîäèìîñòè Õîëëà (the Hall conductance). Àääèòèâíîñòü (êóáè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ â (2)
ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê âàðèàíò çàêîíà Îìà (the Ohm's law) îá àääèòèâíîñòè ïðîâî-
äèìîñòè [12]. Â ([13], òåîðåìà 1) ïîëó÷åí C∗-àíàëîã êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà è äîêàçàíà
âåùåñòâåííîñòü ñëåäà ðàçíîñòåé øèðîêîãî êëàññà ñèììåòðèé èç C∗-àëãåáðû (ñì. ñëåäñòâèÿ
2 è 3 â [13]). Äëÿ C∗-ïîäàëãåáðû A ⊂ B(H) ïîëîæèì

A0 =
{
X ∈ A : X =

∑
n≥1

[Xn, X
∗
n] äëÿ (Xn)n≥1 ⊂ A

}
,

ðÿä ‖ · ‖-ñõîäèòñÿ. Â ([14], òåîðåìà 2.6) äîêàçàíî, ÷òî A0 ñîâïàäàåò ñ íóëü-ïðîñòðàíñòâîì
âñåõ êîíå÷íûõ ñëåäîâ íàAsa; äëÿ øèðîêîãî êëàññà C∗-àëãåáð, ñîäåðæàùåãî âñåW ∗-àëãåáðû,
ìîæíî îáîéòèñü êîíå÷íûìè ñóììàìè óêàçàííîãî âèäà [15]. Åñëè P,Q ∈ Aid, òî 1) QP ∈ Aid

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [P, Q] îòîáðàæàåò ïîäïðîñòðàíñòâî PH â ïîäïðîñòðàíñòâî
KerQ ([16], ãë. II, çàäà÷à 241); 2) P è Q ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P −Q =
[X,Y ] è P + Q = XY + Y X äëÿ íåêîòîðûõ X,Y ∈ A ([17], ñ. 97). Â [18] â òåðìèíàõ
êîíå÷íûõ ñóìì êîììóòàòîðîâ îïèñàíû óíèòàëüíûå C∗-àëãåáðû, íà êîòîðûõ íåò êîíå÷íûõ
íåòðèâèàëüíûõ ñëåäîâ.
Â ýòîé ðàáîòå óñòàíîâëåíî ïîäîáèå íåêîòîðûõ òðèïîòåíòîâ è èäåìïîòåíòîâ (òåîðåìû 1 è

2). Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ðàçíîñòÿõ è êîììóòàòîðàõ èäåìïîòåíòîâ P è Q. Â óíè-
òàëüíîì ñëó÷àå ñ ðàçíîñòüþ P −Q íàìè ñâÿçàíà ðàçíîñòü AP,Q äðóãîé ïàðû èäåìïîòåíòîâ.
Åñëè P − Q ∈ Mϕ, òî AP,Q ∈ Mϕ è ϕ(AP,Q) = ϕ(P − Q) ∈ R (òåîðåìà 3). Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ýòî ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî ϕ(P −Q) = 0 (ñëåäñòâèå 3). Ïîëó÷åíû íîâûå
òîæäåñòâà äëÿ ïàð èäåìïîòåíòîâ è äëÿ ïàð èçîêëèííûõ ïðîåêòîðîâ (ëåììà 6, òåîðåìà 5).
Äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð A ∈ B(H), dimH = ∞, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
íå áîëåå ÷åì 50 êîììóòàòîðîâ èäåìïîòåíòîâ èç B(H) (òåîðåìà 6). Åñëè A � àëãåáðà, òî
{[P,X] : P ∈ Aid, X ∈ A} ∩ Aid = {0} (òåîðåìà 7). Åñëè H ñåïàðàáåëüíî è dimH = ∞, òî

êàæäûé êîñîýðìèòîâ îïåðàòîð T ∈ B(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû T =
∑4

k=1[Ak, Bk],
ãäå Ak, Bk ∈ B(H) êîñîýðìèòîâû (òåîðåìà 8). Ïóñòü n ∈ N è A,P ∈ Mn(C) ñ P = P 2,
X = [A,P ]. Òîãäà (i) åñëè k ∈ N íå÷åòíî, òî Xk ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì; (ii) åñëè n ∈ N
íå÷åòíî, òî det(X) = 0 (ñëåäñòâèå 6).

1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Äëÿ àëãåáðûA ÷åðåçAid èAtri áóäåì îáîçíà÷àòü åå ïîäìíîæåñòâà èäåìïîòåíòîâ (P 2 = P )
è òðèïîòåíòîâ (P 3 = P ) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ A,B ∈ A îïðåäåëèì èõ êîììóòàòîð [A,B] =
AB−BA. Åñëè A óíèòàëüíà, òî ÷åðåç I îáîçíà÷èì åäèíèöó àëãåáðû A è ïóñòü P⊥ = I −P
äëÿ P ∈ Aid. Ôîðìóëà SP = 2P −I óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè Aid è Asym.
C∗-àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíàÿ áàíàõîâà ∗-àëãåáðà A òàêàÿ, ÷òî ‖A∗A‖ = ‖A‖2

äëÿ âñåõ A ∈ A. Äëÿ C∗-àëãåáðû A ÷åðåç Apr, Asa è A+ áóäåì îáîçíà÷àòü åå ïîäìíîæåñòâà
ïðîåêòîðîâ (P 2 = P = P ∗), ýðìèòîâûõ è ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðî-
åêòîðû P,Q ∈ A íàçûâàþòñÿ èçîêëèííûìè (ñ óãëîì θ ∈ (0, π/2)), åñëè PQP = cos2 θ P è

QPQ = cos2 θ Q. Åñëè A ∈ A, òî |A| =
√
A∗A ∈ A+. Äëÿ óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðû A ÷åðåç

Au è Ainv áóäåì îáîçíà÷àòü åå ïîäìíîæåñòâà óíèòàðíûõ è îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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W ∗-àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ C∗-àëãåáðà A, èìåþùàÿ ïðåääâîéñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî A∗: A ' (A∗)∗. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, B(H) � ∗-àëãåáðà
âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H. Åñëè P,Q ∈ B(H)pr, òî ïðîåêòîð P ∧ Q
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (P ∧ Q)H = PH ∩ QH, à P ∨ Q = (P⊥ ∧ Q⊥)⊥ ïðîåêòèðóåò íà

lin(PH ∪QH). Ëþáóþ C∗-àëãåáðó ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê C∗-ïîäàëãåáðó â B(H) äëÿ íåêî-
òîðîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H (Ãåëüôàíä�Íàéìàðê; ñì. [19], òåîðåìà 3.4.1).
Ñëåäîì íà C∗-àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ : A+ → [0,+∞], ÷òî ϕ(X+Y ) =

ϕ(X) + ϕ(Y ), ϕ(λX) = λϕ(X) äëÿ âñåõ X,Y ∈ A+, λ ≥ 0 (ïðè ýòîì 0 · (+∞) ≡ 0);
ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) äëÿ âñåõ Z ∈ A. Äëÿ ñëåäà ϕ îïðåäåëèì

M+
ϕ = {X ∈ A+ : ϕ(X) < +∞}, Msa

ϕ = linRM
+
ϕ , Mϕ = linCM

+
ϕ .

Îãðàíè÷åíèå ϕ|M+
ϕ
êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè äî ôóíêöèîíàëà íà Mϕ, êîòî-

ðûé áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé ϕ. W ∗-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííî áåñêîíå÷íîé,
åñëè íà íåé íåò íåíóëåâûõ íîðìàëüíûõ êîíå÷íûõ ñëåäîâ.

2. Ðàçíîñòè è êîììóòàòîðû èäåìïîòåíòîâ â C∗-àëãåáðàõ

ÏóñòüA�W ∗-àëãåáðà, P,Q ∈ Apr è A = PQ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ S ∈ Asa òàêàÿ,
÷òî SAS−1 = A∗, ñì. ([20], ãë. 4, óïðàæíåíèå 4.4). Ïóñòü A ∈ B(H) òàêîé, ÷òî SAS−1 = A∗,
ãäå îïåðàòîð S ñèëüíî îáðàòèì â òîì ñìûñëå, ÷òî 0 íå ëåæèò â çàìûêàíèè ÷èñëîâîãî îáðàçà
S. Òîãäà A ïîäîáåí íåêîòîðîìó B ∈ B(H)sa, ñì. [21].

Ëåììà 1. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ C∗-àëãåáðà è A ∈ A, B ∈ Asa. Åñëè A è B ïîäîáíû, òî

A è A∗ òàêæå ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T ∈ Ainv òàêîé, ÷òî A = T−1BT . Òîãäà B = TAT−1 è äëÿ S =
T ∗T ∈ A+ èìååì

A∗ = (T−1BT )∗ = T ∗B(T−1)∗ = T ∗B(T ∗)−1 = T ∗TAT−1(T ∗)−1 = SAS−1.

�

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A ∈ B(H)tri. Òîãäà A è A∗ ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3 èç [8] êàæäûé A ∈ B(H)tri ïîäîáåí íåêîòîðîìó òðèïî-
òåíòó B ∈ B(H)sa. Òåïåðü íóæíîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 1. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðèíàäëåæèò ìàòåìàòè÷åñêîìó ôîëüêëîðó.

Ëåììà 2. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ àëãåáðà è P,Q ∈ Aid. Åñëè PQ = Q è QP = P
(ñîîòâåòñòâåííî PQ = P è QP = Q), òî P è Q ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

T = I − P +Q, S = I + P −Q.
Òîãäà TS = ST = I è S = T−1. Î÷åâèäíî, SPS−1 = Q (ñîîòâåòñòâåííî TPT−1 = Q). �

Â óñëîâèÿõ ëåììû 2 èìååì SQ(P −Q)SQ = Q− P è åñëè A = Mn(C) ñ íå÷åòíûì n ∈ N,
òî îïðåäåëèòåëü det(P − Q) = 0 â ñèëó òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è
ñîîòíîøåíèÿ det(SQ) ∈ {−1, 1}.
Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ C∗-àëãåáðà è P ∈ Aid. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

P = P̃ + Z, ãäå P̃ ∈ Apr è íèëüïîòåíò Z ∈ A ñ Z2 = 0, ïðè÷åì ZP̃ = 0, P̃Z = Z ([22],
òåîðåìà 1.3).
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Òåîðåìà 2 (ñð. c [23], ëåììà 16). Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ C∗-àëãåáðà è P ∈ Aid, P = P̃ +Z

� îïèñàííîå âûøå ðàçëîæåíèå. Òîãäà P , P̃ , P ∗ ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ZP̃ = 0 è P̃Z = Z, èìååì PP̃ = P̃ è P̃P = P . Ïîýòîìó P

è P̃ ïîäîáíû â ñèëó ëåììû 2. Ïîñêîëüêó P̃ ∈ Asa, èäåìïîòåíòû P è P ∗ ïîäîáíû â ñèëó
ëåììû 1. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ C∗-àëãåáðà. Äëÿ S ∈ A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:
(i) S ∈ Asym;
(ii) S = TUT−1 äëÿ íåêîòîðûõ T ∈ Ainv è U ∈ Asa ∩ Au.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)⇒(ii) Åñëè P ∈ Aid, òî P = T P̃T−1 äëÿ íåêîòîðîãî T ∈ Ainv â ñèëó
òåîðåìû 2 èëè ([23], ëåììà 16). Ïîýòîìó

SP = 2P − I = 2T P̃T−1 − I = T (2P̃ − I)T−1,

ò. å. ìîæíî âûáðàòü U = 2P̃ − I. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ àëãåáðà è P,Q ∈ Aid. Ïîëîæèì

AP,Q = SQPSQ − SPQSP .

Èìååì AQ,P = AP⊥,Q⊥ = −AP,Q, AP⊥,Q = −AP,Q⊥ = I−SPQSP −SQPSQ è AP,Q(P−Q) =

(P −Q)AP,Q. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ C∗-àëãåáðà è P ∈ Aid, P = P̃ + Z � îïèñàííîå âûøå

ðàçëîæåíèå. Òîãäà A
P̃ ,P

= 3P − 3P̃ = 3Z.

Ëåììà 3. Ïóñòü J � èäåàë â óíèòàëüíîé àëãåáðå A, P,Q ∈ Aid è λ, µ ∈ C, λµ 6= 0,
λ 6= −µ. Òîãäà
(i) åñëè P −Q ∈ J , òî AP,Q ∈ J ;
(ii) èìååì P,Q ∈ J ⇔ λP + µQ ∈ J .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Èìååì

AP,Q = SP (P −Q)SP + SQ(P −Q)SQ − (P −Q) = 4QPQ− 4PQP + (P −Q). (3)

Â ÷àñòíîñòè, QPQ− PQP ∈ J .
(ii), �⇐�. Èìååì

P =
µ

λ(λ+ µ)
P (λP + µQ)

(λ+ µ

µ
I −Q

)
∈ J.

�

Èç (3) âèäíî, ÷òî åñëè {PQ,QP} ∩ {0} 6= ∅ (èëè {P,Q} ∩ {I} 6= ∅), òî AP,Q = P −Q.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðå A. Åñëè P,Q ∈ Aid è P −Q ∈Mϕ,

òî AP,Q ∈Mϕ è ϕ(AP,Q) = ϕ(P −Q) ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî Mϕ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â A, ïðè÷åì ϕ(XY ) = ϕ(Y X) äëÿ
âñåõ X ∈ Mϕ, Y ∈ A (ñì. [19], ãë. 6, óïðàæíåíèå 6). Â ñèëó ï. (i) ëåììû 3 ïîëó÷àåì
AP,Q ∈Mϕ. Ïîñêîëüêó

ϕ(SP (P −Q)SP ) = ϕ(SQ(P −Q)SQ) = ϕ(P −Q),

èìååì ϕ(AP,Q) = ϕ(P −Q) ∈ R â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ϕ íà Mϕ, (3) è òåîðåìû 3
èç [10]. �
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Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ ï. (i) òåîðåìû 3 äëÿ êàæäîãî n ∈ N èìååì

ϕ(A2n+1
P,Q ) = ϕ(AP,Q) = ϕ(P −Q) ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N èç ([13], òåîðåìà 1) è (1) ïîëó÷àåì

ϕ(A2n+1
P,Q ) = ϕ(AP,Q) = ϕ(4QPQ− 4PQP + P −Q) = ϕ(P −Q) ∈ R,

ïîñêîëüêó QPQ− PQP ∈Mϕ è ϕ(QPQ− PQP ) = 0 (ñì. øàã 2 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1
èç [13]). �

Îòìåòèì, ÷òî ï. (i) ñëåäóþùåé òåîðåìû îáîáùàåò ï. (i) òåîðåìû 3.2 èç [24].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà C∗-àëãåáðå A.
(i) Åñëè X ∈ Atri, Y ∈ A è [X,Y ] ∈Mϕ, òî ϕ([X,Y ]) = 0.

(ii) Åñëè X,Y ∈ A è [X,Y ] ∈Mϕ, òî [Xk, Y n] ∈Mϕ äëÿ âñåõ k, n ∈ N.
(iii) Åñëè X,Y ∈ A è X−Y ∈Mϕ, òî [Xk, Y n] ∈Mϕ è ϕ([Xk, Y n]) = 0 äëÿ âñåõ k, n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Øàã 1. Ïóñòü X ∈ Aid. Ïîñêîëüêó

XY − 2XYX + Y X = X[X,Y ]− [X,Y ]X ∈Mϕ,

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ

[X,Y ] = X(XY − 2XYX + Y X)− (XY − 2XYX + Y X)X

è ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ϕ íà Mϕ.

Øàã 2. Ïóñòü X ∈ Atri è X = P −Q ñ P,Q ∈ Aid è PQ = QP = 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 1 â
[7]). Òîãäà X2 = P +Q ∈ Aid è

[P, Y ] + [Q,Y ] = [X2, Y ] = X[X,Y ] + [X,Y ]X ∈Mϕ.

Ïî óñëîâèþ, [P, Y ]−[Q,Y ] = [X,Y ] ∈Mϕ. Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé èìååì [P, Y ], [Q,Y ] ∈
Mϕ è â ñèëó øàãà 1 è ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ϕ íà Mϕ ïîëó÷àåì

ϕ([X,Y ]) = ϕ([P, Y ])− ϕ([Q,Y ]) = 0− 0 = 0.

(ii) Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ âñåõ k ≥ 2 èìååì

[Xk, Y ] = X[Xk−1, Y ] + [X,Y ]Xk−1 ∈Mϕ.

Äëÿ âñåõ n ≥ 2 ïîëó÷àåì

[Xk, Y n] = Y [Xk, Y n−1] + [Xk, Y ]Y n−1 ∈Mϕ.

(iii) Øàã 1. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî Xk − Y k ∈ Mϕ äëÿ âñåõ

k ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xk−1 − Y k−1 ∈Mϕ. Òîãäà

Xk − Y k = Xk−1(X − Y ) + (Xk−1 − Y k−1)Y ∈Mϕ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Øàã 2. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ

XkY n − Y nXk = (Xk − Y k)Y n − Y n(Xk − Y k)

ñëåäóåò [Xk, Y n] ∈Mϕ è

ϕ([Xk, Y n]) = ϕ((Xk − Y k)Y n)− ϕ(Y n(Xk − Y k)) = 0

äëÿ âñåõ k, n ∈ N â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ϕ íà Mϕ. �
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü A � àëãåáðà è P,Q ∈ Aid, PQ = Q è QP = P . Òîãäà PQP = P è QPQ =
Q; èìååì (P +Q)k = 2k(P +Q) äëÿ âñåõ k ∈ N è (P −Q)2 = 0. Ïîýòîìó äëÿ A = Mn(C) â
ñèëó òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷àåì det(P +Q) = det(P −Q) = 0.
Äëÿ èäåìïîòåíòîâ

P =

 1 0 0
−1 0 0
1 0 0

 , Q =

 1 1 1
0 0 0
0 0 0

 ∈M3(C)id

èìååì PQP = P è QPQ = Q, íî {PQ,QP} ∩ {P,Q} = ∅.

Ëåììà 4. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ àëãåáðà è P,Q ∈ Aid, λ ∈ C \ {0}. Ïîëîæèì

A = (1− λ)P + (λ−1 − λ− 1 + λ2)PQ+ λQP + (λ2 − λ4)Q, B = (1− λ)Q+ (2λ−1 − 1)PQ.

Åñëè PQP = λ2P è QPQ = λ2Q, òî èäåìïîòåíòû P è A (ñîîòâåòñòâåííî, Q è B)
ïîäîáíû. Èìååì (λP − λ−1QP )2 = (λQ− λ−1PQ)2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

T = I + λ−1PQ− λQ, S = I − λ−1PQ+ λQ.

Òîãäà TS = ST = I è S = T−1. Èìååì SPS−1 = A è TQT−1 = B, ïîýòîìó A,B ∈ Aid.
Ðàâåíñòâà (λP − λ−1QP )2 = (λQ− λ−1PQ)2 = 0 ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ àëãåáðà è P,Q ∈ Aid. Åñëè PQP = P è QPQ = Q, òî
èäåìïîòåíòû P è QP (ñîîòâåòñòâåííî Q è PQ) ïîäîáíû. Èìååì (P−QP )2 = (Q−PQ)2 = 0.

Â óñëîâèÿõ ëåììû 4 èìååì AP,Q = (1 − 4λ2)(P − Q) è åñëè ϕ � ñëåä íà óíèòàëüíîé

C∗-àëãåáðå A è P −Q ∈Mϕ, òî ϕ(P −Q) = 0. Åñëè A � óíèòàëüíàÿ ∗-àëãåáðà è P,Q ∈ Aid,

òî PQ = Q⇔ Q∗⊥P ∗⊥ = P ∗⊥.

Ëåììà 5. Åñëè P,Q ∈ B(H)pr è PQP = P , òî QP = P , ò. å. P ≤ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Q · PQP = QP ·QP = QP , èìååì

(P −QP )2 = Q⊥PQ⊥P = 0.

Óìíîæèâ ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåâà íà ïðîåêòîð P , ïîëó÷àåì (PQ⊥P )2 = 0. Ïîñêîëüêó PQ⊥P ∈
B(H)+, èìååì 0 = PQ⊥P = |Q⊥P |2, ò. å. |Q⊥P | = 0 è Q⊥P = 0. �

Ïðèìåð 2. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ C∗-àëãåáðà, ïðîåêòîðû P,Q ∈ Apr èçîêëèííû ñ íåêîòî-
ðûì óãëîì θ ∈ (0, π/2). Òîãäà (cos2 θ P −QP )2 = 0 è

AP,Q = (1− 4 cos2 θ)(P −Q), (4)

äëÿ θ = π/3 èìååì AP,Q = 0. Íàïîìíèì, ÷òî

P ∨Q =
1

sin2 θ
(P −Q)2, (5)

(ñì. [25], ãë. 2, �10, ï. 10.5 (iii)). Ñëåäîâàòåëüíî, P ∨Q ∈ A,

A2
P,Q = (1− 4 cos2 θ)2 sin2 θ P ∨Q,

sin(P −Q) =
sin(sin θ)

sin θ
(P −Q), cos(P −Q) = I + (cos(sin θ)− 1)P ∨Q,

sinh(P −Q) =
sinh(sin θ)

sin θ
(P −Q), cosh(P −Q) = I + (cosh(sin θ)− 1)P ∨Q
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è exp(P −Q) = sinh(P −Q) + cosh(P −Q). Ñîîòíîøåíèå

(P −Q)4 = (P −Q)2 − |PQ−QP |2 (6)

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1 â [10]) è (5) äàþò

|[P,Q]| = sin θ cos θ P ∨Q.
Åñëè J � ëåâûé (èëè ïðàâûé) èäåàë â A è P −Q ∈ J , òî P ∨Q ∈ J â ñèëó ðàâåíñòâà (5).

Ïîýòîìó ïðîåêòîðû P = P ∨Q · P è Q = P ∨Q ·Q ëåæàò â J . ßñíî, ÷òî

P −Q ∈ J ⇔ (P −Q)2 ∈ J ⇔ |[P,Q]| ∈ J ⇔ P ∨Q ∈ J ⇔ P,Q ∈ J.
Åñëè A = Mn(C), òî èç òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è (5) ïîëó÷àåì

det(P −Q) =

{
0, åñëè P ∨Q 6= I;

± sinn θ, åñëè P ∨Q = I.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðå A è ïðîåêòîðû P,Q ∈ Apr èçî-
êëèííû ñ íåêîòîðûì óãëîì θ ∈ (0, π/2). Åñëè P − Q ∈ Mϕ, òî P,Q ∈ Mϕ, è èç òåîðå-
ìû 3 è ðàâåíñòâà (4) èìååì 0 = ϕ(P − Q) = ϕ(P ) − ϕ(Q). Èç ðàâåíñòâà (5) ïîëó÷àåì
ϕ(P ∨Q) = ϕ(P ) + ϕ(Q) = 2ϕ(P ).

Ëåììà 6. Ïóñòü A � àëãåáðà è P,Q ∈ Aid. Òîãäà

(i) (P −Q)4 + (P +Q)4 = 2(P +Q)2 + 2(PQ+QP )2;
(ii) (P −Q)2 + (P +Q)2 = 2(P +Q);
(iii) åñëè A óíèòàëüíà, òî [P,Q] = (I − P −Q)(P −Q) = −(P −Q)(I − P −Q).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà è ïðîåêòîðû P,Q ∈ Apr èçîêëèííû ñ íåêîòîðûì óãëîì

θ ∈ (0, π/2). Òîãäà sin4 θ P ∨Q+ (P +Q)4 = (2 + cos2 θ)(P +Q)2, ãäå (P +Q)2 = 2(P +Q)−
sin2 θ P ∨Q.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 6 è ðàâåíñòâà (5).

Ëåììà 7. (i) Åñëè A � ñîáñòâåííî áåñêîíå÷íàÿ W ∗-àëãåáðà, òî êàæäûé êîììóòàòîð

[A,B] (A,B ∈ A) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íå áîëåå ÷åì 25 êîììóòàòîðîâ èäåìïî-

òåíòîâ èç A.
(ii) Åñëè H ñåïàðàáåëüíî è dimH = ∞, òî êàæäûé êîììóòàòîð [A,B] îïåðàòîðîâ

A,B ∈ B(H)sa c ‖A‖ < 1, ‖B‖ < 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íå áîëåå ÷åì 2025 êîììó-
òàòîðîâ ïðîåêòîðîâ èç B(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Â ñèëó ([26], òåîðåìà 4) èìååì

A = P1 + . . .+ P5, B = Q1 + . . .+Q5

ñ íåêîòîðûìè Pk, Qk ∈ Aid, k = 1, . . . , 5.
(ii) Åñëè H ñåïàðàáåëüíî è dimH = ∞, òî êàæäûé îïåðàòîð T ∈ B(H)sa ñ ‖T‖ < 1

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

T = 5(P1 + P2 + P3 + P4)− 5P5 − 8P6 − 12P7

ñ P1, . . . , P7 ∈ B(H)pr ([27], çàìå÷àíèå 4). �

Òåîðåìà 6. Êàæäûé îïåðàòîð A ∈ B(H), dimH = ∞, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íå

áîëåå ÷åì 50 êîììóòàòîðîâ èäåìïîòåíòîâ èç B(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé îïåðàòîð â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êîììóòàòîðîâ ([28], ñëåäñòâèå 2 èç çàäà÷è 186). Äàëåå
ðàáîòàåò ï. (i) ëåììû 7, ïîñêîëüêó B(H) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî áåñêîíå÷íîéW ∗-àëãåáðîé. �
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Òåîðåìà 7. Åñëè A � àëãåáðà, òî {[P,X] : P ∈ Aid, X ∈ A} ∩ Aid = {0}. Âîîáùå ãîâîðÿ,
{[P,Q] : P,Q ∈ Aid} ∩ Atri 6= {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∈ Aid, X ∈ A è

[P,X]2 = [P,X]. (7)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (7) ñëåâà è ñïðàâà íà èäåìïîòåíò P , ïîëó÷àåì

PXPXP = PX2P. (8)

Äàëåå, óìíîæèâ îáå ÷àñòè (7) ñïðàâà íà P , ñ ó÷åòîì (8) èìååì PXP = XP . Óìíîæèâ
îáå ÷àñòè (7) ñëåâà íà P , ñ ó÷åòîì (8) èìååì PX = PXP . Ñëåäîâàòåëüíî, [P,X] = 0 è
{[P,X] : P ∈ Aid, X ∈ A} ∩ Aid = {0}.
×èñëà

a =

√
5− 1

2
, b =

√
a− a2 =

√√
5− 2

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2a− b2 = 1. Â àëãåáðå A = M2(C) äëÿ èäåìïîòåíòîâ

P =

(
1 b−1

0 0

)
, Q =

(
a b
b 1− a

)
èìååì [P,Q]2 = diag(1, 1) = I, ò. å. [P,Q] ∈ Asym ⊂ Atri \ {0}. �

Êàæäûé îïåðàòîð èç B(H), dimH = ∞, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ïîïàð-
íûõ ïðîèçâåäåíèé ïðîåêòîðîâ ([29]; [30], òåîðåìà). Ïîýòîìó êàæäûé êîñîýðìèòîâ îïåðàòîð
(A∗ = −A) èç B(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé ñóììû êîììóòàòîðîâ ïðîåêòîðîâ ([24],
òåîðåìà 5.1). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà àíîíñèðîâàíà ïåðâûì àâòîðîì áåç äîêàçàòåëüñòâà
â ([24], ñ. 12, óòâåðæäåíèå I).

Òåîðåìà 8. Åñëè H ñåïàðàáåëüíî è dimH = ∞, òî êàæäûé êîñîýðìèòîâ îïåðàòîð T ∈
B(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû T =

∑4
k=1[Ak, Bk], ãäå Ak, Bk ∈ B(H) êîñîýðìèòîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 2 èç ([28], çàäà÷à 186): êàæäûé îïåðàòîð T ∈
B(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êîììóòàòîðîâ: T = [A,B] + [C,D] ñ A,B,C,D ∈
B(H). Ïóñòü T = −T ∗ è T = [A,B] + [C,D]. Òîãäà

T =
T − T ∗

2
=
AB −BA+A∗B∗ −B∗A∗ + CD −DC + C∗D∗ −D∗C∗

2
. (9)

Äëÿ êàæäîãî Y ∈ B(H) îïåðàòîðû Y − Y ∗, i(Y + Y ∗) ÿâëÿþòñÿ êîñîýðìèòîâûìè, ãäå
i ∈ C è i2 = −1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

[A−A∗, B −B∗] + [i(B +B∗), i(A+A∗)] = 2AB − 2BA+ 2A∗B∗ − 2B∗A∗.

Ïîýòîìó

AB −BA+A∗B∗ −B∗A∗

2
=

[
A−A∗

2
,
B −B∗

2

]
+

[
i(B +B∗)

2
,
i(A+A∗)

2

]
, (10)

CD −DC + C∗D∗ −D∗C∗

2
=

[
C − C∗

2
,
D −D∗

2

]
+

[
i(D +D∗)

2
,
i(C + C∗)

2

]
. (11)

Ïîäñòàâëÿåì ïðàâûå ÷àñòè (10) è (11) â (9) è çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. �

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè H ñåïàðàáåëüíî è dimH = ∞, òî êàæäûé êîñîýðìèòîâ îïåðàòîð T ∈
B(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû T =

∑4
k=1[Ck, Dk], ãäå Ck, Dk ∈ B(H)sa.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Ck = iBk, Dk = iAk äëÿ k = 1, 2, 3, 4. �
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Åñëè P,Q ∈ B(H)pr, òî èç (6) èìååì (ñì. òàêæå [4], ïðåäëîæåíèå 3)

|PQ−QP |2 = (P −Q)2 − (P −Q)4 ≤ (P −Q)2. (12)

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ϕ � òî÷íûé ñëåä íà W ∗-àëãåáðå A, A ∈ A è P ∈ Aid. Äëÿ X = [A,P ]
èìååì SPX = −XSP . Åñëè Xk ∈Mϕ äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî k ∈ N, òî ϕ(Xk) = 0. Åñëè
åùå P = P ∗, òî [|X|, P ] = 0 è äëÿ A ∈ Apr ñ X2 ∈Mϕ èìååì ϕ(X2) = 0⇔ X = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî XSP = −SPX. Äëÿ U ∈ A è V ∈ Mϕ èìååì ϕ(UV ) = ϕ(V U)

(ñì. [19], ãë. 6, óïðàæíåíèå 6). Ïîýòîìó, åñëè Xk ∈ Mϕ äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî k ∈ N,
òî ϕ(Xk) = 0 (ñð. ñ [5], òåîðåìà 2.26). Åñëè åùå P = P ∗, òî X∗SP = −SPX∗ è SPX∗SP =
−X∗. Ïîýòîìó |X|2 = SP |X|2SP , ò. å. |X|2SP = SP |X|2 è |X|2P = P |X|2. Òåïåðü â ñèëó
ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû èìååì |X|P = P |X|.
Ïóñòü A,P ∈ Apr, X = [A,P ] è X2 ∈ Mϕ ñ ϕ(X2) = 0. Òàê êàê X2 = −|X|2, èç (12)

ïîëó÷àåì
0 = ϕ(X2) = ϕ(−|X|2) = −ϕ(|X|2) = −ϕ((A− P )2 − (A− P )4). (13)

Ïîñêîëüêó (A − P )2 − (A − P )4 ≥ 0 (íàïîìíèì, ÷òî ‖A − P‖ ≤ 1) è ñëåä ϕ òî÷åí, èç (13)
èìååì (A − P )2 − (A − P )4 = 0, ò. å. (A − P )2 = |A − P |2 ∈ Apr. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð
U = A − P ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèåé â H. Ïîýòîìó UU∗U = U ([28], ñëåäñòâèå 3
èç çàäà÷è 98). Èç ðàâåíñòâà (A − P )3 = A − P ïîëó÷àåì PAP = APA. Ñëåäîâàòåëüíî,
PAP ≤ A è AP = PA â ñèëó ([31], ïðåäëîæåíèå 2.1). �

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü n ∈ N è A,P ∈Mn(C) ñ P = P 2, X = [A,P ].
(i) Åñëè k ∈ N íå÷åòíî, òî Xk ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì.
(ii) Åñëè n ∈ N íå÷åòíî, òî det(X) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ T ∈ Mn(C) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: 1) T
óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå ñ íóëåâîé äèàãîíàëüþ; 2) ñëåä tr(T ) = 0; 3) T ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòîðîì; 4) tr(|I+zT |) ≥ n äëÿ âñåõ z ∈ C. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè 1)⇔2) ñì.
â ([16], ãë. II, çàäà÷à 209); ýêâèâàëåíòíîñòè 2)⇔3) ñì. â ([28], çàäà÷à 182); ýêâèâàëåíòíîñòè
2)⇔4) óñòàíîâëåíû (â òåîðåìå 4.8 [32]).
(i) Èñïîëüçóåì ýêâèâàëåíòíîñòü 2)⇔3).
(ii) Ïîñêîëüêó S2

P = I è det(SP ) ∈ {−1, 1} â ñèëó òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäå-
íèÿ ìàòðèö, ê ðàâåíñòâó SPX = −XSP c X = [A,P ] ïðèìåíÿåì òåîðåìó îá îïðåäåëèòåëå
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. �
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A.M.Bikchentaev and Kh. Fawwaz

Di�erences and commutators of idempotents in C∗-algebras

Abstract. We establish similarity between some tripotents and idempotents on a Hilbert space H
and obtain new results on di�erences and commutators of idempotents P and Q. In the unital case,
the di�erence P −Q is associated with the di�erence AP,Q of another pair of idempotents. Let ϕ
be a trace on a unital C∗-algebra A, Mϕ be the ideal of de�nition of the trace ϕ. If P −Q ∈Mϕ,

then AP,Q ∈ Mϕ and ϕ(AP,Q) = ϕ(P − Q) ∈ R. In some cases, this allowed us to establish the

equality ϕ(P −Q) = 0. We obtain new identities for pairs of idempotents and for pairs of isoclinic

projections. It is proved that each operator A ∈ B(H), dimH =∞, can be presented as a sum of

no more than 50 commutators of idempotents from B(H). It is shown that the commutator of an

idempotent and an arbitrary element from an algebra A cannot be a nonzero idempotent. If H is

separable and dimH =∞, then each skew-Hermitian operator T ∈ B(H) can be represented as a

sum T =
∑4

k=1[Ak, Bk], where Ak, Bk ∈ B(H) are skew-Hermitian.
Keywords: Hilbert space, linear operator, idempotent, tripotent, isoclinic projections, commuta-
tor, similarity, C∗-algebra, trace, determinant.
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