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МЕТРИКИ НА ПРОЕКТОРАХ АЛГЕБРЫ

ФОН НЕЙМАНА, АССОЦИИРОВАННЫЕ

СО СЛЕДОВЫМИ ФУНКЦИОНАЛАМИ

А. М. Бикчентаев

Аннотация. Пусть ϕ — положительный функционал на алгебре фон Неймана A ,
A pr — решетка проекторов в A . Для всех P,Q из A pr положим ρϕ(P,Q) =
ϕ(|P − Q|) и dϕ(P,Q) = ϕ(P ∨ Q − P ∧ Q). Тогда ρϕ(P,Q) ≤ dϕ(P,Q) для всех
P,Q из A pr и ρϕ(P,Q) = dϕ(P,Q) при PQ = QP . Отображение ρϕ (или dϕ) удо-
влетворяет неравенству треугольника тогда и только тогда, когда функционал ϕ
следовый. Для точного следового функционала τ отображения ρτ и dτ являют-
ся метриками на A pr. Если, кроме того, функционал τ нормален, то (A pr, ρτ ) и
(A pr, dτ ) являются полными метрическими пространствами. Сходимости в мет-
риках ρτ и dτ эквивалентны тогда и только тогда, когда алгебра A абелева, при
этом ρτ = dτ . В терминах неравенств установлен еще один критерий абелевости
алгебры A .
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1. Определения и обозначения

Пусть H — гильбертово пространство над полем C, B(H ) — ∗-алгебра
всех линейных ограниченных операторов в H . Пусть pr(X) — проектор на
замыкание области значений оператора X ∈ B(H ), I — тождественный опера-
тор в H . Если P,Q ∈ B(H )pr, то P⊥ = I − P ∈ B(H )pr и проектор P ∧ Q
определяется равенством (P ∧Q)H = PH ∩QH , а P ∨Q = (P⊥∧Q⊥)⊥ проек-
тирует на lin(PH ∪QH ). Коммутантом множестваX ⊂ B(H ) называется
множество

X
′ = {Y ∈ B(H ) : XY = Y X для всех X ∈X }.

Алгеброй фон Неймана, действующей в гильбертовом пространствеH , называ-
ется ∗-подалгебра A алгебры B(H ), для которой A = A ′′. Для алгебры фон
Неймана A через A + и A pr будем обозначать ее подмножества положительных
элементов и решетку проекторов соответственно.

Для P,Q ∈ A pr пишем P ∼ Q (эквивалентность Мюррея — Дж. фон
Неймана), если P = U∗U и Q = UU∗ для некоторого U ∈ A . Проекторы

P,Q ∈ A называются изоклинными (с углом θ ∈ (0, π/2), пишем P
θ
≈ Q),
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если PQP = cos2 θ P и QPQ = cos2 θ Q. Если A ∈ A , то |A| =
√
A∗A ∈ A +

и проектор pr(A) на замыкание области значений оператора A лежит в A .
Положительный функционал ϕ на алгебре фон НейманаA называется точным,
если ϕ(A) = 0 (A ∈ A +) ⇒ A = 0; следовым, если ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) для
всех Z ∈ A ; нормальным, если Ai ↗ A (Ai, A ∈ A +) ⇒ ϕ(A) = sup

i
ϕ(Ai);

состоянием, если ϕ(I) = 1.

2. Метрики на A pr, ассоциированные
со следовым состоянием

Лемма 1 [1, предложение 4.4]. Вещественная функция λ 7→
√
λ операторно

монотонна на R+.
Пусть A — алгебра фон Неймана. Для P,Q ∈ A pr положим

P ◦Q = 2−1(PQ+QP ), P 	Q = P ∨Q− P ∧Q.

Имеем P ◦Q ∈ A + ⇔ PQ = QP (см. лемму в [2]). Если U ∈ A унитарен, то

U(P ◦Q)U∗ = (UPU∗) ◦ (UQU∗), U(P 	Q)U∗ = (UPU∗)	 (UQU∗).

Лемма 2. Пусть A — алгебра фон Неймана и P,Q ∈ A pr. Тогда
(i) |P ◦Q|2 ≤ 4−1(P +Q)2;
(ii) P ∧Q ≤ |P ◦Q| ≤ 2−1(P +Q) ≤ P ∨Q;
(iii) P 	Q = Q	 P = pr(|P −Q|);
(iv) P 	Q = P⊥ 	Q⊥;
(v) |P −Q|a ≤ P 	Q для всех a > 0;
(vi) I 	 P = P⊥, 0	 P = P , P 	 P⊥ = I, P 	 P = 0;
(vii) если PQ = QP , то P 	Q = |P −Q|.
Доказательство. Неравенство P ∧Q ≤ |P ◦Q| и утверждение (i) доста-

точно проверить для одномерных проекторов P,Q ∈ M2(C) (см. доказательство
теоремы 1 в [3] или теоремы 1 в [4]). Не ограничивая общности, положим

P =
(

1 0
0 0

)
, Q =

(
t δ

√
t(1− t)

δ̄
√
t(1− t) 1− t

)
для δ ∈ C с |δ| = 1 и 0 ≤ t ≤ 1. Теперь неравенство P ∧Q ≤ |P ◦Q| очевидно и

(PQ+QP )2 = t(P +Q)2 ≤ (P +Q)2. (1)

В силу леммы 1 из (1) получаем |P ◦Q| ≤ 2−1(P +Q) ≤ P ∨Q.
Утверждения (iii) и (v) установлены в теореме 2 из [5]. Поскольку P −

Q = Q⊥ − P⊥, (iv) следует из (iii). Утверждение (vii) установлено в п. (iii)
предложения 1 из [5]. Лемма доказана. �

Замечание 1. Приведем простое доказательство неравенства |P ◦ Q| ≤
P ∨Q. Имеем (P ±Q)2 ≥ 0 и −2P ∨Q ≤ −P −Q ≤ PQ+QP ≤ P +Q ≤ 2P ∨Q,
т. е. P ∨Q ≤ P ◦Q ≤ P ∨Q. Тогда |P ◦Q| ≤ P ∨Q в силу теоремы 2.4 из [6].

Определение. Для положительного функционала ϕ на алгебре фон Ней-
мана A введем отображения ρϕ, dϕ : A pr ×A pr → R+ по формулам

ρϕ(P,Q) = ϕ(|P −Q|) и dϕ(P,Q) = ϕ(P 	Q) для всех P,Q ∈ A pr.
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Предложение 1. Справедливы следующие утверждения:
(i) ρϕ(P,Q) ≤ dϕ(P,Q) для всех P,Q ∈ A pr;

(ii) dϕ(P,Q) ≤ sin−2 θ ρϕ(P,Q) для всех P,Q ∈ A pr с P
θ
≈ Q;

(iii) если PQ = QP , то ρϕ(P,Q) = dϕ(P,Q);
(iv) ρϕ(Q,P ) = ρϕ(P,Q) = ρϕ(P⊥, Q⊥) для всех P,Q ∈ A pr;
(v) dϕ(Q,P ) = dϕ(P,Q) = dϕ(P⊥, Q⊥) для всех P,Q ∈ A pr;
(vi) ρϕ(P, 0) = dϕ(P, 0) = ϕ(P ) для всех P ∈ A pr;
(vii) ρϕ(P,Q) = dϕ(P,Q) = ϕ(P +Q) для всех P,Q ∈ A pr с PQ = 0;
(viii) ϕ(||P ◦Q| − P ∧Q|) ≤ dϕ(P,Q) для всех P,Q ∈ A pr;
(ix) ρϕ(P,Q) + ρϕ(Q,R) = ρϕ(P,R) для всех P,Q,R ∈ A pr с P ≤ Q ≤ R;
(x) dϕ(P,Q) + dϕ(Q,R) = dϕ(P,R) для всех P,Q,R ∈ A pr с P ≤ Q ≤ R.

Доказательство. Утверждения (i), (iii) и (iv) вытекают из п. (v), (vii) и
(iv) леммы 2 соответственно. В частности, если алгебраA абелева, то ρϕ(P,Q) =
dϕ(P,Q) для всех P,Q ∈ A pr.

Покажем (ii). Для P,Q ∈ A pr с P
θ
≈ Q в силу п. (iii) теоремы 10.5 из [1]

имеем P ∧ Q = 0 и P ∨ Q = sin−2 θ (P − Q)2. Поскольку ‖P − Q‖ ≤ 1 для всех
P,Q ∈ A pr, имеем (P −Q)2 ≤

√
(P −Q)2 = |P −Q|.

Из п. (ii) леммы 2 для всех P,Q ∈ A pr получаем 0 ≤ |P ◦Q|−P ∧Q ≤ P	Q,
что влечет (viii). Предложение доказано. �

Теорема 1. Пусть τ — точный следовый функционал на алгебре фон Ней-
мана A . Тогда ρτ и dτ являются метриками на A pr.

Доказательство. Пусть P,Q,R ∈ A pr. Для каждой пары операторов
X,Y ∈ A существуют такие частичные изометрии U, V ∈ A , что |X + Y | ≤
U |X|U∗ + V |Y |V ∗ [7, теорема 2.2]. Взяв X = P − R и Y = R − Q, получаем
неравенство треугольника для ρτ .

Из п. (iii) леммы 2 следует, что dτ (P,Q) = dτ (Q,P ) и dτ (P,Q) = 0 ⇔ P =
Q. Если A,B ∈ A pr, то A ∨ B − B ∼ B − A ∧ B [8, гл. III, теорема 1.1.3].
Следовательно,

τ(A ∨B) + τ(A ∧B) = τ(A) + τ(B). (2)

Докажем неравенство треугольника для dτ , т. е.

τ(P ∨Q)− τ(P ∧Q) ≤ τ(P ∨R)− τ(P ∧R) + τ(R ∨Q)− τ(R ∧Q). (3)

Из (2) имеем τ(A∧B) = τ(A)+τ(B)−τ(A∨B), поэтому (3) перепишется в виде

τ(P ∨Q) ≤ τ(P ∨R) + τ(R ∨Q)− τ(R). (4)

Положив A = P ∨R, B = R ∨Q в (2), имеем

τ(P ∨R) + τ(R ∨Q) = τ(P ∨Q ∨R) + τ((P ∨R) ∧ (R ∨Q)). (5)

Перепишем (4) с учетом (5):

τ(P ∨Q) ≤ τ(P ∨Q ∨R) + τ((P ∨R) ∧ (R ∨Q))− τ(R). (6)

Поскольку P ∨ Q ∨ R ≥ P ∨ Q и (P ∨ R) ∧ (R ∨ Q) ≥ R, в силу монотонности
следового функционала τ на A + неравенство (6) выполнено. Следовательно,
(3) также выполнено. Теорема доказана. �
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Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 функционал τ нормален, то
(A pr, ρτ ) и (A pr, dτ ) являются полными метрическими пространствами.

Доказательство. В алгебреA вводится топология tτ сходимости по мере
[9], фундаментальную систему окрестностей нуля которой образуют множества

U(ε, δ) = {X ∈ A : ∃P ∈ A pr (‖XP‖ ≤ ε и τ(P⊥) ≤ δ)}, ε > 0, δ > 0.

Известно, что 〈A , tτ 〉 является метризуемой топологической ∗-алгеброй. Опре-
делим L1-норму на A , положив ‖X‖1 = τ(|X|) для всех X ∈ A . Пусть
A1 = {X ∈ A : ‖X‖ ≤ 1}.

Для (A pr, ρτ ) утверждение теоремы следует из ‖ ·‖1-полноты пространства
(A1, ‖ · ‖1), непрерывности вложения (A1, ‖ · ‖1) в топологическую ∗-алгебру
(A , tτ ) и tτ -замкнутости решетки A pr.

Для (A pr, dτ ) утверждение теоремы следует из совпадения метрики dτ
с сужением известной метрики ds,τ (A,B) = τ(pr(|A − B|)), A,B ∈ A , на A pr,
непрерывности вложения (A , ds,τ ) в (A , tτ ) (см. [10, 11]) и tτ -замкнутости ре-
шетки A pr. Теорема доказана. �

Теорема 3. Пусть τ — точный следовый функционал на алгебре фон Ней-
мана A . Сходимости в метриках ρτ и dτ эквивалентны тогда и только тогда,
когда алгебра A абелева.

Доказательство. Если алгебра A абелева, то ρτ (P,Q) = dτ (P,Q) для
всех P,Q ∈ A pr в силу п. (iii) предложения 1.

Если алгебра фон Неймана A не абелева, то она содержит ∗-подалгебру,
∗-изоморфную полной матричной алгебре M2(C). Рассмотрим в M2(C) после-
довательность одномерных проекторов

Pn =

 1
n

√
1
n

(
1− 1

n

)√
1
n

(
1− 1

n

)
1− 1

n

 , n ∈ N.

Тогда Pn → diag(0, 1) при n→∞ в метрике ρτ , но {Pn}∞n=1 не фундаментальна
в метрике dτ : имеем Pn ∨ Pm = I и Pn ∧ Pm = 0 при n 6= m для всех n ∈ N.
Теорема доказана. �

3. Характеризация следовых функционалов

Покажем, что отображение ρϕ (или dϕ) удовлетворяет неравенству тре-
угольника тогда и только тогда, когда функционал ϕ следовый. Пусть P,Q,R ∈
A pr. Неравенство треугольника для ρϕ и dϕ при R = 0 приобретает вид
ρϕ(P,Q) ≤ ϕ(P +Q) и dϕ(P,Q) ≤ ϕ(P +Q) соответственно.

Теорема 4. Для положительного нормального функционала ϕ на алгебре
фон Неймана A следующие условия эквивалентны:

(i) ϕ следовый;
(ii) ρϕ(P,Q) ≤ ϕ(P +Q) для всех P,Q ∈ A pr;
(iii) dϕ(P,Q) ≤ ϕ(P +Q) для всех P,Q ∈ A pr.
Доказательство. (i) =⇒ (ii) Установлено в доказательстве теоремы 1.
(i) =⇒ (iii) Следует из (2).
(ii) =⇒ (i) Установлено в п. (v) теоремы 3.4 из [12].
Ниже показывается, что аналогично тому, как было проделано в ряде дру-

гих подобных случаев (см. [13] или [14]), доказательство импликации (iii) =⇒ (i)
для произвольной алгебры фон Неймана сводится к случаю алгебры M2(C).
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Известно [13], что положительный нормальный функционал ϕ на алгебре
фон Неймана A является следом тогда и только тогда, когда ϕ(P ) = ϕ(Q) для
всех P,Q ∈ A pr с PQ = 0 и P ∼ Q (см. также [14, лемма 2]). Пусть ∗-алгебраB
в редуцированной алгебре (P +Q)A (P +Q) порождена частичной изометрией
V ∈ A , реализующей эквивалентность P и Q. Тогда B ∗-изоморфна M2(C),
а неравенство в (ii) остается справедливым для операторов из B и ограниче-
ния функционала ϕ|B. Покажем, что такое ограничение является следовым
функционалом на B, поэтому ϕ(P ) = ϕ(Q).

Известно, что каждый линейный функционал ϕ на M2(C) может быть пред-
ставлен в виде ϕ(·) = tr(Sϕ ·). Матрица Sϕ ∈ M2(C) называется матрицей
плотности для ϕ. Следуя доказательству теоремы 4 из [15], предположим, что
Sϕ имеет два собственных значения λ и µ, и пусть u и v — соответствующие
взаимно ортогональные собственные векторы. Пусть Pw — ортогональный про-
ектор на прямую Cw, число ε > 0 произвольно. Выберем линейно независимые
векторы x и y так, что |ϕ(Px−Pv)| < ε, |ϕ(Py−Pv)| < ε. Заметим, что Px∨Py = I
и Px ∧ Py = 0. Поскольку

λ+ µ = tr(Sϕ) = ϕ(I) = ϕ(Px ∨ Py − Px ∧ Py) ≤ ϕ(Px) + ϕ(Py)
≤ 2ϕ(Pv) + 2ε = 2µ+ 2ε,

имеем λ ≤ µ+2ε. Так как число ε произвольное и λ, µ можно поменять ролями,
получаем λ = µ. Теорема доказана. �

О других характеризациях следа см. [16–18] и библиографию в них.
Замечание 2. Известно, что неравенство dϕ(P,Q) ≤ ϕ(P + Q) выполне-

но для каждого положительного нормального функционала ϕ на алгебре фон
Неймана A и каждой пары перестановочных проекторов P,Q ∈ A pr [19, с. 168].
В силу п. (iii) предложения 1 неравенство ρϕ(P,Q) ≤ ϕ(P +Q) также выполне-
но для каждого положительного нормального функционала ϕ на алгебре фон
Неймана A и каждой пары перестановочных проекторов P,Q ∈ A pr. Теорема 4
показывает, что любое из этих неравенств выполняется для всех пар P,Q ∈ A pr

тогда и только тогда, когда ϕ следовый.

Следствие. Для алгебры фон Неймана A следующие условия эквива-
лентны:

(i) алгебра A абелева;
(ii) ρϕ(P,Q) ≤ ϕ(P + Q) для всех нормальных состояний ϕ на A и P,Q ∈

A pr;
(iii) dϕ(P,Q) ≤ ϕ(P +Q) для всех нормальных состояний ϕ на A и P,Q ∈

A pr.
Доказательство. В силу теоремы 4 каждое нормальное состояние на A

следовое. Множество нормальных состояний наA разделяет точкиA [8, гл. III,
теорема 2.4.5], поэтому алгебра A коммутативна. �

Автор благодарит рецензента за ценные советы.
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