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След и разности идемпотентов в 𝐶*-алгебрах
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Пусть 𝜙 – след на унитальной 𝐶*-алгебре 𝒜, M𝜙 – идеал определения следа 𝜙
и идемпотенты 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒜 с 𝑄𝑃 = 𝑃 . Если 𝑄 ∈ M𝜙, то 𝑃 ∈ M𝜙 и 0 6 𝜙(𝑃 ) 6
𝜙(𝑄). Если 𝑄− 𝑃 ∈ M𝜙, то 𝜙(𝑄− 𝑃 ) ∈ R+. Пусть трипотенты 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜. Если
𝐴𝐵 = 𝐵 и 𝐴 ∈ M𝜙, то 𝐵 ∈ M𝜙 и 0 6 𝜙(𝐵2) 6 𝜙(𝐴2) < +∞.

Пусть 𝒜 – алгебра фон Неймана. Тогда

𝜙(|𝑃𝑄−𝑄𝑃 |) 6 min{𝜙(𝑃 ), 𝜙(𝑄), 𝜙(|𝑃 −𝑄|)}

для всех проекторов 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒜. Для положительного нормального функциона-
ла 𝜙 на алгебре фон Неймана 𝒜 следующие условия эквивалентны:

(i) 𝜙 является следом;
(ii) 𝜙(𝑄− 𝑃 ) ∈ R+ для всех идемпотентов 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒜 с 𝑄𝑃 = 𝑃 ;
(iii) 𝜙(|𝑃𝑄−𝑄𝑃 |) 6 min{𝜙(𝑃 ), 𝜙(𝑄)} для всех проекторов 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒜;
(iv) 𝜙(𝑃𝑄 + 𝑄𝑃 ) 6 𝜙(𝑃𝑄𝑃 + 𝑄𝑃𝑄) для всех проекторов 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒜.
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1. Введение. Линейный ограниченный оператор 𝐴 в гильбертовом простран-
стве ℋ называется трипотентом, если 𝐴 = 𝐴3; идемпотентом, если 𝐴 = 𝐴2;
проектором, если 𝐴 = 𝐴2 = 𝐴*.

Пусть 𝑃 , 𝑄 – идемпотенты в ℋ. Различные свойства (обратимость, фредголь-
мовость, ядерность, положительность и др.) разности 𝑃 − 𝑄 были исследованы
в работах [1]–[7]. Каждый трипотент является разностью 𝑃 −𝑄 некоторых идемпо-
тентов 𝑃 и 𝑄 с 𝑃𝑄 = 𝑄𝑃 = 0 [8; предложение 1]. Поэтому трипотенты наследуют
некоторые свойства идемпотентов [9]. Пусть 𝜙 – след на унитальной 𝐶*-алгебре 𝒜,
M𝜙 – идеал определения следа 𝜙 и идемпотенты 𝑃,𝑄 ∈ 𝒜. Если 𝑃 − 𝑄 ∈ M𝜙, то
𝜙(𝑃 −𝑄) ∈ R [10; теорема 3]; это является 𝐶*-аналогом известного утверждения [6]:
если 𝑃 , 𝑄 являются идемпотентами в ℋ и 𝑃 −𝑄 принадлежит идеалу S1 ядерных
операторов, то канонический след tr(𝑃 −𝑄) ∈ Z).

Перечислим полученные результаты. Пусть идемпотенты 𝑃,𝑄 ∈ 𝒜 с 𝑄𝑃 = 𝑃 .
Если 𝑄 ∈ M𝜙, то 𝑃 ∈ M𝜙 и 0 6 𝜙(𝑃 ) 6 𝜙(𝑄). Если 𝑄− 𝑃 ∈ M𝜙, то 𝜙(𝑄− 𝑃 ) ∈ R+
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