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КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА
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Т. Р. Закиров1,2, А. А. Галеев1, Е. О. Стаценко1, Л. И. Хайдарова1

РАСЧЕТ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ПОРИСТЫХ СРЕД ПО ИХ ЦИФРОВЫМ 
ОБРАЗАМ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РЕШЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ БОЛЬЦМАНА

Исследованы особенности применения моделей SRT и MRT решеточных уравнений Больцмана для рас-
чета фильтрационных характеристик пористых сред с использованием их цифровых образов. Результа-
ты расчетов, выполненных на основе этих моделей, сравнивались с результатами аналогичных расчетов, 
выполненных с использованием стационарных уравнений Навье–Стокса и уравнения неразрывности. Рас-
четы ламинарного течения в трубке с использованием модели MRT имели существенно более высокую 
точность по сравнению с аналогичными расчетами по модели SRT и показали независимость от пара-
метра релаксации. Установлено, что для течения жидкости в поровых каналах модель MRT и уравнения 
Навье–Стокса дают сопоставимые результаты, тогда как при использовании модели SRT имеет место 
зависимость численного решения от параметра релаксации.

Ключевые слова: математическое моделирование, решеточные уравнения Больцмана, рентгеновская 
микротомография, пористые среды.

Введение. Рентгенотомографический метод, используемый для построения цифрового трехмерного 
изображения внутренней структуры пористой среды с субмикронным разрешением, успешно зарекомен-
довал себя при исследовании фильтрационно-емкостных свойств горных пород. Компьютерная обработка 
цифровых образов пористой среды делает возможным выделение в них двух фаз, соответствующих на-
сыщенным флюидом порам и минеральному скелету среды, что позволяет рассчитать емкостные свойства 
среды и задать необходимые граничные условия для вычислительных экспериментов по движению жид-
кости в поровом канале. Применение данного метода для изучения свойств пористых сред было подробно 
рассмотрено в работах [1–4]. Использование цифровых образов пористых сред особенно актуально при 
исследовании их фильтрационных характеристик [5–7]. Моделирование движения жидкости в пористой 
среде на сетках, ассоциированных с ее цифровым образом, позволяет определить все компоненты тензора 
абсолютной проницаемости среды, что трудно реализуемо в лабораторных условиях, а также исследовать 
вопросы о представительности выбранного объема образца [8–10].

В настоящей работе в качестве основного метода исследования течения однофазной жидкости ис-
пользован метод LBM (lattice Boltzmann method) [11–13]. Данный метод получил большую популярность 
ввиду его относительно простой численной реализации, например, по сравнению с уравнениями Навье–
Стокса. Одним из этапов решения проблемы с использованием метода LBM является применение опера-
ции столкновения частиц, в результате которой состояние системы стремится к равновесному [14]. Для 
описания этого явления использовались модели решеточных уравнений Больцмана SRT (single relaxation 
time) [11] и MRT (multirelaxation time) [15, 16]. Основная цель исследования заключалась в выявлении осо-
бенностей применения этих моделей для расчета фильтрационных характеристик пористых сред, а также 
в оценке их достоверности при моделировании течения жидкости в поровом канале.

1Казанский федеральный университет. Россия, 420008, г. Казань, ул. Кремлевская, 18; э-почта: tirzakirov@
kpfu.ru; 2Институт механики и машиностроения Казанского научного центра РАН. Россия, 420111, г. Казань, 
ул. Лобачевского, 2/31. Поступила 15.02.2017.
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Математическая модель. Решеточные уравнения Больцмана. В рамках LBM течение среды рас-
сматривается с точки зрения динамики ансамбля частиц с заданным конечным числом возможных скоро-
стей. Область течения разбивается сеткой с ячейками квадратной или кубической формы. Совокупность 
данных ячеек составляет решетку (lattice). Частицы за шаг по времени ∆t могут совершить без взаимодей-
ствия друг с другом один акт перехода между соседними узлами решетки. Состояние системы в каждом 
узле сетки описывается функцией распределения частиц по скоростям f (r, u, t), определенной таким об-
разом, что f  (r, u, t)  ⋅  Δr  ⋅  Δu показывает количество частиц в момент времени t в окрестности точки r(x, y, 
z) с координатами, изменяющимися в диапазонах от x до x + ∆x, от y до y + ∆y и от z до z + ∆z, которые 
движутся со скоростями от u(ux, uy, uz) до u + ∆u (ux + ∆ux, uy + ∆uy, uz + ∆uz).

Рассматривается задача о течении жидкости в поровом канале в двухмерной и трехмерной поста-
новках. Для двухмерного течения используется дискретный набор скоростей D2Q9 (рис. 1): e1 = c(0, 0), 
e2 = c(1, 0), e3 = c(0, 1), e4 = c(–1, 0), e5 = c(0, –1), e6 = c(1, 1), e7 = c(–1, 1), e8 = c(–1, –1), e9 = c(1, –1). 

Здесь lc
t

∆
=
∆

 — базовая скорость, где ∆l — шаг сетки. Для трехмерной задачи используется дискрет-

ный набор скоростей D3Q19: e1 = c(0, 0, 0); e2 = c(1, 0, 0); e3= c(–1, 0, 0); e4 = c(0, 1, 0); e5 = c(0, –1, 0); 
e6 = c(0, 0, 1); e7 = c(0, 0, –1); e8 = c(1, 1, 0); e9 = c(–1, 1, 0), e10 = c(1, –1, 0); e11 = c(–1, –1, 0), e12 = c(1, 0, 1); 
e13 =  c(–1, 0, 1), e14 =  c(1, 0, –1); e15 =  c(–1, 0, –1), e16 =  c(0, 1, 1), e17 =  c(0, –1, 1); e18 = c(0, 1, –1), 
e19 = c(0, –1, –1). Каждому вектору скорости из заданной совокупности ei (i = 1, … , 9) для модели D2Q9 и 
ei (i = 1, … , 19) для модели D3Q19 ставится в соответствие функция распределения, зависящая только от 
t и r: fi(r, t) (i = 1, … , 9) для модели D2Q9 и fi(r, t) (i = 1, … , 19) для модели D3Q19. 

Описание динамики ансамбля частиц проводится в два этапа. Первый этап именуется этапом 
переноса (streaming step). На данном этапе частицы за время ∆t смещаются в соседние узлы, причем 
направление скорости их движения не меняется. На втором этапе рассматривается процесс столкно-
вения частиц (collision step), в результате которого функция распределения частиц стремится к равно-
весному состоянию. Эволюция функции распределения частиц во времени и пространстве описывается 
уравнением 

 ( , ) ( , ) ( , ) ,i i i if r e t t t f r t r t+ ∆ + ∆ = + Ω  (1)

где i = 1, … , 9 для набора скоростей D2Q9, i = 1, … , 19 для набора D3Q19, Ωi(r, t) — оператор 
столкновений.

Рис. 1. Возможные вектора скорости частиц в методе 
решеточных уравнений Больцмана для двухмерной 
девятискоростной модели D2Q9
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В отличие от классических постановок задач механики жидкости и газа, описываемых уравнениями 
Навье–Стокса, где решение ищется в переменных давление–скорость, уравнения в методе LBM решаются 
в переменных плотность–скорость. Макроскопические плотность и компоненты скорости флюида в ячей-
ках вычисляются по формулам

 
1

( , ) ( , ) ,
n

i
i

r t f r t
=

ρ = ∑  (2)

 
1

1( , ) ( , ) ,
n

i i
i

u r t e f r t
=

=
ρ ∑  (3)

где n = 9 и n = 19 для двухмерной и трехмерной задач соответственно. В случае однофазного течения дав-

ление p связано с плотностью ρ в методе LBM соотношением 
2

3
cp ρ

=  [14].

При исследовании гидродинамических процессов методом LBM необходимо соблюдение условия, 
при котором число Маха, вычисляемое как отношение средней по расчетной области скорости к базовой 
скорости c, не превышает 0.1. Для приближенного описания оператора столкновений Ω в уравнении (1) 
наиболее часто используются SRT- и MRT-модели.

SRT-модель. В рамках SRT-модели оператор столкновений Ω, названный в честь исследователей Бхат-
нагара, Гросса и Крука оператором BGK [17], имеет вид

 eq1 ( ( , ) ( , )) .i iif f r tΩ = ρ −
τ

u  (4)

Этот оператор характеризует линейную релаксацию функции распределения fi к равновесному состоянию. 
В формуле (4) функция eq ( , )if ρ u  вычисляется по формуле 

 
2 2

eq
2 4 2

( )( , ) ( ) 1 3 4.5 1.5 .i i
ii

e ef w r
c c c

 ⋅ ⋅
ρ = ρ + + −  

 

u u uu  (5)

Весовые коэффициенты wi для модели D2Q9 равны 1 2 5 6 9
4 1 1, , ,
9 9 36

w w w− −= = =  а для модели D3Q19 

их значения составляют 1 2 8 9 19
1 1 1, , .
3 18 36

w w w− −= = =  Указанные числовые значения весовых коэф-

фициентов обусловлены тем, что для любого вида решеток должно выполняться условие 
1

1,
n

i
i

w
=

=∑  где 

n = 9 и n = 19 для наборов векторов D2Q9 и D3Q19 соответственно, поскольку f (r, t) — вероятностная 
характеристика. Более того, равенство коэффициентов wi при i = 2, … , 5 и i = 6, … , 9 для набора D2Q9, 
а также при i = 2, … , 8 и i = 9, … , 19 для набора D3Q19 обусловлено равнозначностью данных направ-
лений. Наконец, численные значения указанных коэффициентов, оператор BGK, представленный в виде 

уравнения (4) и равновесная функция распределения (5) обеспечивают соблюдение условий 
1

0,
n

i
i=

Ω =∑  

1
0,

n

i i
i

e
=

Ω =∑  при которых выполняется закон сохранения массы и момента движения системы. С исполь-

зованием коэффициентов wi, равновесной функции распределения (5), оператора столкновений BGK (4) и 
разложения Чемпена–Энскога возможно получение уравнений Навье–Стокса и уравнения неразрывности 
с точностью до малых величин.
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Параметр релаксации τ в операторе столкновений BGK служит для управления кинематической вяз-
костью µ флюида и связан с ней замыкающим соотношением

 
22 1 .

6
l
t

τ − ∆ µ =   ∆ 
 (6)

Из этого уравнения видно, что параметр τ не может принимать значения меньшего, чем 0.5, посколь-
ку отрицательные значения вязкости жидкости нефизичны. С увеличением параметра τ вязкие свойства 
флюида также увеличиваются. Шаг по времени ∆t выступает коэффициентом пропорциональности между 
параметром τ и вязкостью µ.

MRT-модель. Оператор столкновений в MRT-модели описывается уравнением [15]

 eq1 ( ) .i i iM S m m−Ω = − −  (7)

Здесь 
1

,
n

i ik k
k

m M f
=

= ∑  где n = 9 для набора D2Q9 и n = 19 для набора D3Q9. 

Набор скоростей D2Q9. Матрица M имеет вид 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 1 1 1 1 2 2 2 2

4 2 2 2 2 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 1 1

.0 2 0 2 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1 1
0 0 2 0 2 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1

 M

 
 − − − − − 
 − − − −
 − − − 
 − − −
 

− − − 
 − − −
 

− − 
 − − 

=  (8)

В работе [15] показано, что матрица M может быть представлена в виде m = (ρ, e, ε, jx, qx, jy, qy, pxx, pxy)T, 
где e и ε — величины, пропорциональные энергии потока жидкости и ее квадрату, jx и jy — компоненты 
импульса движения жидкости, qx и qy –– компоненты, пропорциональные потоку энергии, pxx и pxy — 
значения, характеризующие диагональную и недиагональную компоненты тензора вязких напряжений. 
Равновесные значения компонент функции meq = (ρeq, eeq, εeq, jxeq, qx

eq, jyeq, qy
eq, pxx

eq, pxy
eq)T вычисляются 

из соотношений eq ,ρ = ρ  
2 2

eq
2

3 ( )
2 ,x yu u

e
c

ρ +
= − ρ +  

2 2
eq

2
3 ( )

,x yu u

c

ρ +
ε = ρ −  

eq ,x
x

uj
c

ρ
=  eq ,x

x
uq
c

ρ
= −  

eq ,y
y

u
j

c
ρ

=  eq ,y
y

u
q

c
ρ

= −  
2 2

eq
2

( )
,x y

xx
u u

p
c

ρ −
=  eq

2 .x y
xy

u u
p

c

ρ
=

Матрица S имеет диагональный вид. Ее диагональные компоненты обозначим как (sρ, se, sε, sj, sq, sj, 
sq, sp, sp). В работe [18] приведены результаты исследований, согласно которым оператор столкновения 
не оказывает влияния на массу и импульс жидкости в рассматриваемом узле, поэтому sρ = sj = 0. Коэф-
фициенты se = sε = sp = 1/τ, где параметр τ вычисляется по формуле (6). Коэффициенты sq и sε связаны 
соотношением

 
28 .
8q

ss
s
ε

ε

−
=

−
 (9)
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Набор скоростей D3Q19. Матрица M имеет вид 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
30 11 11 11 11 11 11 8 8 8 8 8 8 8 8 8

12 4 4 4 4 4 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 4 4 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 4 4 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 4 4 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 2 2 1 1 1 1 1M

− − − − − −
− − − − − −

− − − − −
− − − − −

− − −
− − −

− − −
− − −

= − − − − 1 1 1 1 1 1 1 2
0 4 4 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 2
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
















−
 − − −
 − − − − − −

− − − − − −
− −

− −
− − − −

− −
− − −

.




















 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



 (10)

Применив операцию умножения матрицы M на компоненты столбца fi, получаем m = (ρ, e, ε, jx, qx, jy, 
qy, jz, qz, 3pxx, 3πxx, pww, πww, pxy, pyz, pzx mx, my, mz)T, где pww = pyy − pzz, πww = πyy − πzz, πii и mi — ди-
намические характеристики движения, пропорциональные скорости флюида в четвертой и тре-
тьей степенях соответственно. Согласно [16], равновесные значения компонент функции meq = (ρeq, 
eeq, εeq, jxeq, qx

eq, jyeq, qy
eq, jzeq, qz

eq, 3pxx
eq, 3πxx

eq, peq
ww, πeq

ww, pxy
eq, pyz

eq, pzx
eq, mx

eq, my
eq, mz

eq)T рассчитываются 

по формулам eq ,ρ = ρ  
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xz
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c
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=  eq 0,xm =  eq 0,ym =  eq 0.zm =

Обозначим компоненты матрицы S как sρ, se, sε, sj, sq, sp, sπ, sm. Здесь se = sε = sp = sπ = 1/τ, где параметр 
τ вычисляется по формуле (4). Как уже отмечалось, оператор столкновений не оказывает влияния на массу 
и импульс жидкости, поэтому sρ = sj = 0. Коэффициенты sq, sm и sε связаны соотношением

 28 .
8m q

ss s
s
ε

ε

−
= =

−
 (11)

Граничные и начальные условия в LBM. В начальный момент времени все компоненты скорости те-
чения флюида в каждом узле расчетной области равны нулю (данное условие относится только к рассма-
триваемой в работе задаче и не является обязательным в решеточных уравнениях Больцмана), плотность 
жидкости в насыщенных флюидом узлах решетки равна плотности воды при нормальных условиях и 
составляет 1000 кг/м3. Функция fi(r, 0) соответствует равновесному состоянию (5) при ρ = 1000 кг/м3 и u 
= 0 м/с.
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Классические условия прилипания и непротекания жидкости на непроницаемых областях (внешние 
границы и препятствия внутри расчетной области), согласно которым нормальная к границе компонента 
скорости флюида равна нулю, а касательная к границе компонента равна скорости движения этой грани-
цы, равной нулю в нашем случае, реализуются в LBM при помощи операции отражения частиц от твердой 
поверхности (условие bounce-back) [11]. В данной работе рассматривается сетка mid-grid, в которой не-
проницаемая граница располагается посередине между узлами, т. е. в полушаге от ячеек.

Рассмотрим подробнее случай, когда верхняя граница является непроницаемой, т. е. твердой. Пусть в 
момент времени t в выбранном нами узле известны все значения функции fi. В момент времени t + Δt ком-
поненты f5, f8 и f9 являются неизвестными, поскольку значения плотности и скорости флюида в ячейках, 
принадлежащих к твердым фазам, не определены. Чтобы определить неизвестные компоненты функции 
fi, используется операция отражения, согласно которой компоненты   f3,   f6 и  f7, значения которых взяты на 
момент времени t, меняют свое направление на 180о (рис. 2). Общее правило можно записать в следующем 
виде:

 _opp( , ) ( , ) .i if r t t f r t∗+ ∆ =  (12)

Знак * означает, что данные величины соответствуют состояниям после применения оператора столкно-
вения. Нижние индексы i и i_opp соответствуют противоположным направлениям. Отметим, что условие 
(11) при использовании MRT модели гарантирует наличие непроницаемой границы в точности посереди-
не между узлами. На входной и выходной границах будем считать известными плотности ρin и ρout, а так-
же касательную компоненту скорости, которая равна нулю. В качестве примера рассмотрим двухмерный 
случай, когда входная область соответствует левой границе (рис. 3).

Рис. 2. Операция отражения bounce-back для сетки mid-grid

Рис. 3. Условия на входной границе области течения
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Для набора скоростей D2Q9, после этапа переноса, функции   f2,   f6 и   f9 для каждого узла входной гра-
ницы и компонента скорости ux являются неизвестными. Решая систему из 4-х уравнений, состоящую из 
уравнения (2) и двух уравнений (3) для компонент скорости ux и uy (uy = 0), а также принимая во внимание 
условие Зоу–Хе [19], которое предполагает равновесие в направлении, перпендикулярном границе, и за-
мыкает систему уравнений, т. е. 

eq eq
2 42 4 ,f f f f− = −  получаем соотношения

 1 3 5 4 7 8

in

2( )1 ,x
f f f f f fu c  + + + + +

= − ρ 
 (13)

 in
2 4

2 ,
3

xuf f
c

ρ
= +  (14)

 in
6 8 3 50.5( ) ,

6
xuf f f f

c
ρ

= − − +  (15)

 in
9 7 3 50.5( ) .

6
xuf f f f

c
ρ

= + − +  (16)

Аналогичная методика расчета может применяться для любой геометрии узлов, принадлежащих 
входным или выходным граничным ячейкам.

Стационарные уравнения Навье–Стокса. Для оценки достоверности результатов, полученных с 
использованием LBM, проведен расчет однофазного течения жидкости с применением хорошо зареко-
мендовавших себя при решении данной задачи [5–10] классического уравнения неразрывности (17) и ста-
ционарных уравнений Навье–Стокса (18). Утверждение о стационарности течения жидкости в пористых 
средах опирается на результаты работы [5], в которой показано, что скорость потока при невысоких пере-
падах давления очень мала. Следовательно, инерционными силами по сравнению с диффузионными в 
рамках решаемой задачи можно пренебречь:
 div 0 ,=u  (17)

 1 .pµ∆ = ∇
ρ

u  (18)

Дискретизация системы уравнений (17), (18) осуществлялась с использованием метода конечных разно-
стей [20], а для формирования сетки использовались основы метода MAC (маркеров и ячеек) [20]. На 
внешних границах и на твердых поверхностях внутри расчетной области задавались условия прилипания 
и непротекания жидкости, а на входной и выходной границах расчетной области — постоянные давления 
и условие Неймана для компоненты скорости, нормальной к выходной границе. Ячейка в методе MAC 
устроена таким образом, что давление Pi, j,k (для трехмерного случая) определяется в центре, а компонен-
ты скоростей, например ux(i–1/2,  j,k) и ux(i+1/2,  j,k), определяются в центрах ее левой и правой граней соот-
ветственно. Решение матричного уравнения, полученного в результате дискретизации системы уравнений 
(17), (18), отыскивалось при помощи библиотеки SPARSKIT с использованием процедуры ILU для разло-
жения матрицы и итерационного метода решения уравнений (процедур BCGSTAB и GMRES) [21]. Более 
подробно рассматриваемая процедура описана в работах [7–10].

Результаты расчетов и обсуждение. В качестве первого примера численного расчета для тестирования 
SRT- и MRT-моделей LBM рассмотрим простейший вид движения жидкости — ламинарное течение в трубе 
цилиндрического сечения. Шаг сетки составляет ∆l = 10 мкм, шаг по времени рассчитывается по формуле 
(6) при заданном значении τ. Для установившегося режима такого течения известна аналитическая формула, 
описывающая зависимость продольной компоненты скорости течения флюида ux от расстояния до оси канала: 

 an 2 2( ) ( ) ,
4x

Pu y R y
L

∆
= −

ρµ
 (19)

где R — гидравлический радиус, y — расстояние от оси канала. Для модели флюида приняты следующие 
значения параметров: µ = 1.0  ⋅  10–6 м2/с (или 1.0 сПз), ρ = 1000 кг/м3. Перепад давления ∆P между входной 
и выходной границами в численном эксперименте составлял 1  ⋅  10−6 Па. 
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Проведены численные расчеты для количества узлов в поперечном сечении канала 7, 10, 15, 20, 30, 50 
и 100. Размерность сетки в продольном направлении во всех расчетах составляла 100 узлов. Для каждого 
варианта сечения был проведен ряд вычислительных экспериментов, в которых значения параметра τ состав-
ляли 0.51, 0.52, 0.55, 0.60, 0.80, 1.00 и 1.50. Расчеты выполнялись с использованием SRT- и MRT-моделей. 
В качестве критерия для оценки отклонения результатов расчетов, полученных методом LBM с использо-
ванием аналитической зависимости (19), принята относительная погрешность ∆, измеряемая в процентах: 

LBM an

an
1

100 ( ) ( ) .
( )

N
x i x i

x ii

u y u y
N u y=

−
∆ = ⋅ ∑  Результаты вычислений представлены на рис. 4. Из этого рисунка вид-

но, что, независимо от значения τ, относительная погрешность расчетов при использовании MRT-модели в 
среднем на 2 порядка меньше, чем при применении оператора BGK, и возрастает с уменьшением размер-
ности сетки. Для SRT-модели наблюдается ярковыраженная зависимость ∆ от параметра релаксации τ, тогда 
как для MRT-модели она практически отсутствует. Более того, если для размерности сетки 50 и 100 узлов ∆ 
не превышает 1% при использовании SRT-модели (что является существенной ошибкой даже для такой про-
стейшей задачи), то для ситуации, когда N < 50, погрешность расчетов говорит о невозможности применения 
SRT-модели в таких случаях. Так, ∆ = 14.2 % при N = 7 и варьируется в зависимости от τ, тогда как максималь-
ная погрешность для MRT-модели составляет 0.2% и не подвержена влиянию параметра релаксации. Легко 
показать как аналитически, так и численно, что применение оператора BGK (4) не изменяет общую массу и 
импульс системы как во внутренних узлах расчетной области, так и в ячейках, граничащих с непроницаемы-
ми областями. Следовательно, при использовании SRT-модели в приграничных узлах имеется зависимость 
между параметром релаксации τ и расстоянием между приграничной ячейкой и непроницаемой границей (для 
модели MRT с учетом соотношения (11) это расстояние составляет 0.5∆l и от τ не зависит). Поскольку основ-
ной целью настоящей работы являлось выяснение особенностей применения SRT- и MRT-моделей для иссле-
дования гидродинамических процессов в пористых средах с использованием их цифровых образов, данный 
пример был рассмотрен не случайно — ширина поровых каналов в микротомографических изображениях в 
большинстве случаев составляет 25–75 мкм. При разрешающей способности съемки в 5 мкм (т. е. при шаге 
сетки ∆l = 5 мкм) количество узлов в поперечном сечении канала в среднем колеблется в пределах от 5 до 15. 

Таблица 1. Расчеты коэффициента проницаемости kxx с использованием SRT и MRT моделей LBM при 
различных значениях параметра τ и на основе уравнений Навье–Стокса

Образец τ
kxx, мкм2 ∆, %

LBM_SRT LBM_MRT Уравнения 
Навье–Стокса SRT MRT

Песчаник №1

0.51 6.05 10.35

10.56

–42.7 –2.0
0.52 6.34 10.35 –40.0 –2.0
0.55 7.01 10.35 –33.6 –2.0
0.6 7.73 10.35 –26.8 –2.0
0.8 9.5 10.35 –10.0 –2.0
1 10.75 10.35 1.8 –2.0

1.5 13.6 10.35 28.8 –2.0

Песчаник №2

0.51 4.55 5.85

6.02

–24.4 –2.8
0.52 4.72 5.85 –21.6 –2.8
0.55 4.91 5.85 –18.4 –2.8
0.6 5.08 5.85 –15.6 –2.8
0.8 5.58 5.85 –7.3 –2.8
1 5.96 5.85 –1.0 –2.8

1.5 6.78 5.85 12.6 –2.8
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Выполнены расчеты проницаемости двух цифровых образов песчаника, снятых с разрешением 5.8 и 
2.8 мкм при τ = 0.51, 0.52, 0.55, 0.60, 0.80, 1.00 и 1.50 с применением SRT- и MRT-моделей. Размеры рас-
четной области в обоих случаях составляли 150 × 150 × 150 ячеек. Структура порового пространства пес-
чаника и поле модуля скорости флюида в нем представлены на рис. 5. Для сопоставления результатов рас-
четов по моделям SRT и MRT с результатами аналогичных расчетов на основе уравнений Навье–Стокса 
использована компонента kxx тензора абсолютной проницаемости, величина которой вычисляется при по-

мощи закона Дарси по формуле ,xx
Q Lk

S P
ρµΛ

=
∆ ∆

 где Q — расход жидкости через выходное сечение канала, 

∆S — площадь выходного сечения канала, ∆L − длина образца в направлении оси 0X. Результаты вычисле-
ний представлены в табл. 1. По данным, приведенным в этой таблице, можно сделать заключение, что ис-
пользование SRT-модели приводит к большей относительной погрешности в определении коэффициента 

Рис. 4. Относительная погрешность расчетов для модели SRT (1–7) и модели 
MRT (8–14) LBM при τ = 0.51 (1), 0.52 (2), 0.55 (3), 0.60 (4), 0.80 (5), 1.00 (6), 
1.50 (7), 0.51 (8), 0.52 (9), 0.55 (10), 0.60 (11), 0.80 (12), 1.00 (13) и 1.5 (14)

Рис. 5. Результаты вычислительных экспериментов: а — пористая структура 
песчаника; б — поле модуля скорости флюида в порах
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проницаемости песчаника, сильно зависящей от τ, по сравнению с результатами расчета этого коэф-
фициента с использованием уравнений Навье–Стокса. При этом результаты расчетов с применением 
MRT-модели являются удовлетворительными и независящими от параметра релаксации. Небольшое от-
клонение в 2 и 2.8% связано с использованием стационарных уравнений Навье–Стокса и пренебрежением 
в них конвективной составляющей течения. Следует также отметить, что в случае использования опера-
тора BGK наилучшее совпадение наблюдается при τ = 1. Однако жесткое требование использования этого 
значения τ вызывает необходимость однозначного определения шага по времени Δt в (6), что может внести 
ограничения на перепад давления, при котором решение задачи сохраняет численную устойчивость.

Заключение. Установлено, что при численном решении задачи о ламинарном течении в трубе с ис-
пользованием SRT-модели решеточных уравнений Больцмана наблюдается зависимость полученных ре-
зультатов от параметра релаксации течения τ. Расчеты такого течения по MRT-модели указанных урав-
нений являются существенно более точными по сравнению с расчетами по SRT-модели и не зависят от 
параметра τ. Показано, что при исследовании течения жидкости в поровых каналах расчеты, выполненные 
на основе MRT-модели и уравнений Навье–Стокса, дают сопоставимые результаты. Не рекомендуется 
применять SRT-модель в исследованиях фильтрационных процессов в пористых средах, т. е. в случаях, 
когда характерный размер области течения содержит 5–20 узлов сетки и число контактов жидкости с не-
проницаемыми границами велико. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант 15-11-10015) и Российского 
фонда фундаментальных исследований (грант мол_а 16-35-00155).

Обозначения

ei — компоненты векторов набора скоростей; fi — функция распределения количества частиц по скоростям; 
N — количество узлов сетки в поперечном сечении канала; p — давление; r — координата ячейки расчетной сетки; 
t — время; u — скорость движения жидкости; x, y, z — оси координат; ∆ — относительная погрешность вычисле-
ний; µ — кинематическая вязкость жидкости; ρ — плотность флюида; τ — параметр релаксации течения. Индексы: 
an — аналитический; eq — равновесный; i — номер одного из возможных направлений скорости в ячейке; in — вход; 
out — выход; opp — противоположный.
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