
92 «СОВРЕМЕННАЯ ГЕОМЕТРИЯ И ЕЁ ПРИЛОЖЕНИЯ»

УДК 514.1:514.75:512.548:512.552.7:512.547

ДЕРИВАЦИИ ГРУППОВЫХ АЛГЕБР
А.С. Мищенко1

1 asmish-prof@yandex.ru; Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова

В докладе изучается классический вопрос о сравнении алгебры Ли дериваций ассоциа-
тивной алгебрыA с ее подалгеброй внутренних дериваций, так называемая проблема
дериваций Джонсона. Проблема дериваций формулируется следующим образом: все ли
деривации являются внутренними? Эта задача рассматривалась не для всяких алгебр,
а для групповых алгебр Ā = L1(G) некоторой группы G . Нас же интересует не вся ба-
нахова алгебра Ā = L1(G), атолько ее плотная подалгебраA =C [G] ⊂ Ā , состоящая,
так сказать, из гладких элементов в алгебре Ā = L1(G), следуя терминологии А. Ко-
на. Для групповой алгебры A = C [G]также можно сформулировать аналогичную за-
дачу: описать алгебру всех внешних дериваций групповой алгебрыA =C [G]. С каждой
группой G мы связываем группоид G , ассоциированный с присоединенным действием
группыG , который позволяет выразить деривации групповой алгебры C [G] в виде ха-
рактеров на группоиде G . С каждым группоидом, задаваемым конечно представимой
группой, можно, в свою очередь, связать граф Кэли и, более общим образом, двумерный
комплекс Кэли. Мы доказываем, что алгебра Out (C [G]) = Der(C [G])/Int (C [G]), так
называемая алгебра внешних дериваций, изоморфна одномерной группе когомологий
комплекса Кэли группоида G с конечными носителями: Out (C [G]) ≈ H 1

f (K (G );R).

Ключевые слова: Конечно представимые группы, групповые алгебры, группои-
ды присоединенного действия группы, деривации, внутренние деривации, алгебра
внешних дериваций, проблема Джонсона, граф Кэли и пространство Кэли группои-
да.

1. Введение

Результаты, изложенные докладе, выполнены совместно с А.А. Арутюновым и
А.И. Штерном. В докладе изучается классический вопрос о сравнении алгебры Ли
дериваций ассоциативной алгебрыA с ее подалгеброй внутренних дериваций, так
называемая проблема дериваций Джонсона. Пространство дериваций Der(A ,E) из
алгебрыA в бимодуль E есть множество отображений D : A−→E , которые удовле-
творяют условию:

D(ab) = D(a)b +aD(b), a,b ∈A ,

(см. Losert(2008) [5], Ghahramani(2000) [6]). Среди дериваций Der(A ,E) выделяются
так называемые внутренние деривации Int (A ,E) ⊂ Der(A ,E), которые задаются
присоединенным представлением

adx(a)
de f= xa −ax, x ∈ E , a ∈A .

Проблема дериваций формулируется следующим образом: все ли деривации
являются внутренними? Эта задача рассматривалась не для всяких алгебр, а для
групповых алгебр A = C [G] некоторой группы G . Более точно, рассматривается
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групповая алгебраA = L1(G) и бимодуль E = M(G), гдеM(G) есть алгебра всех огра-
ниченных мер на группеG с операцией умножения, задаваемой сверткой мер.

Вопрос из книги Dales(2000) [3], (Question 5.6.B, стр.746) формулируется следу-
ющим образом: ПустьG есть локально компактная группа. Всякая ли деривация из
алгебры A = L1(G) в бимодуль E = M(G) является внутренней деривацией? Утвер-
дительный ответ оправдывается следующим соображением.

В случае, когда группа G является дискретной свободной абелевой группой с
конечным числом образующих, т.е. G ≈ Zn, то алгебру A = L1(G) можно можно
отождествить с алгеброй Фурье A(Tn) непрерывных функций на n –мерном торе
Tn , коэффициенты Фурье которых образуют абсолютно сходящийся кратный ряд,
A = A(Tn) ⊂ C (Tn) (эта алгебра Фурье меньше алгебры всех непрерывных функ-
ций). Деривацийна алгебре A(Tn) нет, поскольку внейдостаточномногонегладких
функций, впрочем и внутренних дериваций тоже нет, поскольку алгебраA = L1(G)
коммутативна.

Нас же интересует не вся банахова алгебраA = L1(G), а только ее плотная по-
далгебра A = C [G] ⊂ A , состоящая, так сказать, из гладких элементов в алгебре
A = L1(G), следуя терминологии А. Кона (1980) ([1], стр. 2). Для групповой алгебры
A = C [G] тоже можно сформулировать аналогичную задачу: описать алгебру всех
внешних дериваций групповой алгебрыA =C [G].

С каждой группойG мы связываем группоидG , ассоциированный с присоеди-
ненным действием группы G , который позволяет выразить деривации групповой
алгебры C [G] в виде характеров на группоиде G .

Следуя, например, книге Р. Линдона и П. Шуппа (1980, [9]) каждой дискретной
конечно представимой группе G можно сопоставить так называемый граф Кэли и
его двумерное обобщение комплекс Кэли, который состоит из элементов группы
в качестве вершин, системы образующих в качестве ребер и системы определяю-
щих соотношенийвкачестве двумерныхклеток. Топологические свойства комплек-
са Кэли отвечают за определенные алгебраические свойства самой группыG .

Геометрическая конструкция комплекса Кэли для конечно представимой груп-
пыG может быть обобщена на случай группоидов, в частности на случай группоида
G присоединенного действия группы G . Поскольку деривации групповой алгебры
Der(C [G]) можно описать как характеры на группоиде G , то топологические свой-
ства комплексаКэлиK (G ) группоидаG позволяютописатьнекоторые свойства де-
риваций.

Мы доказываем, что алгебра внешних дериваций

Out (C [G]) =Der(C [G])/Int (C [G])

изоморфна одномерной группе когомологий комплекса Кэли группоидаG с конеч-
ными носителями:

Out (C [G]) ≈ H 1
f (K (G );R).

2. Описание дериваций как характеров на группоиде G присоединенного
действия группы G

ОбозначимчерезG группоид, ассоциированный сприсоединеннымдействием
группы G (или группоид действия, см. например, Ершов(2012) [4], стр. 18, пример



94 «СОВРЕМЕННАЯ ГЕОМЕТРИЯ И ЕЁ ПРИЛОЖЕНИЯ»

j).
Группоид G состоит из объектов Obj(G ) =G и морфизмов

Mor(a,b) = {g ∈G : g a = bg или b =Ad(g )(a)}, a,b ∈Obj(G ).

Элементы множества всех морфизмов Mor(G ) = ∐
a,b∈Obj(G )

Mor(a,b) удобно обозна-

чать в виде столбца

ξ=
(

a−→b

g

)
∈Mor(a,b), b = g ag−1 =Ad(g )(a).

Композиция ∗ двух морфизмов задается формулой
(

a−→c
g2g1

)
=

(
b−→c

g2

)
∗

(
a−→b

g1

)
,

b =Ad(g1)(a),

c =Ad(g2)(b) =Ad(g2)(Ad(g1)(a)) =Ad(g2Ad(g1)(a)).

Линейный оператор X : A−→A описывается матрицей X = ∥xh
g ∥g ,h∈G , которая

удовлетворяет условию:

(f1) Для любого индекса g ∈G множество тех индексов h ∈G, для которых xh
g отлич-

но от нуля, конечно.

Матрица X = ∥xh
g ∥g ,h∈G задает функцию на группоиде G T X : Mor(G )−→R, ассо-

циированную с оператором X , которая определяется формулой: если ξ =
(

a−→b
g

)
∈

Mor(G ), то полагаем

T X (ξ) = T X
(

a−→b

g

)
= x

g a=bg
g .

Условие (f1), налагаемое на коэффициентыматрицы X , можно переформулировать
в терминах функции T :

(T1) Для любого индекса g ∈G множество морфизмов вида ξ=
(

a−→b
g

)
, для которых

T X (ξ) ̸= 0, конечно.

Теорема 1. Оператор X : A−→A является дифференцированием (т.е. деривацией)
тогда итолькотогда, когда для ассоциированной с оператором X функцииT X на груп-
поиде G выполняется условие (T1) и условие

(T2) T X (η∗ξ) = T X (η)+T X (ξ)

для любой пары морфизмов ξ и η, допускающих композицию η∗ξ.

3. Комплекс Кэли группоида G присоединенного действия

Рассмотрим конечно представимую группу G , G = F < X ,R >, где X =
{x1, x2, . . . , xn} – конечное множество образующих, а R = {r1,r2, . . . ,rm} – конечное
множество определяющих соотношений.
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Образующие и соотношения группоида G

Конечное множество образующих X = {x1, x2, . . . , xn} и конечное множество
определяющих соотношений R = {r1,r2, . . . ,rm} переносятся на образующие и со-
отношения в группоиде G , которые мы обозначим через X и R. Таким образом
множество морфизмов Mor(G ) можно обозначать как F < X ,R >, Mor(G ) = F <
X ,R >.

Определим X как множество всех морфизмов вида X ={
ξ=

(
a−→b

x

)
: x ∈ X , a ∈Obj(G )

}
. Рассмотрим алфавит Y = X ⊔ X −1 . Множество

S(Y ) – это множество всех допустимых слов s из алфавита Y , т.е. таких слов,
составленных из букв алфавитаY , s = ξ1ξ2ξ3 · · ·ξl , что ξi =

(
ai−→ai+1

yi

)
, ξi ∈Y , 1 ≤

i ≤ l . Каждое допустимое слово s ∈ S(Y ) задает морфизм ξ(s) ∈Mor(G ) по формуле
ξ(s) = ξ1 ∗ξ2 ∗ξ3 ∗·· ·∗ξl .

Это представление морфизма ξ в виде допустимого слова s не однозначно, и
позволяет производить сокращение слова s по следующему правилу. Сначала опре-
делим систему соотношенийR, порожденную множеством R определяющих соот-
ношений в группеG . Каждое соотношение ri ∈ R записывается в виде слова

ri = yi 1yi 2yi 3 · · · yi li , yi j ∈ Y .

Соотношения ri порождает систему допустимых слов ρi ,a , a ∈Obj(G ) вида

ρi ,a =
(

a1−→a2
yi 1

)(
a2−→a3

yi 2

)(
a3−→a4

yi 3

)
· · ·

(ali
−→a1

yi li

)
,

a = a1, a j+1 = a
yi j

j , 1 ≤ j ≤ li , ali+1 = a1,

которые служат определяющими соотношениями группоидаG . Множество всех до-
пустимых слов вида ρi ,a обозначим черезR,

R = {ρi ,a : 1 ≤ i ≤ li , a ∈Obj(G )}.

Таким образом, операция сокращения допустимого слова s производится следую-
щим образом. Пусть допустимое слово s представимо в виде конкатенации трех
слов

s = s1ηs2,

причем среднее слово равно одному из следующих вариантов:

η=σσ−1, σ ∈ S(Y ),
η= ρ, ρ ∈R⊔R−1.

В это случае результат сокращения есть слово s′ = s1s2, которое, разумеется, являет-
ся допустимым. Обратная операция s′ = s1s2 ⇒ s1ηs2 называется операцией допу-
стимой ставки.

Таким образом два допустимых слова s1 и s2задают один и тот жеморфизм, т.е.

ξ(s1) = ξ(s2) ∈Mor(G ),

тогда и только тогда, когда слова эквивалентны s1 ∼ s2 , т.е. когда существует конеч-
ная последовательность операций двух типов:
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1) операции сокращения,
2) операции допустимой вставки,

переводящая слово s1 в слово s2.

Комплекс Кэли

Комплекс Кэли K (G ) состоит из клеток размерности 0, 1 и 2. Вершины т.е.
нульмерные клетки комплексаK (G ) – это объекты a ∈Obj(G ).

Одномерныеребра, т.е. ориентированныеклеткиразмерности1, соединяющие
вершины a и b – это морфизмы ξ ∈Mor(a,b) вида

ξ=
(

a−→b

y

)
, y ∈ Y = X ⊔X −1, a ∈Obj(G ), b = ay = y ay−1 ∈Obj(G ).

Отсюда следует, что вершины соединяются ребрами только тогда, когда верши-
ны принадлежат одному классу сопряженности, т.е. когда a,b ∈ [c]. Следовательно,
достаточно рассмотреть не весь группоид, а только его часть G[c] . Соответствую-
щий комплекс Кэли будем обозначать через K (G[c]). Два ребра ξ =

(
a−→b

y

)
и ξ =(

b−→a
y−1

)
будем считать одинаковыми, но с противоположными ориентациями на

ребрах.
Наконец, двумерные клетки – это плоские ориентируемые многоугольники

σ(ρ) , задаваемые словами ρ ∈R⊔R−1 , которые определяют границы многоуголь-
ников σ(ρ) как замкнутый цикл, составленный из ребер слова ρ. Клетки σ(ρ) и
σ(ρ−1) считаются одинаковымиспротивоположнойориентацией.Двумерныеклет-
ки σ(ρ) приклеиваются к одномерному остову комплекса K (G[c] естественным
отождествлением ребер границы клеткиσ(ρ) к соответствующему ребру комплекса
K (G[c]) с сохранением ориентации.

Заметим, что некоторые ребра комплекса K (G[c] имеют общие начало и ко-
нец ребра, когда у ребра ξ =

(
a−→b

y

)
выполнено равенство a = b, т.е. ay = a. Так

бывает, если элемент a принадлежит централизатору Z (y) элемента y в группе
G . Следовательно, если

a ̸∈G \
⋃

y∈X
Z (y),

то в вершине a ребер с одинаковым началом и концом, т.е. петель.

Группы коцепей комплекса Кэли

Рассмотрим коммутативную диаграмму

C 0(K (G ))
d0 // C 1(K (G ))

d1 // C 2(K (G ))

C 0
f (K (G ))

d0 //

∪
OO

C 1
f (K (G ))

∪
OO

d1 // C 2
f (K (G ))

∪
OO
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которую можно дополнить до отображения дериваций

C 0(K (G ))
d1 // C 1(K (G ))

d1 // C 2(K (G ))

C 0
f (K (G ))

d1 //

∪
OO

C 1
f (K (G ))

∪
OO

d1 // C 2
f (K (G ))

∪
OO

Int (C [G]) //

T0 ≈
OO

Der(C [G])

T1 ∪
OO

// 0

OO

Отсюда получаем теорему:

Теорема 2. Гомоморфизм T, порожденный характером дериваций, индуцирует изо-
морфизм между внешними деривациями Out (G ) =Der(G )/Int (G ) и одномерными ко-
гомологиями комплекса Кэли:

Out (G ) T ∗
= // H

1
f (K (G )).
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DERIVAION OF THE GROUP ALGEBRAS

A.S. Mishchenko

In this paper we study the classical question of comparing the Lie algebra of the derivations of the asso-
ciative algebraA with its subalgebra of internal derivations, the so-called Johnson derivation problem.
The derivation problem is formulated as follows: are all derivations internal? This problem was con-
sidered not for any algebras, but for group algebras Ā = L1(G) of some groupG . We are not interested
in the entire Banach algebra Ā = L1(G), but only its dense subalgebra A =C [G] ⊂ Ā consisting, say,
from smooth elements in the algebra Ā = L1(G), following A. Kon’s terminology. For the group algebra
A =C [G] one can also formulate an analogous problem: describe the algebra of all exterior derivations
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of the group algebra A = C [G]. With each group G we associate the groupoid G , associated with the
adjoint action of the group G , which allows us to express the derivations of the group algebra C [G] in
the form of characters onGroupoidG . With each groupoid, given by a finitely presented group, one can,
in turn, relate the Caylay graph and, more generally, the two-dimensional Caylay complex. We prove
that the algebra Out (C [G]) = Der(C [G])/Int (C [G]), the so-called algebra of exterior derivations, is
isomorphic to the one-dimensional cohomology group of the Caylay complex of the groupoid G with
finite supports: Out (C [G]) ≈ H 1

f (K (G );R) .
Keywords: finitely representable groups, group algebras, groupoid of the adjoint group action, derivations,
internal derivations, the algebra of exterior derivations, the Johnson problem, the Caylay graph, and the
Caylay space of the groupoid.

УДК 517.9

О ТЕОРИИ СИМВОЛА ОПЕРАТОРА ТЕПЛИЦА В ПРОСТРАНСТВЕ ГЛАДКИХ
ФУНКЦИЙ

А.Э. Пасенчук1

1 pasenchuk@mail.ru; Южный федеральный университет (Ростов-на-Дону)

Строится алгебра символов для одномерных операторов Теплица, действующих в
счетно-нормированном пространстве гладких на единичной окружности функций. В
терминах символа дается критерий нетеровости оператора Теплица.
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Впервые термин «символ» появился в работах С.Г. Михлина в связи с исследо-
ваниями некоторых классов сингулярных интегральных операторов (см. [1]). В по-
следовавших многочисленных исследованиях сингулярных интегральных операто-
ров, операторов типа свертки и их обобщений псевдодифференциальных операто-
ров (ПДО), интегральныхоператоровФурье (ИОФ)понятие символа былоцентраль-
ным при построении теорий этих классов операторов. Литературные указания по
этому поводу можно найти в [2] и последующих работах цитируемых там авторов
и их учеников. В связи с вышесказанным были предприняты попытки определить
понятие символа аксиоматически. В монографии [3] З. Пресдорф вводит понятие
символа следующим образом. Пусть X - банахово пространство, L (X ) - банахова ал-
гебра всех линейных ограниченных операторов, действующих в X , K — некоторый
компакт, C (K )— стандартное пространство непрерывных функций на компакте K .
ЧерезT (X ) обозначимидеал вполненепрерывныхоператоров, действующихвпро-
странстве X .

Если подалгебраA : T (X ) ⊂A⊆ L (X ) такова, что каждому ее элементу A постав-
лена в соответствие функцию ΣA (x) ∈C (K ) так, что выполнены аксиомы:

σ1. ΣαA+αB (x) =αΣA (x)+βΣB (x) , ∀A,B ∈A, ∀α,β ∈C ;

σ2. ΣAB (x) =ΣA (x)ΣB (x) , ∀A,B ∈A;


