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Аннотация. В работе найдены необходимые и достаточные условия, при которых два уравнения

Абеля с коэффициентами, зависящими от управляющего параметра, локально эквивалентны от-

носительно одной псевдогруппы преобразований обратной связи. Эти условия сформулированы

в терминах дифференциальных инвариантов.

Ключевые слова: уравнения Абеля, дифференциальные инварианты, преобразования обратной

связи, управляющий параметр.

AMS Subject Classification: 53A55, 34C14

1. Введение. Проблема эквивалентности некоторых дифференциальных уравнений или си-
стем уравнений относительно преобразований обратной связи рассматривалась в ряде работ. Су-
ществует несколько подходов к ее решению. В настоящей работе мы применяем подход, основан-
ный на геометрии пространств джетов и теории дифференциальных инвариантов псевдогрупп
Ли, ранее использованной в работах В. В. Лычагина [8, 9], А. Г. Кушнера и В. В. Лычагина [3],
П. В. Бибикова [1], Д. С. Гриценко и О. М. Кирюхина [6].

Напомним, что уравнение Абеля — это дифференциальное уравнение первого порядка вида

y′ = a(x)y3 + b(x)y2 + c(x)y + d(x).

Легко видеть, что псевдогруппа точечных преобразований вида

x 7→ f(x), y 7→ g(x) · y + h(x), f, g, h ∈ C∞(R),

сохраняет класс таких уравнений (и, вообще, уравнений вида y′ = P (x, y), где P — многочлен
от y). Проблема эквивалентности уравнений Абеля относительно действия этой псевдогруппы
рассматривалась в ряде работ. Например, в работе П. Аппеля [5] были найдены инварианты
этого действия.

В настоящей работе мы рассматриваем вопрос о локальной эквивалентности уравнений Абеля
первого порядка

y′ = a(x, u)y3 + b(x, u)y2 + c(x, u)y + d(x, u), (1)

коэффициенты которых зависят от одномерного управляющего параметра u, относительно дей-
ствия псевдогруппы G преобразований вида

x 7→ f(x), u 7→ w(x, u), y 7→ g(x) · y + h(x).

Здесь функции f , g, h, w предполагаются бесконечно дифференцируемыми. Также будем пред-
полагать, что коэффициент a(x, u) зависит от u, т.е. что производная au не равна нулю тожде-
ственно. Преобразования уравнений Абеля (1), определяемые действием псевдогруппы G, будем
называть преобразованиями обратной связи.

Действие псевдогруппы G продолжается до действия на пространстве джетов расслоения π :
R
6 → R

2, где π : (x, u, a, b, c, d) 7→ (x, u). Каждое уравнение Абеля E можно рассматривать как

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018



ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ УРАВНЕНИЙ АБЕЛЯ 131

сечение такого расслоения. Алгебра Ли g псевдогруппы G состоит из векторных полей вида

X = ξ(x)
∂

∂x
+ ω(x, u)

∂

∂u
+

(
η(x) · y + ζ(x)

) ∂

∂y
.

Представление алгебры Ли g в алгебре Ли векторных полей на расслоении π имеет вид

X̂ = ξ
∂

∂x
+ ω

∂

∂u
−
(
2η + ξ′

)
a
∂

∂a
−
(
ξ′b+ 3ζa+ ηb

) ∂

∂b
+

+
(
η′ − ξ′c− 2ζb

) ∂

∂c
+

(
ζ ′ − ζc+ ηd− ξ′d

) ∂

∂d
.

Здесь и далее штрих обозначает производную функций ξ, η, ζ по x.
Пусть Jk(π)— пространство k-джетов сечений расслоения π. Канонические координаты на

этом пространстве будем обозначать (x, u, a, b, c, d, ax , au, bx, bu, . . . ). Действие псевдогруппы G
на пространстве 0-джетов J0(π) поднимается до действия на всех пространствах Jk(π).

Определение 1. Дифференциальным инвариантом порядка 6k будем называть функцию
I ∈ C∞(Jkπ), рациональную относительно аргументов ax, au, . . . , axx, axu, auu, . . . и постоянную
вдоль орбит действия продолженной псевдогруппы G.

Дифференциальные инварианты удовлетворяют равенству

X̂(k)(I) = 0

для всех X ∈ g. Здесь X̂(k) обозначает k-е продолжение поля X̂ на Jk(π). Множество всех диф-
ференциальных инвариантов образует алгебру.

Будем обозначать символами d/dx, d/du операторы полной производной по соответствующей
переменной (см. [2]).

Определение 2. Инвариантным дифференцированием будем называть комбинацию полных
производных

∇ = A
d

dx
+B

d

du
, A,B ∈ C∞(J∞(π)),

инвариантную по отношению к действию продолженной псевдогруппы G, т.е. удовлетворяющую
равенству

[∇, X̂ ] = 0

для всех X ∈ g.

Для любого дифференциального инварианта I функция ∇(I) также является дифференциаль-
ным инвариантом. Это обстоятельство позволяет получать новые инварианты из уже имеющихся
путем применения инвариантных дифференцирований. Коэффициенты A, B удовлетворяют сле-
дующей системе дифференциальных уравнений (см. [9]):

X̂(A)− ξ′A = 0, X̂(B)−
∂w

∂x
A−

∂w

∂u
B = 0. (2)

Вычисления дифференциальных инвариантов и инвариантных дифференцирований выполне-
ны в системе компьютерной алгебры Maple с использованием пакетов DifferentialGeometry и
JetCalculus (автор Я. Андерсон).

2. Регулярный случай. Заметим, что множество {abu − bau = 0} является сингулярной ор-
битой действия G на J1(π). Назовем точку x ∈ Jk(π) регулярной, если в этой точке abu− bau 6= 0.
В этом разделе рассмотрим орбиты регулярных точек.

Теорема 1. Алгебра дифференциальных инвариантов действия псевдогруппы G в окрестно-

сти регулярной орбиты порождена двумя инвариантами первого порядка

I1 =
a2(3aucu − b2u)

(abu − bau)2
, I2 =

(2b3u − 9aubucu + 27a2udu)a
3

(abu − bau)3
,
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двумя инвариантами второго порядка

J1 =
a2(aubuu − buauu)

a2u(abu − bau)2
, J2 =

auM2

(abu − bau)4
,

где

M2 = a2
(
9abx − 9bax + 27a2d− 9abc+ 2b3

)(
aubuu − buauu

)
+ 9a2

(
bua− aub

)(
buaxu − aubxu

)
−

− au
(
bua− aub

)(
− 9a2cbu + 27a2dau + 3ab2bu − b3au

)
,

и двумя инвариантными дифференцированиями

∇1 =
9aa2u

(abu − bau)2
d

dx
−

aa2u(9abx − 9bax + 27a2d− 9abc + 2b3)

(abu − bau)3
d

du
, ∇2 =

a

au

d

du
.

Эта алгебра разделяет регулярные орбиты.

Доказательство. Из формулы для продолжения векторного поля (см., например, [2,4]), следует,
что k-е продолжение поля X̂ зависит от джетов порядка (k + 1) функций ξ(x), η(x), ζ(x) и от
джетов порядка k функции ω(x, u). Обозначим символами Ξk

i , Hk
i , Zk

i , Ωk
ij компоненты разложе-

ния

X̂(k) =

k+1∑

i=0

(
ξ(i)(x)Ξk

i + η(i)(x)Hk
i + ζ(i)(x)Zk

i

)
+

k∑

i+j=0

∂i+jω(x, u)

∂xi∂uj
Ωk

ij .

Векторные поля Ξk
i , Hk

i , Zk
i , i = 0, . . . , k + 1, и Ωk

ij , 0 6 i+ j 6 k, порождают вполне интегрируе-
мое распределение на пространстве Jk(π). Интегральные подмногообразия этого распределения
являются орбитами действия группы G.

Заметим, что dim Jk(π) = 2k2 + 6k + 6. Обозначим символом Ok орбиту действия группы G в
пространстве Jk(π). Проекция

Ok−1 = πk,k−1(Ok) ⊂ Jk−1(π)

является орбитой в Jk−1(π). Рассмотрим такую точку zk−1 ∈ Jk−1(π), что X̂(k−1) = 0 в этой
точке. Тогда поле X̂(k) является вертикальным относительно проекции πk,k−1 над этой точкой.
Старшие производные, от которых зависят компоненты этого поля X̂(k), — это ξ(k+1), η(k+1), ζ(k+1)

и ∂i+jω/∂xi∂uj , где i + j = k. Отсюда следует, что слои расслоения πk,k−1 : Ok → Ok−1 имеют
размерность k + 4 при k > 2.

Орбиты в пространстве 1-джетов находятся интегрированием 12-мерного вполне интегрируе-
мого распределения, натянутого на поля Ξk

i , Hk
i , Zk

i , i = 0, 1, 2, и Ωk
ij, 0 6 i + j 6 1. Поэтому

первые инварианты появляются в пространстве J1(π), и их должно быть два: это I1 и I2. Кроме
того, это означает, что

dimOk = 12 +
k∑

i=2

(i+ 4) =
1

2
(k2 + 9k) + 7.

В [7] доказано, что размерность алгебры дифференциальных инвариантов порядка не более k
равна коразмерности орбиты общего положения (регулярной орбиты). Это означает, что при
k > 2 имеется 1

2 (3k
2+3k−2) независимых инвариантов порядка не выше k (из них 3k инвариантов

порядка ровно k).
Решая систему (2), находим два дифференцирования ∇1 и ∇2. Инварианты второго порядка

∇iIk, i, k = 1, 2, независимы, следовательно, в пространстве J2(π) есть еще два инварианта: это J1
и J2.

Отметим, что все полученные 6 инвариантов второго порядка линейны по вторым производ-
ным, а компоненты дифференцирований ∇1, ∇2 зависят только от координат в J1(π). Это озна-
чает, что все инварианты, получаемые дифференцированиями из уже найденных, будут линейны
по старшим производным. В пространстве 3-джетов имеется 9 инвариантов порядка 3. Применяя
дифференцирования ∇1 и ∇2 к шести инвариантам порядка 2, получим 12 инвариантов поряд-
ка 3. Следовательно, между этими инвариантами существует 3 сизигии.
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Чтобы получить все инварианты порядка k, достаточно применить дифференцирования ∇1

и ∇2 ко всем уже найденным инвариантам порядка k − 1. Тот факт, что алгебра дифференци-
альных инвариантов разделяет регулярные орбиты, также следует из [7]. �

Замечание 1. Инвариантные дифференцирования удовлетворяют коммутационному соотно-
шению [

∇1,∇2

]
= (2J1 − 1)∇1 +

(
9J2 + I2 + 3I1 + 1

)
∇2. (3)

Две из трех сизигий среди инвариантов порядка 3 получаются из формулы (3). Третья имеет вид

9∇2(J2)−∇1(J1) + 9J2(3J1 − 2) + J1(I2 + 3I1 + 1)− I2 + 2 = 0.

Рассмотрим пространства R
2 с координатами (x, u) и R

17 с координатами
(
i1, i2, j1, j2, i11, i12, i21, i22, i111, i121, i122, i211, i221, i222, j11, j12, j21

)
.

Каждое уравнение Абеля E определяет отображение σE : R2 → R
17 по формулам

ik = IEk , jk = JE
k , ikℓ = ∇ℓI

E
k , jkℓ = ∇ℓJ

E
k , ikℓm = ∇ℓ∇mIEk ,

где верхний индекс E означает, что дифференциальные инварианты вычисляются для коэффици-
ентов уравнения E . Образ ΣE = imσE ⊂ R

17 зависит только от класса эквивалентности уравнения
E относительно действия G.

Определение 3. Будем говорить, что уравнение E регулярно в области D ⊂ R
2, если

1) 3-джеты коэффициентов уравнения E принадлежат регулярным орбитам;
2) σE(D)— гладкое двумерное подмногообразие в R

2;
3) какие-либо две из функций i1, i2, j1, j2, i11, i12, i21, i22 могут быть выбраны в качестве ло-

кальных координат наЁΣE .

Теорема 2. Два регулярных уравнения Абеля E и E ′ эквивалентны относительно действия

псевдогруппы G тогда и только тогда, когда ΣE = ΣE ′.

Доказательство. Ясно, что если уравнения эквивалентны, то ΣE = ΣE ′ .
Наоборот, пусть ΣE = ΣE ′ . Пусть, например, функции i1 и i2 задают координаты на ΣE . Заме-

тим, что

∇i = Ci1
d

dI1
+ Ci2

d

dI2
,

где d/dI1, d/dI2 — производные Трессе по инвариантам Ik (см. [7, 8]), а Cij , i, j = 1, 2, — инвари-
анты 2 порядка. Условие совпадения многообразий ΣE означает, что ограничения инвариантов
вплоть до 3 порядка на это многообразие совпадают. Все производные этих инвариантов по i1, i2
определяют ограничения инвариантов всех порядков. Это означает, что совпадают также огра-
ничения на ΣE всех дифференциальных инвариантов. Поскольку алгебра инвариантов разделяет
регулярные орбиты, отсюда следует, что уравнения E и E эквивалентны. �

3. Сингулярные случаи. Рассмотрим уравнения (1), для которых abu−bau = 0. Легко видеть,
что это равенство равносильно условию

∂

∂u

(
b

a

)
= 0,

т.е., b(x, u) = k(x) · a(x, u). Таким образом, сингулярная орбита состоит из уравнений вида

y′ = a(x, u)y2(y + k(x)) + c(x, u)y + d(x, u). (4)

В ней, в свою очередь уравнением k2au − 3cu = 0 выделяется еще одна сингулярная орбита.
Будем говорить, что уравнения (4), для которых k2au−3cu 6= 0, образуют первую сингулярную

орбиту.
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Теорема 3. Алгебра дифференциальных инвариантов действия псевдогруппы G в окрестно-

сти первой сингулярной орбиты порождена двумя инвариантами первого порядка

K1 =
au

(
2k3au − 9kcu + 27du

)2
(
k2au − 3cu

)3 , K2 =
a3u

(
2ak3 + 9kx + 27d − 9kc

)2

a2
(
k2au − 3cu

)3 .

и двумя инвариантными дифференцированиями

∇′
1 =

aucuu − auucu

au
(
k2au − 3cu

)2
d

dx
+

9cuaxu − 9aucxu + 2ka2u
(
k3a− 3kc+ 3kx

)
+ 6aucu

(
3c− k2a

)

9au
(
k2au − 3cu

)2
d

du
,

∇′
2 =

a

au

d

du
.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1. Всего при каждом k > 1
имеется k2 + k независимых инвариантов порядка не выше k, из них 2k инвариантов порядка
ровно k.

Теорема эквивалентности таких уравнений формулируется аналогично теореме 2, только отоб-
ражение

σE : R2(x, u) → R
6
(
k1, k2, k11, k12, k21, k22

)

строится по формулам
ki = KE

i , kjℓ = ∇′
ℓK

E
j .

Замечание 2. Инвариант второго порядка, выражающийся простой формулой

J =
a
(
aucuu − auucu

)

a2u
(
k2au − 3cu

) ,

удовлетворяет равенству
∇′

2K2 − 9K2J + 2K2 − 2
√

|K1K2| = 0.

Равенство k2au − 3cu = 0 означает, что

∂

∂u
(3c − k2a) = 0, т.е. c(x, u) =

1

3
k2(x) · a(x, u) + ℓ(x).

Этим условием выделяется вторая сингулярная орбита. Она состоит из уравнений вида

y′ = a(x, u)y
(
y2 + k(x)y +

1

3
k2(x)

)
+ ℓ(x)y + d(x, u),

для которых k3au − 27du 6= 0.

Теорема 4. Алгебра дифференциальных инвариантов действия псевдогруппы G в окрестно-

сти второй сингулярной орбиты порождена одним инвариантом первого порядка

M =

(
kx + 3d− kℓ

)
au − 3adu

a
(
k3au − 27du

)

и двумя инвариантными дифференцированиями

∇′′
1 =

auduu − duauu

a
4/3
u

(
k3au − 27du

)5/3
d

dx
+

k2a2u
(
kx − kℓ

)
+ 27ℓaudu + 9duaxu − 9audxu

9a
4/3
u

(
k3au − 27du

)5/3
d

du
,

∇′′
2 =

a

au

d

du
.

При каждом k > 1 имеется 1
2(k

2 + k) независимых инвариантов порядка не выше k, из них k
инвариантов порядка ровно k. Отображение

σE : R2(x, u) → R
3(m,m1,m2)

в теореме эквивалентности строится по формулам

m = ME , mℓ = ∇′′
ℓM

E .
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Наконец, условие k3au − 27du = 0 равносильно тому, что

d(x, u) =
1

27
k(x)3 · a(x, u) +m(x).

Уравнения вида

y′ = a(x, u)

(
y +

1

3
k(x)

)3

+ ℓ(x)y +m(x)

образуют третью сингулярную орбиту. На ней нет ни одного инварианта, все уравнения эквива-
лентны друг другу.
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