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Аннотация

Работа содержит как новые, так и известные результаты о кольцах формальных
матриц, близких к регулярным. Основные результаты приведены с доказательствами.

Abstract

A. N. Abyzov, A. A. Tuganbaev, Formal matrices and rings close to regular, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 21 (2016), no. 1, pp. 5—21.

This paper contains new and known results on formal matrix rings close to regular.
The main results are given with proofs.

1. Предварительные сведения

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, а моду-
ли— унитарными. Пусть R1, R2, . . . , Rn —кольца, Mij — (Ri, Rj)-бимодули для
всех 1 � i, j � n, причём Mii = Ri. Пусть также ϕijk : Mij ⊗Rj

Mjk → Mik —
такие (Ri, Rk)-бимодульные гомоморфизмы, что ϕiij и ϕijj —канонические изо-
морфизмы для всех 1 � i, j � n. Обозначим a ◦ b = ϕijk(a ⊗ b) для a ∈ Mij ,
b ∈Mjk. Через K обозначим множество всех (n×n)-матриц (mij) с элементами
mij ∈Mij для всех 1 � i, j � n. Простая проверка показывает, что относительно
обычных операций сложения и умножения K будет кольцом в точности тогда,
когда a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c для всех a ∈Mik, b ∈Mkl, c ∈Mlj , 1 � i, k, l, j � n.

∗Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект 16-11-10013).
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Полученное кольцо K называется кольцом формальных матриц порядка n и
обозначается K({Mij} : {ϕikj}). Если

K =
(
R M
N S

)
—

кольцо формальных матриц второго порядка, то упорядоченный набор
(R,S,M,N,ϕ, ψ) называется контекстом Мориты или ситуацией предэкви-
валентности.
Кольцо формальных матриц K({Mij} : {ϕikj}) порядка n, в которомMij = R

для всех 1 � i, j � n, называется кольцом формальных матриц над R по-
рядка n и обозначается Kn(R) или Kn(R : {ϕikj}). Для кольца формальных
матриц над R порядка n Kn(R : {ϕijk}) положим ηijk = ϕijk(1 ⊗ 1) для всех
1 � i, j, k � n. Тогда a ◦ b = ϕijk(a ⊗ b) = ηijkab для всех a, b ∈ R. Для лю-
бого a ∈ R имеем aηijk = ϕijk(a ⊗ 1) = ϕijk(1 ⊗ a) = ηijka. Таким образом,
ηijk ∈ C(R) и выполняются следующие соотношения:
1) ηiij = ηijj = 1, 1 � i, j � n,
2) ηijkηikl = ηijlηjkl, � i, j, k, l � n.

Первое соотношение выполняется, поскольку ϕiij и ϕijj —канонические изо-
морфизмы. В силу ассоциативности операции ◦ имеем ηijk ηikl abc = ηijl ηjkl abc
для всех a, b, c ∈ R. Положив a = b = c = 1, получаем второе соотношение. Для
любого набора {ηijk | 1 � i, j, k � n} центральных элементов R, удовлетворя-
ющих первому и второму соотношениям, можно положить ϕijk(a ⊗ b) = ηijkab
для всех a, b ∈ R. Непосредственная проверка показывает, что Kn(R : {ϕikj})—
кольцо формальных матриц над R порядка n. Таким образом, кольцо фор-
мальных матриц Kn(R : {ϕikj}) однозначно определяется набором центральных
элементов {ηijk | 1 � i, j, k � n}. В этом случае кольцо формальных матриц
Kn(R : {ϕikj}) мы будем обозначать через Kn(R : {ηikj}).
Пусть R—кольцо, β1, . . . , βn ∈ C(R), n � 2. Определим ηijk для всех

1 � i, j, k � n по формуле

ηijk =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, если i = j или j = k,

βj , если i, j, k различны,

βiβj , если i = k �= j.

Непосредственная проверка показывает, что набор {ηijk | 1 � i, j, k � n}
обладает свойствами 1) и 2) и, следовательно, определяет кольцо формальных
матриц над R порядка n. Кольцо формальных матриц Kn(R : {ϕijk}), опре-
деляемое множеством {ηijk} обозначается через Mβ1,...,βn

(R). Таким образом,
Mβ1,...,βn

(R)—это множество всех матриц порядка n над R с обычной опера-
цией сложения и операцией умножения, определённой следующим образом: для
двух матриц (aij) и (bij) порядка n над R

(aij)(bij) = (cij), где cij =
n∑

k=1

β
δij−δik

i β
1−δjk

k aikbkj .
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В последнее время кольца формальных матриц и модули над ними ак-
тивно изучаются. Модули над кольцом формальных матриц рассматривались
в [7, 15—18]. Группы Гротендика и Уайтхеда колец формальных матриц изуча-
ются в [9]. Различные кольцевые свойства колец формальных матриц изучались
в [17,20,21]. Проблеме изоморфизма для колец формальных матриц посвящены
работы [6,21]. Решётка идеалов в таких кольцах изучалась в [5].
Пусть

K =
(
R M
N S

)
,

X —правый R-модуль, Y —правый S-модуль и определены R-модульный го-
моморфизм f : Y ⊗S N → X и S-модульный гомоморфизм g : X ⊗R M → Y .
Положим yn := f(y ⊗ n), xm := g(x ⊗ m) и потребуем выполнение равенств
(yn)m = y(nm) и (xm)n = x(mn) для всех x ∈ X, y ∈ Y , m ∈ M , n ∈ N .
В этом случае группа вектор-строк (X,Y ) естественным образом наделяется
структурой правого K-модуля. Несложно показать что любой правый K-модуль
можно представить в виде модуля вектор-строк. Гомоморфизмы K-модулей мож-
но представить в виде пары, состоящей из R-гомоморфизма и S-гомоморфизма.
А именно, если Γ: (X,Y ) → (X ′, Y ′)— гомоморфизм, то найдутся R-гомомор-
физм α : X → X ′ и S-гомоморфизм β : Y → Y ′, такие что Γ(x, y) =

(
α(x), β(y)

)
.

При этом выполняются соотношения α(yn) = β(y)n и β(xm) = α(x)m для всех
x ∈ X, y ∈ Y , m ∈M , n ∈ N .
Напомним некоторые конструкции из [7]. Пусть A—ненулевой правый

R-модуль. Через H(A) будем обозначать правый K-модуль
(
A,HomR(N,A)

)
,

у которого гомоморфизмами модульного умножения являются отображение

A⊗M → HomR(N,A), a⊗m �→ (
n �→ a(mn)

)
,

и отображение
HomR(N,A) ⊗N → A, f ⊗ n �→ f(n).

Через T (A) будем обозначать правый K-модуль (A,A ⊗ M), у которого го-
моморфизмами модульного умножения являются тождественный автоморфизм
A⊗M → A⊗M и отображение

(A⊗M) ⊗N → A, (a⊗m)n = amn.

Радикал Джекобсона и наибольший регулярный идеал кольца R обознача-
ются через J(R) и Reg(R) соответственно. Радикал Джекобсона правого R-мо-
дуля M обозначается через J(M).
Пусть

K =
(
R M
N S

)
—

кольцо формальных матриц. Бимодуль M называется N -регулярным (N -вполне
идемпотентным справа), если для каждого m ∈ M выполнено условие m ∈
∈ mNm (соответственно m ∈ mNmS). Аналогично определяются понятия
M -регулярности и M -вполне идемпотентности справа бимодуля N .
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2. Кольца формальных матриц,
близкие к регулярным

Для кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}) порядка n и для
каждых 1 � i, j � n через Reg(Mij) обозначим множество вида {m ∈ Mij |
m ∈ mMjim}.
Теорема 2.1 [25]. Для кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj})

порядка n имеет место равенство

Reg(K) = {r ∈ K |MtirijMjs ⊂ Reg(Mts)}.
Следствие 2.2. Для кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}) по-

рядка n следующие условия равносильны:
1) K —регулярное кольцо ;
2) для каждой пары индексов 1 � i, j � n и каждого элемента m ∈ Mij

выполнено условие m ∈ mMjim.

Кольцо R называется I0-кольцом, если для каждого элемента r ∈ R \ J(R)
существует элемент s ∈ R \ {0}, такой что s = srs.

Теорема 2.3 [25]. Для кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj})
порядка n следующие условия равносильны:
1) K — I0-кольцо ;
2) для каждого 1 � i � n кольцо Ri является I0-кольцом.

Кольцо R называется вполне идемпотентным справа (слева), если I2 = I
для каждого правого (левого) идеала I кольца R. Если в кольце R равенство
I2 = I выполняется для каждого идеала I кольца R, то кольцо R называется
вполне идемпотентным. Элемент r кольца R называется вполне идемпотент-
ным справа, если rR = rRrR. Идеал I кольца R называется вполне идем-
потентным справа, если каждый его элемент вполне идемпотентен справа.
Согласно [10, 12.17] каждое кольцо R обладает наибольшим вполне идемпо-
тентным справа идеалом, который обозначается через I(R).
Для кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}) порядка n и для

каждых 1 � i, j � n через I(Mij) обозначим множество вида {m ∈ Mij |
m ∈ mMjimRj}. Элемент кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}),
у которого компонента, находящаяся на пересечении i-й строки и j-го столбца
равна r, а остальные компоненты равны нулю, будем обозначать через reij .

Теорема 2.4. Для произвольного кольца формальных матриц K =
= K({Mij} : {ϕikj}) порядка n имеет место равенство

I(K) = {r ∈ K |MtirijMjs ⊂ I(Mts)}.
Доказательство. Обозначим множество {r ∈ K | MtirijMjs ⊂ I(Mts)} че-

рез I ′. Из доказательства теоремы 5.3 из [4] следует, что I ′—идеал кольца K.
Покажем, что I(K) ⊂ I ′. Так как eiiKekjI(K)essKett ⊂ I(K), то достаточно
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показать, что у каждого элемента идеала I(K) все компоненты вполне идемпо-
тентны справа. Пусть a ∈ I(K). Тогда для каждой пары индексов i, j имеют
место равенства

eiiaejj = eiiaejj

( m∑
k=1

bkeiiaejjck

)
= eiiaejj

( m∑
k=1

bkeiiaejjckejj

)
,

aij = aij

( m∑
k=1

(bk)jiaij(ck)jj

)
.

Покажем, что I ′ ⊂ I(K). Предположим, что идеал I ′ содержит элемент, который
не является вполне идемпотентным справа. Выберем в I ′ не вполне идемпотент-
ный элемент r, у которого строка r11, . . . , r1n, . . . , rn1, . . . , rnn имеет наибольшее
количество первых нулей. Пусть ri0j0 —первый ненулевой элемент в этой стро-
ке. Имеет место равенство

ri0j0 = ri0j0

∑
k

akri0j0bk,

где ak ∈Mj0i0 , bk ∈ Rj0j0 для каждого k. Тогда

r − r
∑

k

akej0i0rbkej0j0 =

=
∑
i,j

rijeij −
(∑

i,j

rijeij

)( ∑
k

akej0i0

(∑
i,j

rijeij

)
bkej0j0

)
=

∑
i,j

gijeij ,

где gij = rij , если j �= j0, и

gij0 = rij0 −
∑

k

rij0akri0j0bk.

Ясно, что gij = 0, если либо i < i0, либо i = i0, j < j0, либо i = i0, j = j0.
Следовательно, в силу выбора элемента r элемент

r − r
∑

k

akej0i0rbkej0j0

является вполне идемпотентным справа. Тогда из [4, лемма 5.2] следует вполне
идемпотентность элемента r, что противоречит нашим исходным предположе-
ниям.

Следствие 2.5. Для кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}) по-
рядка n следующие условия равносильны:

1) K —вполне идемпотентное справа кольцо ;
2) для каждой пары индексов 1 � i, j � n и каждого элемента m ∈ Mij

выполнено условие m ∈ mMjimRj .

Следующее утверждение вытекает из следствий 2.2 и 2.5.
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Следствие 2.6. Для кольца формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}) по-
рядка n, у которого для каждого 1 � i � n кольцо Ri коммутативно, следующие
условия равносильны:
1) K —вполне идемпотентное справа кольцо ;
2) K —вполне идемпотентное слева кольцо ;
3) K —регулярное кольцо.

Следствие 2.7. Пусть K = Kn(R : {ηikj})—кольцо формальных матриц
над R порядка n.
1. Если никакой элемент из множества {ηikj} не является делителем нуля,
то имеют место следующие равенства :

а) I(K) =

⎛
⎜⎜⎝
I(R) I(R) . . . I(R)
I(R) I(R) . . . I(R)
. . . . . . . . . . . .
I(R) I(R) . . . I(R)

⎞
⎟⎟⎠;

б) Reg(K) =

⎛
⎜⎜⎝

Reg(R) Reg(R) . . . Reg(R)
Reg(R) Reg(R) . . . Reg(R)
. . . . . . . . . . . .

Reg(R) Reg(R) . . . Reg(R)

⎞
⎟⎟⎠.

2. K вполне идемпотентно справа, если и только если R вполне идемпотент-
но справа и {ηikj} ⊂ U(R).

3. K регулярно, если и только если R регулярно и {ηikj} ⊂ U(R).

Доказательство. Для произвольных элементов r1, r2 ∈ R через r1 ∗ijk r2
будем обозначать выражение φijk(r1 ⊗ r2).
Докажем утверждение 1. Покажем, что выполняется равенство из пункта а).

Обозначим правую часть пункта a) через I ′. Включение I(K) ⊂ I ′ непосред-
ственно следует из теоремы 2.4. Покажем, что имеет место обратное включение.
Пусть r ∈ I ′. Тогда для произвольных 1 � i, j, s, t � n и a, b ∈ R имеют место
равенства

arijbηsjtηsijηtst = arijbηsjtηsijηtst

∑
1�l�k

clarijbηsjtηsijηtstdl,

arijbηsjtηsij = arijbηsjtηsij

∑
1�l�k

clarijbηsjtηsijηtstdl,

(a ∗sij rij) ∗sjt b =
(
(a ∗sij rij) ∗sjt b

) ∑
1�l�k

(
cl ∗tst

(
(a ∗sij rij) ∗sjt b

))
dl.

Тогда согласно теореме 2.4 r ∈ I(K). Равенство из пункта б) доказывается
аналогично.
Перейдём к доказательству утверждения 2. Докажем импликацию =⇒. Из

следствия 2.5 для произвольных 1 � i, j � n следует равенство

1 =
∑

1�t�k

rt ∗iji st = ηiji

∑
1�t�k

rtst.
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Таким образом, элементы вида ηiji обратимы в R. Поскольку для каждого
1 � k � n имеет место равенство ηiji = ηijkηjik, то {ηikj} ⊂ U(R).
Импликация ⇐= непосредственно следует из первого пункта исходной тео-

ремы.
Доказательство утверждения 3 аналогично доказательству утверждения 2.

3. Полуартиновы и max-кольца
формальных матриц

Кольцо R называется полуартиновым справа, если каждый ненулевой пра-
вый R-модуль содержит простой подмодуль. Если над кольцом R каждый нену-
левой правый модуль содержит максимальный подмодуль, то кольцо R называ-
ется правым max-кольцом.

Теорема 3.1 [2, теорема 4.2]. Для кольца формальных матриц

K =
(
R M
N S

)
,

следующие условия равносильны:

1) K —полуартиново справа кольцо ;
2) R и S—полуартиновы справа кольца.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть A—ненулевой
правый R-модуль. По условию правый K-модуль H(A) =

(
A,HomR(N,A)

)
содержит простой подмодуль (X,Y ). Если X = 0, то для каждого f ∈ Y име-
ем f(N) = fN = 0. Следовательно, Y = 0, что невозможно. Таким образом,
X �= 0, и из простоты модуля (X,Y ) следует, что X —простой подмодуль R-мо-
дуля A. Из приведённых выше рассуждений следует, что каждый ненулевой
правый R-модуль содержит простой подмодуль, и следовательно, R—полуарти-
ново справа кольцо. Аналогичными рассуждениями можно показать, что S—
полуартиново справа кольцо.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть (A,B)—правый K-модуль и

(A0, B0)— его ненулевой подмодуль. Без ограничения общности можно счи-
тать, что A0 �= 0. Так как R и S—полуартиновы справа кольца, то Soc(A)
существен в A и Soc(B) существен в B. Тогда модуль A0 содержит простой
подмодуль aR, где a ∈ A0.
Если aRM = aM = 0, то (aR, 0)—простой подмодуль K-модуля (A0, B0).

Если aM �= 0, то из существенности подмодуля Soc(B) в модуле B следует, что
S-модуль aM содержит простой подмодуль bS, где b ∈ B0. Ясно, что элемент b
имеет вид b = am, где m ∈ M . Если bN = 0, то (0, bS)—простой подмодуль
K-модуля (A0, B0). Если bN �= 0, то bN = amN ⊂ aMN —ненулевой подмо-
дуль простого модуля aR. Следовательно, bN = aR. Из равенства aRM = bNM
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и простоты модуля bS следует, что aRM = bS. Так как aR—простой R-мо-
дуль, bS —простой S-модуль и aRM = bS, bSN = aR, то (aR, bS)—простой
подмодуль K-модуля (A0, B0).

Теорема 3.2 [2, теорема 4.3]. Для кольца формальных матриц

K =
(
R M
N S

)
,

следующие условия равносильны:
1) K —правое max-кольцо ;
2) R и S—правые max-кольца.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть A—ненулевой
правый R-модуль. По условию правый K-модуль T (A) = (A,A ⊗ M) содер-
жит максимальный подмодуль (X,Y ). Если X = A, то Y = A ⊗ M , что
невозможно. Таким образом, X �= A, и из максимальности подмодуля (X,Y )
следует, что X —максимальный подмодуль R-модуля A. Из приведённых выше
рассуждений следует, что каждый ненулевой правый R-модуль содержит мак-
симальный подмодуль, и следовательно, R—правое max-кольцо. Аналогичными
рассуждениями можно показать, S—правое max-кольцо.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть (A,B)—ненулевой правый K-мо-

дуль и (X,Y )— собственный подмодуль модуля (A,B). Так как R, S—пра-
вые max-кольца, то ненулевые фактор-модули модулей A, B содержат мак-
симальные подмодули. Если (A/X)M �= B/Y , то B обладает максимальным
подмодулем Y ′, таким что (A/X)M ⊂ Y ′/Y . В этом случае несложно за-
метить, что модуль (A/X, Y ′/Y ) является максимальным подмодулем модуля
(A/X,B/Y ). Если (B/Y )M �= A/X, то аналогичными рассуждениями можно
показать, что модуль (A/X,B/Y ) содержит максимальный подмодуль. Предпо-
ложим, что (A/X)M = B/Y и (B/Y )N = A/X. Модуль A обладает максималь-
ным подмодулем A0, таким что X ⊂ A0. В модуле B рассмотрим подмодуль B0,
для которого выполнено равенство

B0/Y = {b̄ ∈ B/Y | b̄N ⊂ A0/X}.
Ясно, что B0/Y �= B/Y и (A0/X)M ⊂ B0/Y . Покажем, что B0—максимальный
подмодуль S-модуля B. Пусть b̄ /∈ B0/Y . Тогда b̄N � A0/X, и следовательно,

b̄N +A0/X = A/X, b̄NM + (A0/X)M = (A/X)M = B/Y.

Таким образом, равенство b̄S + B0/Y = B/Y выполнено для любого элемен-
та b̄ ∈ (B/Y ) \ (B0/Y ), и следовательно, (B/Y )/(B0/Y )—простой S-модуль.
Поскольку

(A0/X)M ⊂ B0/Y, (B0/Y )N ⊂ A0/X,

то (A0/X,B0/Y )—подмодуль T -модуля (A/X,B/Y ). Несложно заметить, что
правый K-модуль

(
(A/X)/(A0/X), (B/Y )/(B0/Y )

)
имеет длину не больше

двух. Следовательно, подмодуль (X,Y ) содержится в максимальном подмодуле
модуля (A,B).
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Описание совершенных справа колец формальных матриц(
R M
N S

)

было получено в [7] в случае, когда MN = 0, NM = 0, и в [20] в случае, когда
правые модули MS , NR являются конечно порождёнными.

Следствие 3.3. Имеют место следующие утверждения.
1. Кольцо формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}) порядка n являет-
ся полуартиновым справа (правым max-кольцом) в точности тогда, когда
Ri является полуартиновым справа кольцом (правым max-кольцом) для
каждого 1 � i � n.

2. Кольцо формальных матриц K = K({Mij} : {ϕikj}) порядка n является
совершенным справа в точности тогда, когда Ri является совершенным
справа кольцом для каждого 1 � i � n.

Доказательство. Утверждение 1 непосредственно следует из теорем 3.1
и 3.2. Утверждение 2 следует из [10, 6.48] и теоремы 3.1.

4. V-кольца и SV-кольца формальных матриц

Кольцо, над которым каждый простой правый модуль является инъектив-
ным, называется правым V-кольцом. Полуартиново справа правое V-кольцо
называется правым SV-кольцом.

Лемма 4.1. Пусть

K =
(
R M
N S

)
—

кольцо формальных матриц, модуль M N -вполне идемпотентен справа и мо-
дуль N M -вполне идемпотентен справа.
1. Если (A0, B0)—подмодуль K-модуля (A,B), то следующие условия рав-
носильны:
а) (A0, B0)— существенный подмодуль K-модуля (A,B);
б) подмодуль A0 существен в R-модуле A и подмодуль B0 существен
в S-модуле B.

2. Если A—простой правый R-модуль, то правый K-модуль T (A) также яв-
ляется простым.

3. Если A—простой правый R-модуль и T (A)—инъективный правый K-мо-
дуль, то модуль A инъективен.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Докажем импликацию а) =⇒ б).
Пусть a—ненулевой элемент модуля A. Так как (A0, B0)— существенный под-
модуль K-модуля (A,B), то для некоторого элемента(

r m
n s

)
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из K имеем

(a, 0)
(
r m
n s

)
∈ (A0, B0) \ {(0, 0)}.

Тогда ar ∈ A0, am ∈ B0. Если ar �= 0, то aR ∩ A0 �= 0. Предположим, что
ar = 0. Тогда am �= 0. Так как по условию m ∈ mNmS, то amN �= 0. Поскольку
B0N ⊂ A0, то amN ⊂ A0∩aR. Из приведённых выше рассуждений следует, что
aR ∩A0 �= 0. Таким образом, подмодуль A0 существен в модуле A. Аналогично
показывается существенность подмодуля B0 в модуле B.
Импликация б) =⇒ а) проверяется непосредственно.
Докажем утверждение 2. Пусть A = aR. Покажем, что T (aR)—простой

правый K-модуль. Если aR ⊗ M = 0, то простота модуля T (aR) очевидна.
Предположим, что aR ⊗ M �= 0. Покажем, что aR ⊗ M = a ⊗ M —простой
правый S-модуль. Пусть a ⊗ m—произвольный ненулевой элемент из a ⊗M .
Если (a ⊗m)N = 0, то amN = 0. Так как M N -вполне идемпотентен справа,
то имеет место равенство вида

m = m
k∑

i=1

nimsi,

где si ∈ S, ni ∈ N для каждого 1 � i � k. Тогда

a⊗m = a⊗
(
m

k∑
i=1

nimsi

)
=

k∑
i=1

(amni ⊗msi) = 0,

что противоречит выбору элемента a ⊗ m. Таким образом, (a ⊗ m)N �= 0, и
в силу простоты модуля aR имеем

aR = (a⊗m)N = amN, aR⊗M = amN ⊗M = a⊗mNM ⊂ a⊗mS.

Тогда для произвольного ненулевого элемента a⊗m из правого S-модуля a⊗M
имеет место равенство a⊗M = a⊗mS, следовательно, модуль a⊗M прост. Так
как (a⊗M)N = aR, (aR)M = aR⊗M , то T (aR)—простой правый K-модуль.
Докажем утверждение 3. Пусть B—правый R-модуль, являющийся суще-

ственным расширением модуля A. Вложение ε : A → B модуля A в модуль B
индуцирует гомоморфизм K-модулей T (ε) : T (A) → T (B). Так как согласно
утверждению 2 T (A)—простой модуль и T (ε) �= 0, то T (ε)—мономорфизм. По-
скольку по условию T (A)—инъективный правый K-модуль, то T (A)—прямое
слагаемое модуля T (B). Тогда A—прямое слагаемое модуля B, и следовательно,
A = B. Таким образом, A—инъективный модуль.

Теорема 4.2. Пусть

K =
(
R M
N S

)
—

кольцо формальных матриц. Тогда следующие условия равносильны:

1) K —правое V-кольцо ;
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2) R и S—правые V-кольца, модуль M N -вполне идемпотентен справа и
модуль N M -вполне идемпотентен справа.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Тот факт, что модуль M
N -вполне идемпотентен справа и модуль N M -вполне идемпотентен справа сле-
дует из [4, следствия 6.9, 7.8].
Пусть A—простой правый R-модуль. Из леммы 4.1 следует, что правый

K-модуль T (A) является простым. Так как K —правое V-кольцо, то T (A)—
инъективный модуль. Тогда из леммы 4.1 следует инъективность R-модуля A.
Таким образом R—V-кольцо.
Аналогично показывается, что S—V-кольцо.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть (B1, B2)—K-модуль и (A1, A2)—

его простой существенный подмодуль. Тогда из леммы 4.1 следует, что Ai —
существенный подмодуль модуля Bi и Ai —либо простой, либо нулевой модуль
для каждого 1 � i � 2. Тогда из условия следуют равенства A1 = B1, A2 = B2.
Таким образом, K —правое V-кольцо.

Следствие 4.3. Пусть

K =
(
R M
N S

)
—

кольцо формальных матриц. Если R, S—коммутативные кольца, то следующие
условия равносильны:

1) K —правое V-кольцо ;
2) K —регулярное кольцо.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Из теоремы 4.2 и [23,
22.4] следует, что R, S—регулярные кольца, модуль M N -вполне идемпотентен
справа и модуль N M -вполне идемпотентен справа. Тогда для произвольного
элемента m ∈M имеют место равенства

m = m

k∑
i=1

nimsi = m

k∑
i=1

sinim = m(
k∑

i=1

sini)m,

где si ∈ S, ni ∈ N для каждого 1 � i � k. Таким образом, модуль M N -ре-
гулярен. Аналогично можно показать, что модуль N M -регулярен. Тогда из
следствия 2.2 следует, что K —регулярное кольцо.
Импликация 2) =⇒ 1) следует из теоремы 4.2 и [23, 22.4].

Теорема 4.4. Пусть

K =
(
R M
N S

)
—

кольцо формальных матриц. Тогда следующие условия равносильны:

1) K —правое SV-кольцо ;
2) R и S—правые SV-кольца, модуль M N -регулярен и модуль N M -регу-
лярен;
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3) R и S—правые SV-кольца, модуль M N -вполне идемпотентен справа и
модуль N M -вполне идемпотентен справа.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Из теорем 3.1 и 4.2 сле-
дует, что R и S—правые SV-кольца. Согласно [11, теорема 2.7] K —регулярное
кольцо. Следовательно, модуль M N -регулярен и модуль N M -регулярен.
Импликация 2) =⇒ 3) проверяется непосредственно.
Импликация 3) =⇒ 1) следует из теорем 3.1 и 4.2.

Замечание. Теоремы 4.2 и 4.4 впервые были опубликованы в [1].

Следствие 4.5. Пусть

K =
(
R M
N S

)
—

кольцо формальных матриц. Если K —регулярное кольцо, то следующие усло-
вия равносильны:

1) K —правое SV-кольцо ;
2) R и S—правые SV-кольца.

Следствие 4.6. Пусть P —конечно порождённый проективный правый
R-модуль и S = EndR(P ). Тогда имеют место следующие утверждения.

1. Если R—правое V-кольцо, то S—правое V-кольцо.
2. Если R—правое max-кольцо, то S—правое max-кольцо.
3. Если R—правое SV-кольцо, то S—правое SV-кольцо.
4. Если R—правое полуартиново кольцо, то S—правое полуартиново коль-
цо.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Существует проективный
правый R-модуль P ′, такой что для некоторого натурального числа n имеет
место изоморфизм Rn ∼= P ⊕ P ′. Тогда для некоторого идемпотента e ∈ Mn(R)
имеет место изоморфизм колец eMn(R)e ∼= S. Так как свойство быть правым
V-кольцом инвариантно в смысле Мориты, то Mn(R)—правое V-кольцо. Тогда
из теоремы 4.2 следует, что S—правое V-кольцо.
Утверждения пунктов 2), 3), 4) доказываются аналогично с помощью теорем

3.2, 4.4 и 3.1 соответственно.

Следствие 4.7. Пусть K = Kn(R : {ηikj})—кольцо формальных матриц
над R порядка n.

1. K —правое V-кольцо тогда и только тогда, когда R—правое V-кольцо и
{ηikj} ⊂ U(R).

2. K —полуартиново справа кольцо тогда и только тогда, когда R—полуар-
тиново справа кольцо.

3. K —правое max-кольцо тогда и только тогда, когда R—правое max-коль-
цо.
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4. K —правое SV-кольцо тогда и только тогда, когда R—правое SV-кольцо
и {ηikj} ⊂ U(R).

Если M —правый R-модуль, то через(
R HomR(M,R)
M EndR(M)

)

мы будем обозначать кольцо формальных матриц, у которого бимодульные го-
моморфизмы

ϕ : HomR(M,R) ⊗ EndR(M)M → R, ψ : M ⊗R HomR(M,R) → EndR(M)

задаются соответственно согласно следующим правилам:

m⊗ f �→ (
m′ �→ mf(m′)

)
, f ⊗m �→ f(m).

Следствие 4.8. Пусть R—правое SV-кольцо и M —конечно порождённый
правый модуль над ним. Тогда следующие условия равносильны:

1) K =
(
R HomR(M,R)
M EndR(M)

)
—правое SV-кольцо ;

2) M —проективный правый R-модуль.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Из теоремы 4.4 следует,
что модуль M является HomR(M,R)-регулярным. Тогда из [24, следствие 1.7]
следует, что M —проективный модуль.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Согласно [11, теорема 2.7] R—регулярное

кольцо. Из конечной порождённости модуля M и условия пункта 2) следу-
ет, что HomR(M,R)—проективный левый R-модуль. Следовательно, согласно
[24, теорема 2.8] правый R-модуль M и левый R-модуль HomR(M,R) явля-
ются регулярными. Из канонического изоморфизма правых R-модулей M ∼=
∼= HomR(HomR(M,R), R) следует, что модуль M HomR(M,R)-регулярен и мо-
дуль HomR(M,R) M -регулярен. Тогда из следствия 4.6 и теоремы 4.4 следует,
что K —правое SV-кольцо.

5. Чистые кольца и проблема изоморфизма
для колец формальных матриц

Кольцо называется чистым, если любой его элемент является суммой обра-
тимого элемента и идемпотента. Кольцо R называется строго чистым (одно-
значно строго чистым), если каждый его элемент r представим (соответствен-
но однозначно представим) в виде r = e + u, где e = e2, u ∈ U(R), eu = ue.
Кольцо R называется строго ниль-чистым, если каждый его элемент r пред-
ставим в виде r = e + n, где e = e2, n—нильпотентный элемент и en = ne.
Из [14, предложения 2.5, 2.6, следствия 3.11, 3.26] следует, что всякое строго
ниль-чистое кольцо является однозначно строго чистым.
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Теорема 5.1. Пусть F —поле. Тогда кольцо формальных матриц K =
= Kn(F : {ηikj}) является ниль-чистым в точности тогда, когда F ∼= F2.

Доказательство. Несложно показать, что K/J(K) ∼= Mn1(F )×. . .×Mnk
(F ),

где n1 + . . . + nk = n. Тогда утверждение исходной теоремы следует из [12,
теорема 3; 14, теорема 3.15].

Теорема 5.2. Пусть R—произвольное кольцо. Тогда кольцо формальных
матриц K = Kn(R : {ηikj}) является строго ниль-чистым в точности то-
гда, когда R— строго ниль-чистое кольцо и каждый элемент из множества
{ηiji | 1 � i, j � n, i �= j} является нильпотентным.
Доказательство. Докажем импликацию =⇒. Так как всякое строго

ниль-чистое кольцо является однозначно строго чистым кольцом, то из
[13, следствие 18] следует, что K/J(K)—булево кольцо, и следовательно,
{ηiji | 1 � i, j � n, i �= j} ⊂ J(R). Согласно [14, следствие 3.26] R— строго
ниль-чистое кольцо, и из [14, следствие 3.17] следует, что J(R)—ниль-идеал.
Докажем импликацию ⇐=. Ясно, что

J(K) =

⎛
⎜⎜⎝
J(R) R . . . R
R J(R) . . . R
. . . . . . . . . . . .
R R . . . J(R)

⎞
⎟⎟⎠ .

Так как согласно [14, следствие 3.17] J(R)—ниль-идеал и каждый элемент из
множества {ηiji | 1 � i, j � n, i �= j} является нильпотентным, то несложно
заметить, что всякая матрица из J(K) является нильпотентной. Так как

K/J(K) ∼= R/J(R) × . . .×R/J(R),

то K/J(K)— строго ниль-чистое кольца, и из [14, следствие 3.22] следует, что
K — строго ниль-чистое кольцо.

Следующая гипотеза при n = 2 была доказана в [22].
Гипотеза. Пусть R—коммутативное локальное кольцо. Если каждый эле-

мент из множества {ηiji | 1 � i, j � n, i �= j} нильпотентный, то кольцо
формальных матриц K = Kn(R : {ηikj}) строго чистое.
В последнее время активно изучается проблема изоморфизма для колец фор-

мальных матриц, которая имеет следующую формулировку: для двух данных
наборов {β1, β2, . . . , βn}, {γ1, γ2, . . . , γn} элементов коммутативного кольца R
определить условия, при которых имеет место изоморфизм

Mβ1,β2,...,βn
(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn

(R).

Изучение проблемы изоморфизма была инициировано в [6].

Теорема 5.3 [6]. Пусть R—коммутативное кольцо, s и t—некоторые его
элементы, причём хотя бы один из них не является делителем нуля. Кольца Ks

и Kt изоморфны в точности тогда, когда существуют обратимый элемент v ∈ R
и автоморфизм α кольца R, такие что t = vα(s).
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Проблема изоморфизма изучалась в [2,3,8,20—22]. Ниже приведены резуль-
таты для колец формальных матриц вида Mβ1,β2,...,βn

(R), полученные в [2].

Теорема 5.4. Пусть R—коммутативное кольцо, n � 3, β, γ1, . . . , γn ∈ R и
annR(β) ⊆ J(R). Тогда

Mβ, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn
(R),

если и только если γi = α(β)viai для всех i = 1, n, где α ∈ Aut(R), vi ∈ U(R)
и 1 = a1 + a2 + . . .+ an —разложение единицы в сумму ортогональных идемпо-
тентов ai.

Следствие 5.5. Пусть R—коммутативное кольцо, n � 3, β, γ1, . . . , γn ∈ R и

Mβ, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn
(R).

Тогда имеют место следующие утверждения.
1. Если β не является делителем нуля в кольце R, то найдутся α ∈ Aut(R),
v1, . . . , vn ∈ U(R) и разложение единицы 1 = a1 + a2 + . . .+ an, такие что
γi = α(β)viai, i = 1, n.

2. Если R—область, то найдутся α ∈ Aut(R), v ∈ U(R), такие что для
некоторого 1 � i � n выполнены условия γi = α(β)v и γj = 0, если i �= j.

Теорема 5.6. Пусть R—коммутативное кольцо, n � 3, β, γ1, . . . , γn ∈ R и
annR(β2) ⊆ J(R). Тогда

Mβ, β, . . . , β︸ ︷︷ ︸
n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn
(R),

если и только если γi = α(β)vi для всех i = 1, n, где α ∈ Aut(R) и vi ∈ U(R).

Теорема 5.7. Пусть R—коммутативное кольцо, такое что Z(R) ⊆ J(R),
n � 3 и β, γ1, . . . , γn ∈ R. Тогда

Mβ, β, . . . , β︸ ︷︷ ︸
n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn
(R),

если и только если γi = α(β)vi для всех i = 1, n, где α ∈ Aut(R) и vi ∈ U(R).

Следствие 5.8 [21, теорема 18]. Пусть R—коммутативное кольцо, такое
что Z(R) ⊆ J(R) и n � 3. Тогда

Mβ, β, . . . , β︸ ︷︷ ︸
n

(R) ∼= Mγ,γ,...,γ(R),

если и только если γ = α(β)v, где α ∈ Aut(R) и v ∈ U(R).

Гипотеза. Пусть R— тело и K = Kn(R : {ηikj})—произвольное кольцо фор-
мальных матриц над R. Тогда имеет место изоморфизм K ∼= Kn(R : {θikj}), где
{θikj} ⊂ {0, 1}.
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