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Настоящая работа продолжает исследования ав-
тора, начатые в статьях [1–3], обозначений и терми-
нологии которых мы придерживаемся. В разделе 2

установлены новые свойства пространства L1(}, τ)

интегрируемых (относительно следа τ) операторов,
присоединенных к полуконечной алгебре фон

Неймана }. Показано, что если A – гипонор-

мальный и B – когипонормальный τ-измеримые

операторы и AB ∈ L1(}, τ), то BA ∈ L1(}, τ) и

||BA|1 ≤ ||AB||1, при этом τ(AB) = τ(BA) и для самосо-

пряженных A, B имеем τ(AB) = τ(BA) ∈ R. Доказа-

но, что если A ∈ L1(}, τ), то τ(A*) = . Полу-

чено следовое неравенство для пары проекторов

из }, которое характеризует след в классе всех

положительных нормальных функционалов на }.

В разделе 3 установлены новые свойства τ-из-
меримого идемпотента (A = A2). Получена полез-
ная факторизация такого оператора; с ее помощью
для идемпотента A ∈ L1(}, τ) установлено, что
τ(A) ∈ R+. Поэтому если A, A2 ∈ L1(}, τ) и A = A3,
то τ(A) ∈ R. Показано, что если разность двух τ-из-
меримых идемпотентов является положительным
оператором, то эта разность есть проектор. Дока-
зано, что полу-гипонормальный τ-измеримый
идемпотент является проектором. Показано, что
гипонормальный τ-измеримый трипотент (A = A3)

τ A( )

является разностью двух ортогональных проекто-
ров.

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть } – алгебра фон Неймана операторов в

гильбертовом пространстве *, }pr – решетка

проекторов в }, I – единица }, P⊥ = I – P для P ∈

∈ }pr, }+ – конус положительных элементов из

}. Если P, Q ∈ }pr, то проектор P ∧ Q определя-

ется равенством (P ∧ Q)* = P* ∩ Q*, а P ∨ Q =

= (P ⊥ ∧ Q ⊥)⊥ проектирует на .

Отображение ϕ: }+ → [0, +∞] называется сле-
дом, если ϕ(X + Y) = ϕ(X) + ϕ(Y), ϕ(λX) = λϕ(X),

для всех X, Y ∈ }+, λ ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0) и

ϕ(Z*Z) = ϕ(ZZ*) для всех Z ∈ }. След ϕ называ-

ется точным, если ϕ(X) > 0 для всех X ∈ }+, X ≠ 0;

полуконечным, если ϕ(X) = sup{ϕ(Y): Y ∈ }+, Y ≤ X,

ϕ(Y) < +∞} для каждого X ∈ }+; нормальным, ес-

ли Xi  X (Xi, X ∈ }+) ⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi). Для следа

ϕ определим  = {X ∈ }+: ϕ(X) < +∞} и Mϕ =

= linC . Ограничение ϕ |  корректно про-

должается по линейности до функционала на Mϕ,

который будем обозначать той же буквой ϕ.

Оператор в * (не обязательно ограниченный
или плотно определенный) называется присоеди-
ненным к алгебре фон Неймана }, если он пере-
становочен с любым унитарным оператором из
коммутанта }' алгебры }. Самосопряженный
оператор присоединен к } тогда и только тогда,

Lin P* Q*∪( )

→

Mϕ

+

Mϕ

+
Mϕ

+
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доказана неотрицательность следа от интегрируемого идемпотента. Показано, что если разность
двух измеримых идемпотентов является положительным оператором, то эта разность есть проектор.
Доказано, что полу-гипонормальный измеримый идемпотент является проектором. Показано, что
гипонормальный измеримый трипотент является разностью двух ортогональных проекторов.
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